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) IDEA INTUITIVA DE limf(x) =L

X2

. L, -1 . - . . -
Ejemplo 1: La funcion f(x) = no esta definida en x=1; investigar, rellenando las siguientes tablas

X
(mediante calculadora), su comportamiento en las proximidades de dicho punto, y explicar
graficamente la situacion:

X-1" 0,9 0,99 | 0,999... 3
= lim f(x) =
f(X)—» X1
> = L”Hf(x) =
x-1"| 1,1 1,01 | 1,001...
= lim f(x) =
f(x) > x-1 )

En la practica, los limites no se suelen calcular de esta forma, sino operando:

2_ —
fim XL =i XFDXED ey =2
x-1 x—=1 x-1 Xx-1 x-1

Es decir, nétese que la f(x) del enunciado se comporta como la recta y=x+1, salvo en x=1 (punto en el cual no
esta definida); por lo tanto, su representacion grafica es:

Vemos que cuando las x se acercan a 1 (flecha izgda.; 12 tabla) las imagenes correspondientes tienden a 2,
mientras que cuando las x se acercan a 1” (flecha dcha.; 22 tabla) las imagenes correspondientes tienden a
2". Y todo ello es independiente de que, exactamente en x=1, la funcion no esta definida.

m Conclusiones:
1° Para que exista limite han de coincidir los limites laterales.

2° A efectos de limf(x) no hay que tener en cu enta lo que ocurre exactamente en x=a, sino en las
X-a
proximidades ; de hecho, hay casos en los que en un punto no existe imagen pero si limite (como en
el ejemplo anterior), y esta es precisamente la utilidad del concepto de limite.

3° De todos modos, normalmente existen limite e imagen, y ambos coinciden, como en el siguiente
ejemplo:

Texto bajo Licencia Creative Commons Atribucion-NoComercial 3.0 Unported. 3 Contactar en: alfonsogonzalopez@yahoo.es
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Ejemplo 2: Dada f(x)=x, obtener numéricamente, mediante las siguientes tablas, Iimzf(x) :
X -

x-2" ] 1,9 1,99 | 1,999... 3 S e e e B A
= lim f(x) = S N
f(X)—> X2 : g g ]
}:lemzf(x)— ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 2

x-2"| 21 | 2,01 |2,001...
= lim f(x) = 3 3
x-2%

f(x) -

Es decir, cuando las x se acercan a 2™ (flecha izgda.; 12 tabla) las imagenes correspondientes tienden a 4°,
mientras que cuando las x se acercan a 2" (flecha dcha.; 22 tabla) las imagenes correspondientes tienden a
4", En este caso, la funcién si esta definida precisamente en x=2, y su valor es 4; es decir, en este ejemplo
limite e imagen coinciden (lo cual, por cierto, es lo méas habitual).

m Veamos ahora un ejemplo de funcién en el que no hay limite:

X
Ejemplo 3: Dada f(x) =1 x six#0 se pide: a) Representarla. b) Hallar Ixin?)f(x) gréficamente.
2 six=0

= Elin?)f(x)

En este caso, al acercarnos a x=0" por la rama izquierda, las imagenes tienden exactamente a -1 (aunque
precisamente en x=0 no tengan el valor esperado, sino 2; de nuevo, téngase en cuenta que a efectos del
limite no hay que tener en cuenta lo que hace la funcibn exactamente en el punto sino en sus
proximidades...), mientras que al acercarnos a x=0" por la rama derecha, las imagenes tienden exactamente
a 1. Por lo tanto, como no coinciden los limites laterales, el limite global no existe

m Podriamos ver mas ejemplos, pero todos ellos se resumirian en alguno de los 4 casos del siguiente esquema;
va a existir limite cuando x — a s6lo en los tres primeros supuestos:

Texto bajo Licencia Creative Commons Atribucion-NoComercial 3.0 Unported. 4 Contactar en: alfonsogonzalopez@yahoo.es
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f(a) f(x)

f(a) f(a) _____

/ [] @ /

Hlimf(x) = f(a) Olimf(x) =L Olim f(x) =L # f(a) Dlim f(x)

[aunque [f(a)] [aunque Of(a)]

Como resumen: «A efectos graficos, no va a haber |lim f(¢u ando en x=a las dos ramas no coinciden»
X-a

1) limf(x) = oo . ASINTOTA VERTICAL  (Ver pag. 224 del libro de texto)

Ejemplo 4: Vemos facilmente que la funcién f(x) = 1 no estd definida en x=3; investigar, rellenando
X —

3 2
las siguientes tablas (inténtese sin calculadora), su comportamiento en las proximidades de dicho

punto, y explicar analitica y graficamente la situacion:

x-3 | 29 2,99 | 2,999... )
= lim f(x) =
f(X)—» x-3
= lim f(x) =
x-3"| 31 | 3,01 |3,001..
= lim f(x) =
f(X)—» x-3 )
En la préctica, se procede asi:
. 1 _ 1 _ 1 _
|Im7 > = T - -®
w3 ) o = lim———=
1 1 1 x-3 (x —3)?

.m —
x.3" (X_3)2 (O+)2 O+

5
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Es decir, cuando las x se acercan a 3™ (flecha izqda; rama izquierda) las imagenes correspondientes tienden a
hacerse infinitamente grandes i.e. «, y cuando las x se aproximan a 3" (flecha dcha.; rama derecha) las
imagenes tienden también a . Y todo ello, volvemos a insistir, es independiente de que concretamente en
x=3 la funcion no esta definida. Esta es precisamente la utilidad de la nocion de limite:  incluso aunque la
funcion no esté definida en un punto, el limite da cuenta del comportamiento de la funcién en dicho
punto .

En el ejemplo anterior, se dice que f(x) presenta una asintota vertical en x=3.

m Observaciones:
1° Cuando por sustitucion directa en un limite obtengamos k/0, automaticamente tenemos que plantear
limites laterales, para discernir si el denominador es 0" 0 0

2° Notese que, a la hora de calcular un limite, en el momento en que sustituyamos en la funcién,
desaparece el simbolo de lim.

m Definicién de asintota vertical: Ixml f(X)=wo-0 = x=a A.V.

y explicar graficamente la situacion. ¢Qué asintota vertical

Ejemplo 5: Estudiar analiticamente Iim3
X —

presenta la funcion? C T
............ .4 (N S S S O |
R R Se— L1 ST OO ORI SRR OO
Iim_—3_ 1
x-3 X = m ] 1 2 3 1 5
. 1 x-3 X—3 i
lim = T T L 1Y O SO (VU SURRURR: SRR
x-3* X—3
.......... 20 O O N |
,,,,,,,,,, 3.

[ lim f(x) =L . ASINTOTA HORIZONTAL  (Ver pags. 224 y 234 del libro de texto)

Ejemplo 6: Estudiar, mediante la siguiente tabla de valores, lim ))((+:
X 10 100 1000 | 10000... o
. X+3
= lim = =
x+3 Xee X
f=——
X-5

En la practica, como x— oo, l6gicamente podemos despreciar el efecto de sumar o restar un namero finito a x,
por lo cual podemos proceder de la siguiente forma:
|
o X+3 X
\ im——=Ilim—=Ilim1=1

X-m X —§ X—w X X - 00

_x+3
Y= X-5
\ Es decir, cuando X — o0 (0 -), nos quedaremos con el término
de mayor grado del polinomio  (lo que se conoce como término
\ dominante ), y despreciaremos términos de menor grado. jNotese

yz1AH e que esto solo tiene sentido cuando x -« (0 -)! Esta sera una

- T técnica muy utilizada para calcular limites.
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Gréaficamente, la situacion es la del grafico al margen.

Es decir, cuando las x se hacen cada vez mas grandes, las imagenes correspondientes tienden a aproximarse
cada vez mas a 1", pero sin llegar a alcanzar jaméas el valor 1. Se dice entonces que f(x) presenta una
asintota horizontal de ecuacién y=1.

m Definicién de asintota horizontal: lim f(x)=L < y=L AH.

X — 00
(0-)

m Observaciones: 1° La gréfica puede cortar a la A.H. para valores finitos de x
2° En cambio, la gréfica de una funcion nunca puede cortar a una A.V.

3° En el préximo tema veremos un tercer tipo: las asintotas oblicuas

V) llffl f(X) =0 . RAMAS INFINITAS (Ver pags. 226 y 234 del libro de texto)

Ejemplo 7: Obtener lim (x* - x +2) mediante la siguiente tabla de valores:

X 10 100 | 1000.. o Nl ysex2
= lim (x* -x+2) = 17

f(9 =3¢ —x+2 15

Es decir, cuando las x se hacen cada vez mas grandes, las imagenes correspondientes 10
tienden a hacerse tan grandes como queramos, como queda reflejado en la gréfica. En la
practica, y como ya hemos comentado en el apartado anterior, cuando X — oo (0 -%) nos
guedaremos con el término de mayor grado del polino mio (lo que se conoce como
término dominante ), y despreciaremos términos de menor grado:

—_

lim (x> =x+2) = lim x* =0® =
X -0 X -0

-1 01 2 3 456

De nuevo, adviértase que esta forma de proceder sélo tiene sentido cuando x - (0 -), no cuando x tiende a
un namero finito. En el ejemplo anterior, se dice ademas que f(x) presenta una rama infinita.

m Regla practica: lim P(x) = lim (t° de mayor grado)

(0-w) (0 -=)

V) PROPIEDADES DE LOS LIMITES? (Ver pag. 225 del libro de texto)

19) «El limite -en caso de existir- es Gnico»

2°) [lim [f(x) = g(x)] = lim f(x) £ lim g(x)| es decir, «El limite de la suma (diferencia) es la suma (diferencia) de
los limites».

! Todas estas propiedades son vélidas independientemente de que x — « 0 a un valor finito. Su demostracién excede el
nivel de este curso.
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lim [f(x) - g(x)] = lim f(x) - lim g(X) |  es decir, «El limite del producto es el producto de los limites».

30

~

100 _ lim f(x)

40) |li a0 =im 9 (siempre y cuando lim g(x)z0)

59) limk =k| es decir, «El limite de una constante es igual a dicha constante»

6°) [lim [k - f(x)] =k -lim f(x)| es decir, «Las constantes multiplicativas pueden salir (o entrar) en el limite».

7°) Limite de una potencia:  |lim [f(x)] % =[lim f(x)]"*®| Ejemplo: lime* =e” =

89) Limite de unaraiz: |lim 2ff(x) = /lim f(x)

9°) Limite de un logaritmo:  |lim log f(x) = log lim f(x)

VI) LIMITES INFINITOS E INDETERMINACIONES  (Ver pags. 228 y 229 del libro de texto)

* SUMAS Y RESTAS:  |o+0 =00 oco+k=0 -0 =INDTDO. - - 0= - oof

Notese que no podemos concluir que «-c sea siempre igual a 0, puesto que ambos « pueden ser, en
general, de distinto orden® por lo tanto, el resultado de o-o tendra valores distintos dependiendo de
cada ejemplo concreto, y se dice entonces que su re  sultado es indeterminado, o bien que se trata de
una indeterminacion . La mayor parte de las indeterminaciones se deshacen operando. Veamos un sencillo
ejemplo justificativo:

X - 00 X — 00 xﬁoo2 X - 00

|im[X;2—§j=oo—oo = INDTDO. = lim [Lg"sz im 2 =lim1=1

Es decir, en este caso concreto -« ha resultado ser igual a 1, pero veremos muchos mas ejemplos en los
que puede resultar otro ndmero (incluido, por supuesto 0), 0 e, 0 -, 0 incluso no existir.

00 sik>0
* PRODUCTOS:  |oo00=00 00+ (~00)==00 -00"(~00) =00 o[k =/ INDTDO. sik=0" 00"
-0 sik <0
Veamos un ejemplo justificativo de la indeterminacion anterior:
.ox=2 1 LoX=2 . X .11
lim +— =000 =INDTDO. = lim =lim—=Ilm—-=—
X - 00 X X0 DX X-o0 22X Xow D 2

2 En el caso de una incognita, si es cierto que a-a, 0 X-X, etc. es igual a cero; ahora bien, adviértase que en el caso de -
o estamos hablando de limites, es decir, ambos « no tienen por qué ser exactamente iguales, sino que pueden ser de
distinto orden.

Texto bajo Licencia Creative Commons Atribucion-NoComercial 3.0 Unported. 8 Contactar en: alfonsogonzalopez@yahoo.es
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00 sik>0
= COCIENTES: 2= operar y/o hacer lim laterales sik=0" 0 0° k -0
k . 0
-0 sik<0
oo 0 k
—— = INDTDO — = INDTDO — =hacer lim laterales
too 0 0
Veamos ejemplos practicos de algunos de los casos anteriores:
a) lim %z%: lim [(x +2)x ] = lim (x* + 2x) = lim x* = 00” = o0
x
b) lim X3 - _\NnoTpO = im =X = Im3=3
X — 00 X 00 X—0 X X — 00
2
-_— + =
o) imX =229 —inDTDO = lim DD i ce1y =2
x-1 x—1 0 x-1 X=-1 x-1
X+3_4 _
d) fim X*3_2_ -1 0 = 0im**2 (o bien, 1im2X*3 = 4w
x-1x=1 0 i x+3 _ 4 —w x-1x-1 x-1x-1
x-1" X—=1 0+
I|m X+3 i—i—oo
x+3 _4_| ot (x-1)° o) 0 . X+3 _
e) lim S =—= = lim 5 =0
=1 (x-1)* 0 lim_X¥3 -4 _4_, 1 (x-1)
o (x-1)° (0*)* 0
o sia>1 0 sin<0 o
= POTENCIAS: |5 = INDTDO. si a=T o1 " ={INDTDO. si n=0"00' 0"=INDTDO.
0 si 0<a<l1 ® sin>0

Nétese que (01)=0; por ejemplo: x"fg ¥ =0

* LOGARITMOS: |log0'=-0 log co=co

Ln 0%=-o0 Ln co=co

= Como conclusién, hemos visto una serie de indeterminaciones que podemos resumir en siete casos:

2% | 0-(20), c0-00, 1*7, (#e)°, 0°
+ oo

0
0

Ejercicios libro: pag. 226: 3y 4
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VIl) CALCULO DE LIMITES INDETERMINADOS

1°) Limites de polinomios: lim P(x) = lim (t°> de mayor grado)

(0-) (0 —w)

2°) Limites de cocientes de polinomios:

a) i Px) 0| «Se resuelve factorizando numerador y denominador (habitualmente por Ruffini) y
im-——=—

x-a Q(X) O eliminando a continuacion el factor x-a que figura repetido en ambos términos de la
fraccion» (Ver pag. 239 del libro de texto)

Ejemplo: 2 _ _
mX *2x=8 _0 _ \\pTDO = lim X=X +4) X +4

x-2 x> =x=-2 0 x=2 (X =2)(X+1) X2 X +1

E:Z
3

Ejercicio final tema (Repaso limites): 1

Ejercicios libro: pag. 239: 4; pag. 249y ss.: 13

b) im P(x) _ o | «Se resuelve recurriendo en numerador y denominador a los términos de mayor grado
x-» Q(x) o | de cada polinomio® (Ver pag. 230 del libro de texto)
Ejemplos: Ax2 =X +2 oo 2

a) lim —————=—=INDTDO = lim —-=1lim 2=2
x-o 2X°+3x-1 o X 2% X
X+ x+3 _ ox?

b) lim ———— =— =INDTDO = lim — = lim x = o0
x-o  X+3 00 Xoo X X-e
. X+3 00 . X .1 1

¢) lim —————=—=INDTDO = lim —-=1lim —=—=0"
xom X2+ X+3 X=X X—® X 0

d) Esta regla se puede generalizar, en ciertos casos a funciones que no sean polinémicas:

[«2 —oyx + 2
|imw:2 =INDTDO = lim X = ||mi:1
x-o  2X—3 0 Xow 22X x-w 22X 2

3[4 _ay2 3[4 43 13 3
|imM:ﬁ:|NDTDO:"m X :|imX :|imX7:|im£:f:oo
X—oo 3X +2 0 x-o 3X  x-* 3X x-= 3 x-= 3

Ejercicio final tema (Repaso limites): 2
Ejercicio libro: pag. 249: 2 a, b, c

3°) Limites de funciones irracionales:

a) «Se resuelve multiplicando numerador y denominador por el conjugado” de la expresion radical,
y operando a continuacién»

% Existe otra forma alternativa, en general mas laboriosa, que consiste en dividir numerador y denominador por la mayor
potencia de x que aparezca en ambos polinomios.

*El conjugado de un binomio radical consiste en cambiar el signo intermedio de éste; por ejemplo, el conjugado de

\/;+2es\/;—2
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Ejemplo: ( )(\/7 ) ( )(\/7 )
_ x-4 _0 _ . X—4)|vx +2 . X—4 x+2_. ~
L|m&_2—6 —INDTDO—L|m(&_2)(&+2)—lemT—lxm(\/;+2)—4

Caso de existir dos expresiones radicales, una en el numerador y otra en el

Observaciones: 1°
denominador, habria que realizar el procedimiento anterior dos veces (una por cada
expresion).

2° Si se trata de dos raices con distinto indice, tendremos que pasarlas a indice comun:

(Ver pag. 239 del libro de texto)

= INDTDO = fim N DX x=2)° :|ime%:
2 J(x=2)(x+3)  *-2g/(x-2)*(x+3)® *2 {(X=2)(x+3)

I SE—— - §/= =11
(x=2)(x+3) 0™-125
X2

=6 -
=6 %:00

4 _
4 _
0"-125

{x? -2x _
2 -

M ——
X—2

VX°+X-6

olo

lim s
\/Z X2
=6/— =
0
lim s 3
x-2" \(x=2)(x+3)

«Se resuelve dividiendo numerador y denominador por la mayor potencia efectiva ° de x que

b) | >
00 aparezca en cualquiera de las expresiones»
Ejemplo: 4. 0"
e}
X-4 4 4
 X-4 T = == A
lim ———=— =INDTDO = lim —2— =lim =lim =-=1
X - 00 /X2_2 [o) X - 00 [X2_2 X 00 \/X2_2 X -0 \/1_2 i
X x? x? 5
— = 0+

Obsérvense en el ejemplo anterior dos detalles importantes:
» La x entra dividiendo en una raiz cuadrada también dividiendo, pero al cuadrado.

= El hecho de dividir por la mayor potencia efectiva de x nos garantiza que los limites parciales

que aparecen al final seran siempre cero.

En algunos casos -tal y como ya se ha indicado anteriormente-, y con mucho cuidado, podemos
despreciar términos de menor orden en un polinomio (siempre y cuando x - co); por ejemplo, el limite

anterior podria calcularse mas facilmente asi:

= INDTDO = lim —— = im X =1

. _OO
>I<I-r>]1 [X2_2_; x-.oo\/x_Z X0 ¥

°El adjetivo «efectiva» alude al hecho de que hay que tener en cuenta que, por ejemplo, en la expresion «x*> =2, lax no

se comporta como x? sino, de forma efectiva, como x
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c) (Ver pag. 231 del libro de texto) «Se resuelve:

1°) Multiplicando y dividiendo por el conjugado de la expresion radical, y operando a
continuacion; en algunos casos (cuando el numerador resultante dependa de x), como la

indeterminacion no desaparece sino que pasa a ser o/, ademas hay que recurrir al
siguiente paso:

2°) Dividimos a continuacion numerador y denominador por la mayor potencia efectiva de x»

Ejemplos:

a) “m( X2+1_X):°°_0°:|NDTDO:|im (\/X2+1_XX\/X2+1 +X):|im X2 +1_X2 _

X=e X VxZ+1 +Xx X== Jx2 +1 +x

:Iiméz—zo*

oo IxZ+1+x  0®
. NV . (\/x2+x—x X Z o+ X +x)
b) lim X°+ X — X])= o — o = INDTDO = lim =

Xo e Xooe VX + x o+ x

[ X* + x - X" l X ® INDTDO
= |im = lim = = =
e x4 x4 x e x4 x4 x o
X
. . 1 . 1
= lim X = lim = lim = —

xee \Ix? 4 x

1
X —» o 2 X - 2
+ X \/X + X4 \/1+ ! +1
X X x 2 X 2
i:o
00

+

Nétese que en el primer ejemplo ha bastado con aplicar el primer paso del procedimiento, mientras que en
el segundo ha habido que aplicar los dos pasos. En ciertos casos, la indeterminacion se puede "resolver a
simple vista", teniendo en cuenta que los « son de distinto orden, y no es necesario operar. Por ejemplo:

lim (\/x3 +1—X):oo—oo:oo

X — 00

dado que el primer factor se comporta como x¥?, y , por tanto, "domina" en el infinito al otro factor. jCuidado!
Esto no se podria aplicar, por ejemplo, al siguiente caso:

lim (\/x2 -X —x)

X — 00

ya que ambos términos son del mismo orden; aqui no nos quedaria mas remedio que operar.

Conclusion: A la hora de “resolver a simple vista” una indeterminacion con  , y s6lo en el caso en que
X -+ 00, podemos despreciar una constante que esté sumando (o restando) a un término en x.

En los casos en que x - y la raiz es de indice par , se recomienda hacer el cambio de variable z=-x, que
hace que z - o0, como puede verse en el siguiente ejemplo:

cambio de variable x=-z

1+ z°2

lim = = INDTDO = Im —~= = |m ——2% =
o 1= x 0 2o e 1+ z oo 1+ 2z
0 z
1 z? 1
\/ 2 + 2 2 + 1 1
= lim Z Z = lim Z = = o
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Ejercicio final tema (Repaso limites): 3

4°) Indeterminaciones que se resuelven operando: (Ver pag. 240 del libro de texto)

Algunas indeterminaciones, sobre todo del tipo 0-c0 0 -0, se "deshacen” en algunos casos operando. Por
ejemplo:

. [ x*-6 1) B [ x*-6 1) . (x*-6 X L XP-x-6 _

lim| —- =0 -0 =INDTDO =Ilim| ——-——|[=1im - =lim =
x-3( x> -3x x-3 x-3( x(x-3) x-3) x-3(x(x-3) x(x-3)) x-3 x(x-3)

— lim (x+2)(x—3):”mx+2:§

x-3  X(x=13) x-3 X 3

Ejercicio final tema (Repaso limites): 4

Ejercicio libro: pag. 240: 6

5°) Indeterminacion 1 *:  (Ver pags. 233y 240 del libro de texto)

La indeterminacién 1” se puede resolver aplicando la siguiente formula® practica:

- g(x) —qo _ 4lim[f(x)-1]-g(x) . , .
lim f(x) ¥ =1" =e ivalida sélo si es 1*!

Ejemplo:

]() . [](> im [ 272

X
lim
2 3x-1 [ 2
. X°+x-1 - X - o 2 2 X% +2 2
Ilm(J =1 =INDTDO = e Xt 2 Xt 2

X — © X -
5 -e =-e PAXT +2 =
xee| X742
_3x? -10x+3
lim
:eX—>°° x2+2 263

NOTA: En el proximo tema veremos una forma mas practica para resolver, no solo este caso de
indeterminacion, sino las tres de tipo exponencial, que se conoce como "Regla de L'Hbpital".

Ejercicios libro: pag. 233: 5; pag. 240: 7

6°) Regla practica: «Cualquier funcién exponencial (de base > 1) es un infinito de orden superior a
cualquier potencia» (Ver pag. 227 del libro de texto)

x . P(x
lim 2 = o o bien, |Im£=

< (donde a>1)
X~ P(X) > a

Por otra parte, «Las potencias son infinitos de orden
superior a los logaritmos». Por lo tanto, podemos concluir
que, en el infinito, log x < P(x) < a *. Esto es muy facil de
entender si comparamos sus gréaficas y observamos su
comportamiento en el infinito: -

log x

® Ver demostracion en pag. 233 del libro de texto.
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Ejemplos: Completar (véase el primer ejemplo):

X X

a) lim ——— = c) lim (e -x*) = e) lim =
x-= X° —5X+6 Xow x-=log X

b) lim iz d) Iimln—X: f) lim (Inx—x2)=
x - 3X G X

NOTA: Cualquiera de estos limites puede comprobarse haciendo una tabla.

Ejercicios final tema (Repaso limites): 4y ss.

Ejercicios libro: pag. 231: 1y 2; pag. 232: 3y 4; pag. 249y ss.: 4 a9, 12, 14, 15y 19; 10 (f definida a trozos); 25y 26
(valor absoluto)

VIII) CONTINUIDAD (Ver pag. 241 del libro de texto)

Intuitivamente, una funcién es continua cuando se puede dibujar sin levantar el lapiz del papel.

Mas formalmente, se define funcién continua en un punto  de la siguiente forma:

Es decir: “Una funcién es continua en un punto si el

f(x) continua enx =a < lim f(x)=f(a)] . T ) )
X-a limite coincide con la imagen en dicho punto”

A efectos practicos, para estudiar si una funcion es continua en un punto, hay que comprobar:

1) que exista imagen
2) que exista limite
3) y que ambos coincidan

(En caso de no ser continua en un punto, se dice que es discontinua).

Por extension, diremos que una funcién es continua en un intervalo cuando lo es en todos los puntos de
dicho intervalo.

Vamos a recordar de nuevo el esquema-resumen visto en el apartado | del tema, e investigar en cada uno de
los cuatro casos si la funcién es continua en x=a, para lo cual aplicaremos los tres requisitos de la continuidad
arriba mencionados; observamos que la funcién es continua en x=a sélo en el primer supuesto:

f(a)

/

Olim f(x) = f(a) = f(X) CONTINUA en x=a Of(a)
Olimf(x) =L

X-a

= f(x) DISCONTINUA en x=a
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f(x)
flayp——=-

[ e /

L limf(x)= f(x) DISCONTINUA en x=a

X-a

Olim f(X) =L # f(a) = f(x) DISCONTINUA en x=a

Notese que en el Ultimo caso la funcion es discontinua, independientemente de que exista o0 no imagen.

Este hecho conduce a los siguientes 5 tipos de discontinuidades:

1) Evitable: «La funcidon no es continua en x=a, pero [0/ f finito»; se llama evitable porque podemos
X-a

redefinir f(a) = limf(x)de modo que la funcién pasara a ser continua. A este tipo responden los
X-a

supuestos 2° y 3° anteriores.

2) De 12 especie: Existen tres tipos:

2.1) De salto finito: «Existen ambos limites laterales y son finitos, pero no coinciden». El salto viene dado
por la diferencia entre los limites. A este caso pertenece el 4° grafico.

2.2) De salto infinito: «Un limite lateral es finito y el otro infinito». Se presenta entonces una asintota
vertical, pero por un lado. Gréficamente, la situacion es la siguiente:

i f(x)

lim f(X)=-c0 y lim f(x)=f(a)

X-a

2.3) Asintética: «Los dos limites laterales son infinitos». Se da entonces una asintota vertical, por ambos
lados. Graficamente, la situacién puede ser la siguiente:

D\ ) AR
N |
! 0 bien: !
\ Ex=a A.V. :x=a AV.
B @
lim f(x)=-c0 y lim f(x)=co lim f(x) = lim f(x) = o
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3) Esencial , o de 22 especie: «Uno, o los dos limites laterales, no existe»

NOTA: En la practica, a la hora de clasificar una posible discontinuidad, basta con decir si es evitable, o, en
caso contrario, si es de salto finito, o de salto infinito, o asintdtica, o esencial (es decir, no es
necesario aludir a la especie).

Reglas para estudiar la continuidad de las funcione s mas habituales:

1°) «La suma (o resta) de funciones continuas es también una funcién continua»
«ldem para el producto»

2°) «Las funciones polinomicas son continuas CxOIR»
9(x)

39 Funcién racional:  f(x) ==~  es discontinua en los x que anulan el denominador h(x) (pues entonces
no existird imagen)

4°) Funcion irracional:  f(x) = Par/g(x) es continua en los x tales que g(x)=0 (pues, en caso contrario, no
existira imagen’) (NOTA: Si el indice es impar, en principio seria
continua OxOIR)

5°) Funcion logaritmica:  f(x) =log g(x) e€s continua en los x tales que g(x)>0 (pues, en caso contrario, no
existira el logaritmo; nétese que en este caso se exige que el
argumento del logaritmo sea estrictamente positivo) (NOTA: Esta
regla es valida sea cual sea la base del logaritmo)

6°) «sen x, cos X y a* son continuas OxOIR»

2 _
Ejercicio 1: Dadaf(x) = X724 , estudiar su continuidad en x=2
X —_—

Aplicando los tres requisitos de la continuidad, vemos que falla el 1°, ya que [ f(2)= f(x) es discontinua en x=2
= [f(x) continua O x O IR-{2}f

(Notese que ello es independiente de que exista limite, como de hecho ocurre:

2— —
lim X4 = jj XX =2)
x-2 x—=2 x-2 X-2

=lim (x+2)=4

Por lo tanto, se trata de discontinuidad evitable, es decir, bastaria redefinir la funcion de la siguiente forma:

x? -4
fx) =19 x-2
4 six=2

SiX#2

para que pasara a ser continua en x=2

! Obviamente, también habria que estudiar la continuidad de g(x) en si, y lo mismo puede decirse para las siguientes reglas.
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x* -1
Ejercicio 2: Dada f(x)={ x-1
5 six=1

redefinirla para que pase a ser continua.

sixz1

estudiar

su continuidad. Caso de ser discontinua,

Ejercicio 3: Representar las siguientes funciones, y estudiar su continuidad. Caso de presentar

discontinuidades, clasificarlas razonadamente:

a) f(x) =%

Xx+3 six<0
Inx six>0

b) (x) :{

1
X

¢) f(x)=

Texto bajo Licencia Creative Commons Atribucion-NoComercial 3.0 Unported.
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Continuidad lateral:  Se dice que una funcion es continua por la derecha bajo la siguiente condicion:

f(x)continuaenx =a* - lim f(x) = f(a)
x-at

Analogamente se define la continuidad por la izquierda.

. + - .
Observaciones: 1° Obviamente, |f(x)continuaenx =a ya = f(X)continuaenx =a

2° La continuidad lateral se suele aplicar a funciones definidas por ramas.

Ejercicios final tema (Continuidad): 1 a 20

Ejercicios libro: pag. 250 y ss.: 16 y 17 (f definida a trozos); 18, 21, 33 (clasificar discontinuidades); 20 y 28 (f definida a
trozos, con parametro); 23 y 24 (de aplicacion real); 22 y 27 (valor absoluto)

Teorema de Bolzano ®: (Ver pag. 242 del libro de texto)

f continua en [a,b]

: _ = Oc O(a,b) tal que f(c)=0
signof(a) # signof(b)

Con palabras: «Si una funcién es continua en un intervalo cerrado, y toma distinto signo en ambos extremos
de dicho intervalo, existird entonces al menos un punto intermedio de tal intervalo en el que la
funcién se anule»

Interpretacion grafica: Es obvia: Si la funcion tiene que evolucionar de forma
continua desde A hasta B, tendra que cortar necesariamente al menos una vez
al eje x en algun punto intermedio del intervalo (NOTA: Puede existir mas de
un valor intermedio ¢ que verifique el teorema).

Aplicaciones: Demostracion de la existencia de raices de una ecuacién y/o
acotacion de éstas, comprobar que dos funciones se cortan, comprobar que
una funcion toma un determinado valor, etc. (ver ejercicios).

Ejercicios final tema (Continuidad): 21y ss.
Ejercicios PAEG: 1 B jun 2009; 1 Ajun 2010; 1 Aa, bjun 2013;1 B sept2011; 1 A b sept2012

Ejercicios libro: pag. 243: 1; pag. 252: 38, 39 (acotar raices); pag. 243: 2; pag. 251: 32 (comprobar que dos funciones se
cortan)

8 Bernard Bolzano (1781-1848), sacerdote y matematico checo, quien demostré rigurosamente tal teorema.
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REPASO LIMITES

2° BACH.

RECORDAR:

Para que exista limite de una f(x) en un punto han de coincidir los limites laterales en dicho

punto.

A efectos del lim f(x) no tenemos en cuenta lo que ocurre exactamente en x=a, sino en las

X - a

proximidades. De hecho, hay casos en los que no existe f(a) pero si el lim (de ahi la utilidad

de la nocién de limite).

El limite de la suma es la suma de los limites, y algo parecido ocurre con el producto,
cociente, potencia, raiz, logaritmo, etc. Esto es muy util a la hora de calcular limites.

Limites infinitos e indeterminaciones  (completar, con ayuda del profesor):

SUMA Y RESTA:  oco+oo=

00-00=
PRODUCTO: 00-00=
COCIENTE: ®©_
k
POTENCIA: a© =

LOGARITMOS:  log 0'=

In0'=

co+k=
—-00-00=
K
oo-(—oo): —oo-(—oo): *
s! k>0 Kk + o
sik=0 - = —=
. © + o0
sik<0
sia>1 sin<0
sia=1 " = sin=0
sia<1 sin>0
logs 1= log.a= log o
In1= Ine= In co=

con lo cual los 7 tipos de indeterminacion son:

0 o

0, ® 000, c0-00, 1%, ° Q°

Texto bajo Licencia Creative Commons Atribucion-NoComercial 3.0 Unported. 19

sik>0
= sik=0
sik<0
0 k _
0 0
00: (0+)oo —
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1. Hallar los siguientes limites (en el 2° miembro figura la solucion):

a)

b)

c)

d)

)}

2 _
im X "t=p
x-1 x=1

lim
x=0 x% =X

i x®—2x* -4x+8 _
IEn 3 _£u2 A
x -2 x° —5x°+8x—-4

. X3 +3x%2+3x+1
lim —————=

0
x-1 X3 +x?-x-1

x> —=7x +12

lim ————— =10
x-3 X°-6x+9

2. idem:

a)

b)

d)

e)

9)

b)

c)

d)

. 3x*-x+1 3
lim ———===
xew  AXP 42 4
.o xP+x+1
im —— =
Xx-wo o X—2

X+2

lim ————=0
X-o XS4+ X+2

x' -1
im — =
X-w X7 +2

i 3x?-2x _
x-= X+l

x> +x+3
- =0
X - X

. 4x% - x
lim ————=
X m=e DX 4+ 2X

lim v2x?-3x+5

X » ©

lim N-2x% +3x% -5
lim v3x®-2x+5
lim +-2x®+3x-7

) X2 —x?-x+1
h) lim — > = 400
x- 1 x°=3x“+3x-1

. . oxP+2x+1
i) lim ——— =
x-~3 X+1
. . x? -4
im ——=-4
) x~2 x3 —2x* =5x+10
. 4
p—
k) ><||En0 X5 =0
D, X
3 _oy_
m) lim X° —2X 21:§
x=3  X(x=-3) 3
. 2x -1
n) lim ——=xc
x-1 x-1

h) L'L“ (%)X =

X

i) lim—=
) fim =
) )I(I[Tl 7% = o0
k) lim & =
) X2 22x
) lim —X*2

X~ o x5+ 7% +3

m) lim iG:O
X — 00 X

2 2
n lim | 2—-X =
x-o (X+1 x-1

jim YX*2-2_1
X =2 X-2 4
3x2 ++/x+7

f) lim—m——=
X=X+ 3%

w

g) lim ( x2+1—x)=0

X - 0

Texto bajo Licencia Creative Commons Atribucion-NoComercial 3.0 Unported. 20

0)

p)

a)

0)
p)

a)

Y

t)

h)

m ———=
x-2 X°—-3X+2

lim

X - a

lim =-2
x- -1 x+1

. X-3
lim ——
x-2 X°—-b5Xx+6

lim X—=-2
x-1 x-1

. 5x* -3x? +5 5
x - e 3 4+2x°-3x-1 3

X’ +6x% —2x
m #:0‘)
x-= 3XT+4x" +1

lim [Ln(2x +3)-Ln(2x -1)] =0
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1)

0)

p)

a)
r
s)

t)

b)

c)

d)

e)

9)

h)

ALFONSO GONZALEZ
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im YX*6-3 _ 1

x-3 x2-2x-3 24

A+ 2x +x
im ———=

xo= 2% =3

3

(Ayuda: Reducir a indice comun)
. 3
lim (\/x2 +3x —vx2 +1) 25

X — 00

. 1
lim 00

2 -2+ x4
lim (@x+2)y2x¢ -3 =

lim (\/XZ +2x —x) =
lim (\/x2 +2x —x) =1

X - @

. 3x+1 3
Iim ———=—
2

=00

| (x+1)° (x+2)
-3 | (x=3F x-3

y)

2)

a)

B)
Y)

%)

)

X — o0

2X+5
2
lim (\/xz +2X —ij =
X

X — o

2
lim (\/x“—sz— X j:m

X X+2
. X ++/X

im ——=1
oo AIX+3

. X-2

im —/—=®
x-2 Jx+7-3

im YX“log

x-1" x-=1

lim vx_ (ﬁ—&):%

X - ©

lim (\/x2 +2X + x) =-1

X - —o

lim (2X+\/X2 +x) = -
lim (\/XZ +2x +x) = o0

X — 0

. e
lim —
X =0 ¥

. e*

lim — =0
X - -0 ¥

n)
2Xx+3
0) lim 1+1j =e?
X - X
p) lim (1—§j e
X - X
1
2 _ - x—6
Q) lim [x 4x 10] _e?
X~ 6 X—-4
N lim
~o x2 =3
S) lim senx
X - o X
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. X2 -4
KR T e
Q lim_ (W—M):—%
n X"[no \/1—x;\/1+x -0
- Ix-a_ 1
O e o
) im XL o

XSl oy 144X —x
Ix* +2x —x o

K) |
) xlf?in 2
af 3 _
A lim XX g

1 Ux?+x-2

FO lim __szfiiifi = Eé
x=5 JYx-1-2 3

(Ayuda: Aplicar el conjugado dos veces)

-\a 3

v) lim ————=
) ol Ux+1+x+1 2

f lim 109X

X—@ X
u) lim

x== In
V) lim

x - e |n X

n

w) nI|m S =™
X) lim (2*—«/x2+1)

y) lim (Inx -x)

2x-1
Z) lim (4)( _ZJ
3

X — 0 X

a) lim (log )™ =0

y) lim x2 sen1 =0
X - 0 X

Contactar en: alfonsogonzalopez@yahoo.es



ALFONSO GONZALEZ
IES FERNANDO DE MENA. DPTO. DE MATEMATICAS

5. Dadas las siguientes funciones, obtener: i) Los limites que se indican. ii) La ecuacion de las posibles
asintotas. iii) Dom(f) e Im(f):

a) -Xx+2 six<2 b) _ 2
f(x) = XT3 sixa2 )= e
X + Six =
lim f(x); lim f(x); Iimlf(x)

xIirr]mf(x); xIi[nmf(x); xIi[’nzf(x)

2

d  f(x)=+x*-1-x
xIir’r]mf(x); xIiﬂrnmf(x); Iirr_117f(x); Iin}f(x)

C) f(X) = X::(+1
XIin]mf(x); XIi[nmf(x); xIiﬁrn_lf(x); xIi[nlf(x)

6. Dada la funcién 2 six=0
2
X +3x six0(0,3)
5-x
X-5 .
f(x) = six[(3,5
Vvx-1 ]
X six0(5,7)
3 six=7

se pide (por este orden):  a) f(0), f(3), f(5) y f(7)
b) Iim0 f(x); Iim3 f(x); Iim5 f(x); Iim7 f(x); lim f(x); lim f(x)
¢) Representacion gréafica

d) Dom(f) e Im(f)

22
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7. Calcular los limites laterales de las siguientes funciones en los puntos que se indican. Representarlas

graficamente:
a) . b) e six<0
- <
f(x) = L S!X_O en x=0 f(x)=41-2x si0<x<l enx=0yx=1
X six>0 ) _
X six>1
c) f(x)=|x-5] en x=5 d) f(x)= |x| - X en x=0y x=-1
X+1

(Soluc: a) C; b)1ly r; c) 0; d) 0)

8. Calcular los valores del parametro a para que se verifiquen las siguientes igualdades:

3

-5x +

a) lim ?ﬁlXT‘Zsl:—l b) lim Vx*+ax+1-x=2
X - o X X - 00

(Soluc: a=-10/3; a=4)

9. Comprobar los siguientes limites construyendo una tabla apropiada mediante calculadora:

) . 1 . . .
a) lim ;2:0 b) lim X == ) lim 1 > =0 d) lim SenX 4 e) lim €N X -9
x-o (X—2) x-o 3Xx+2 3 x-2 (x—2) X -0 X oo
(S) 10. Dada la funcién x? +1 six<1
f(x) =< ax+3 sil<xs<?2
bx® -2 Six>2

calcular los valores de los parametros a y b para que existan los limites en x=1 y x=2
(Soluc: a=-1, b=3/8)

(S) 11. Dar un ejemplo de una funcion f(x) definida para todo x que no tenga limite cuando x—2

(S) 12. Discutir lim (\/3X +4 —\/5) en funcién de los valores del parametro a

X —»

(Soluc: 0 si a=3; -= si a>3; © si a<3)
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31 EJERCICIOS de CONTINUIDAD 2° BACH.

RECORDAR:

f(x) continuaenx=a < lim f(x)=f(a)| Es decir: “Una funcién es continua en un punto si el limite

coincide con la imagen en dicho punto”.

A efectos practicos, para estudiar si una funcion es continua en un punto, hay que comprobar:

1) que exista limite
2) que ademas exista imagen

3) yque ambos coincidan

X-2
_ u SiX#2 . L e
1. Dada f(x) =9 x-2 se pide: a) Representacion gréfica.

1 six=2 b) Estudiar analiticamente la continuidad lateral en x=2
¢) A la vista del apartado anterior, indicar su continuidad.

2. idem con f(X) =+/x enx=0

3. Estudiar la continuidad de las siguientes funciones:

_x+1 _ 2X _ XP+X 1
V0= 0= ere )0 D= Senx
e) f(x)=vx-3 f) f(x) =vx* -x-6 g) f(x) =+x*+4 h) f(x)=tg x
i) f(x)=log (x+3) i) f(x)=In(x*-4) K) f(x)=In(x*+4)

(Soluc: a) discont. asintética en x=2; b) discont. asintotica en x=2 y x=3; c) continua 0J0; d) discont. asintética en x=n-1r
donde n/Z; e) continua en (3,); f) continua en (-=,-2) /7 (3, «); g) continua 0O; h) discont. asint6tica en
x=(2n+1)- /2; i) continua en (-3,«); j) continua en (-»,-2) /7(2, «); k) continua I]I])

4. TEORIA: Si una funcién no esta definida en x=3, ¢puede ocurrir que Iim3f(x) =57 ¢Puede ser en ese caso

continua en dicho punto? Completar los razonamientos afiadiendo ejemplos.

5. Estudiar la continuidad de las siguientes funciones (en caso de presentar discontinuidades, decir de qué tipo

se tratan):
1 six>0 x*-1 six<0 1 X O(-.2)
X six 2 X si x 0 (—oo,
a) f(x) = ) b) f{x)=4 2 six=0 c) f(x) = ,
x-1 six<0 , 2x-1 si xO(2,»)
2x-1 six>0
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2-x% six<?2 Yx  sixO(-x,1) 2] st
d) f(x):{z)(_6 six;Z e) f(x):{ X1 sixO[Le) f) f(x)=1 x° si —1<x<1
’ 2x+1 six>1
x+1 six<3 x1  sixO(,1] x_iz six0(=e,3]
0) f(x)=1 x> si3<x<4 h) f)= {x>1  six0(1,2] ) f)= {x+1  sixO(-3,0]
0 six=4 X2 si x 0(2,) e si x 0(0,)

x?+1 six<0
) f(X)= 4 Lnx siO<x<4
2% Ssix=4

(Soluc: a) discont. de salto finito en x=0; b) discont. evitable en x=0; c¢) discont. evitable en x=2; d) continua /7 [7;
e) discont. asintética en x=0y de salto finito en x=1; f) discont. de salto finito en x=1; g) discont. de salto finito en
x=3y x=4; h) discont. de salto finito en x=2; i) discont. de salto finito en x=-3; ) discont. de salto coen x=0y

de salto finito en x:4)

6. (S) Probar que la funcién
2
x>—1
f)=—"——
x°+7X —8
no es continua en x=1 e indicar qué tipo de discontinuidad presenta en dicho punto.

(Soluc: no es continua pues  [f(1); discontinuidad evitable)

7. Considerar la siguiente funcién:
x> -1
x-1

f)=

a) ¢ Es discontinua en algun punto? ¢ Por qué?
b) En x=1 la funcién no est4 definida. Ampliar esta funcién de modo que sea continua 0.
(Soluc: discontinua en x=1 pues  [f(1); basta hacer f(1)=2)
8. (S) La funcion f(x)=% no esta definida en x=1. Hallar el valor de a para que sea posible definir el
valor de f(1), resultando asi una funcioén continua. Indicar también la expresion de la nueva funcion resultante.

(Soluc: a=-3; f(1)=6)

9. Hallar el valor de k para que la funcién

-9 .
S SixX#3

f(x)= 1 x-3
k Si x=3

sea continua OO  (Soluc: k=6)
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10. Clasificar las discontinuidades de la siguiente funcion:
X3 -2x"+x-2
x*-x-2

f(x)

(Soluc: discont. de salto finito en x=-1; discont. evitable en x=2)

11. Estudiar la continuidad de la siguiente funcion:

2 _
M Six#1/2

f(X)= 1 2x? —5x+2
-5/3 si x=1/2

(Soluc: discontinua inevitable en x=2)
12. Estudiar la continuidad de la siguiente funcion, expresarla como funcion a trozos y representarla:
X
f(x)=2x +—
X
(Soluc: discont. de salto finito en x=0)

13. (S) Calcular cuanto debe valer a para que la siguiente funcién sea continua 0, y representarla en dicho

caso:
X+l six<?2
f(x)= .
3-ax?® six>2

(Soluc: a=0)

14. (S) Se considera la funcion
Ln x six[(0,1)

ax?b  sixO[1,o)

f(x)= {

Determinar los valores de a y b para que f(x) sea continua y f(2)=3.

(Soluc: a=1y b=-1)

15. (S) Dada la funcién

x+2x -1 si x<0
f(x)= ax+b si0<x<1
2 six=1

hallar a y b para que la funcion sea continua y dibujar la gréfica de la funcién en dicho caso.

(Soluc: a=3y b=-1)

16. Dada la funcién
X+3 six<1

f(x) = mx +n sil<x<3
-x?+10x-11 six>3
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hallar los valores de m y n para que f(x) sea continua.  (Soluc: m=3, n=1)

17. idem:
-2x+1 SixO(—o0,-2)
f(x)=9 ax+2 sixO[-2,2]
x> +b si x 0(2,»)
(Soluc: a=-3/2, b=-5)
18. idem:
-x* +a six<-1
f(x) =4 x* -4 Si —1sx<2
In(x —b) six=2
(Soluc: a=-2, b=1)
19. idem:
ax+2 six<-1
2 i —1<x<
) = b/x si 1<x<3
cX si3<x<5b
10 six=25

(Soluc: a=-52, b=54, c=2)

20. La siguiente funcién se llama Funcién de Dirichlet:

i) = 0 sxOll
11 sx0O0

No es una funcién elemental, ya que es discontinua en todos sus puntos. Razonarlo.

Teorema de Bolzano %

RECORDAR:

f(x) continua en [a,b]

; . } = [Oc O (a,b) /f(c)=0
signo f(a) # signo f(b)

Se utiliza para demostrar la existencia de raices de una ecuacion en un intervalo.

21. Demostrar que la ecuacion x*+x°-7x+1=0 tiene al menos una solucién en el intervalo [0,1] (NOTA: En
todos estos problemas, y de cara a la PAEG, enunciar previamente el teorema, y dar al final del ejercicio
una interpretacién grafica del resultado).

! En honor al matematico aleman Johann Dirichlet (1805-1859), que fue quien la ided.
2 Bernard Bolzano (1781-1848), sacerdote y matematico checo, demostré rigurosamente tal teorema.
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22. (S) Demostrar que la ecuacion 1 = e tiene una solucién en el intervalo (0,1). ¢, Cuél es?

(Soluc: x=1/In 1)

2 —_—
23. Dada la funcion f(x) = % puede comprobarse facilmente que en el intervalo [0,2] toma imagenes de
X° —4x +

distinto signo, y, sin embargo, nunca se anula en el interior de dicho intervalo. ¢ Contradice esto el teorema
de Bolzano? Razonar la respuesta.

24. Demostrar que la ecuacién x=cos x tiene al menos una solucion en el intervalo (0,1)

25. Probar que la ecuacion x*=3x+40 tiene alguna raiz real. Aproximar su valor (por tanteo) hasta las décimas.

(Soluc: x23,7)

26. a) Demostrar que la ecuacion 3x°-14x*+3x+20=0 tiene al menos una raiz en [1,2]

b) Obtener todas sus raices por Ruffini, y comprobar la validez de lo obtenido antes.

27. a) Probar que la funcion f(x):x4—2x3—5 corta al eje x en el intervalo (-2,-1)

b) Buscar otro intervalo en el que exista una solucién de la ecuacion x*-2x%-5=0 y aproximar su valor hasta
las décimas.

28. Probar que las graficas de Ln x y ™ se cortan en algin punto. Comprobarlo graficamente.
29. Probar que las graficas de f(x)=sen x y g(x)=1/x se cortan en algin punto del intervalo (21,5172)
30. Razonar que la ecuacion x=In x carece de solucion.

31. Probar que f(x)=x>+x-5 toma alguna vez el valor 20
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“B ALFONSO GONZALEZ
£ “Fomanda dotora® IES FERNANDO DE MENA. DPTO. DE MATEMATICAS

I) DERIVADA DE UNA FUNCION EN UN PUNTO  (ver pag. 256 del libro de texto)

En este tema vamos a repasar y, naturalmente, ampliar, un operador matematico muy Util ya visto en el
curso pasado, llamado derivada de una funcién , que operaba sobre una funcién y daba como resultado otra
funcion (normalmente mas simple). Su utilidad radica en que, como ya vimos someramente el curso pasado,
el signo de la derivada de una funcién en un punto nos decia si la funcién era creciente o decreciente en dicho
punto; ello nos permitia deducir, por tanto, los maximos y minimos de la funcion, algo muy importante en
infinidad de funciones extraidas de situaciones reales, y que veremos en este tema: pensemos en una funcion
gue represente los beneficios de una empresa, o el coste de fabricacién de un determinado producto, etc.

Concepto previo: pendiente de una recta

Para entender qué es la derivada necesitamos repasar previamente en qué consistia la pendiente de
una recta:

La pendiente de una recta, que suele llamarse m, mide la o
. . .« s ~ . . . !
inclinacion de ésta, y se define como el cociente incremental By
siguiente: |

=tga (8]

i
Z |z

Derivada de una funcién en un punto f(a):

Consideremos una funcién f(x) y un punto P de su grafica
(ver figura), de abscisa x=a. Supongamos que damos a la
variable independiente x un pequefio incremento h (en el dibujo
lo hemos exagerado, para que se pueda ver la situacion...); por
lo tanto, nos desplazaremos a un nuevo punto Q préximo.
Consideremos la tangente del angulo que forma el segmento
% con la horizontal:

f(a+h)
f(a)

_fla+h)-f(a)
- h

tga (2)

Si h-0, el segmento PQ tendera a confundirse con la recta r tangente a la curva f(x) en x=a, es decir, los
angulos a y ag tenderan a ser iguales:

tga, = r!ir_r.]o tga 3 lim w =f'(a) (3)

h-0 h f
/

por (2) por definicién

Debido a (1), la formula anterior, que en el fondo es un cociente incremental, nos da por tanto la pendiente de
la recta tangente a la curva en x=a. Esta férmula se conoce como derivada de la funcion f(x) en el punto x=a,
y se designa como f ’(a); por lo tanto:

|<<La derivada de una funcién en un punto es la pendi  ente de la recta tangente a la funcién en dicho |

, y se calcula mediante el limite dado por (3)l

! Por lo tanto, veremos en el apdo. V que la derivada nos permitira hallar la ecuacion de la recta tangente a una funcién en
un punto dado.
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Observaciones:

1°) La derivada de una funcién en un punto puede resultar un nimero positivo, negativo o cero”. Como
veremos en el proximo tema, su signo indicara el crecimiento de la funcién.

2°) Veamos una expresion alternativa para calcular la derivada:

Supongamos que hacemos el cambio de variable a+h=x = si h- 0, entonces x - a, con lo cual (3) queda
como:

f'(a): lim M (4)
x~a X—a

Esta formula es, sin duda, més comoda que (3), y es la que més usaremos.
39 «Una funcién es derivable en un punto x=asi  Of ‘(a)»
4% «Una funcién es derivable en un intervalo si lo es en todos los puntos de dicho intervalo»

Ejercicios final tema (Repaso derivadas): 1,2y 3

Ejercicio libro: pag. 276: 31

1) FUNCION DERIVADA f“(X) (ver pag. 258 del libro de texto)

Supongamos que nos piden la derivada de una funcién en, por ejemplo, diez puntos distintos.
¢Haremos diez limites? Es evidente que no; para evitar tanto trabajo, vamos a definir la funcién derivada, que
se designa como f ’(x), y es la derivada en un punto genérico x (y sustituiriamos a continuacion en ella cada
uno de los diez puntos); por lo tanto, se obtendra reemplazando en (3) a por x:

)= lim wg—f(x) )

Observaciones:

1°) La funcion derivada, es decir, el limite anterior, da como resultado una funcién. Habitualmente
abreviaremos diciendo simplemente derivada en vez de funcién derivada.

. UA\Y ds
2°) En Fisica se utiliza la siguiente notacion incremental: |f'(x)= lim Ax | 0 bien, p.ej. [V="-

3°) La notacién que nosotros seguiremos serd la siguiente:

= Sila funcion a derivar se llama f(x), entonces su derivada la denotaremos como f '(x)

y

“ “ “ “ “ “ “ “ “ “ “ 1] “ )

yy

Utilizaremos indistintamente ambas notaciones.

Ejercicios final tema (Repaso derivadas): 4,5y 6

Ejercicio libro: pag. 276: 32 (Se recomienda ver el ejercicio resuelto 1 de la pag. 271)

2 Como veremos en el préximo tema, los puntos en que la derivada se anule resultaran muy interesantes, ya que seran los
maximos o minimos de la funcion.
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[11) DERIVADAS DE LAS FUNCIONES ELEMENTALES

[11.1) Funcién constante:

y=K_y'=0

Es decir, «La deriv

(pag. 259 libro de texto)

ada de una constante es siempre cero»

NOTA: Esta derivada, y todas las de este apartado, pueden ser demostradas, para lo cual nos remitimos al
libro de texto. Todas estas reglas de derivacion estan recogidas en la tabla del final del tema.

Ejercicio 1: Hallar la derivada de las siguientes funciones constantes:

ay=2 \/g
e)y=—

b)y=-3

1 fy y=m
¢ y=—

2 9) y=0,5
dy=0
l11.2) Euncion identidad: |y =X -y'=1
111.3) Funcion de proporcionalidad directa: y =K:-x-y'=k

Ejercicio 2: Hallar la derivada de las siguientes funciones de proporcionalidad directa:

a)y=2x 2
f) y=—
b) y = -5 Ay
c) y=0,01x g)y=-x
X 5x
dy=— hyy=-—
> )y
e)y=x i) y=7x

Texto bajo Licencia Creative Commons Atribucion-NoComercial 3.0 Unported.

y=x" oy =nx""1

I11.4) Derivada de una potencia: (donde n L] IR)

Esta férmula la demostraremos mas adelante, en el apartado 1ll.14, por derivacién logaritmica (ver
demostracion en el libro, pag. 267)

Ejercicio 3: Hallar la derivada de las siguientes potencias:

a) y:x2 d) y:x5
b) y=x’ e) y=x'*
C) y:x4

Este caso nos permite, dado que el exponente puede ser cualquier nimero real, abordar otros tipos de
derivadas:

b) y=vx

Ejercicio 4: Demostrar la formula de la derivada de: a) y =1
X

33
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b)

Ejercicio 5: Hallar la derivada simplificada de las siguientes funciones, pasandolas previamente a forma de
potencia:

a) y=%x

b) y:‘\l/x>3
9y =
d) y =x2Vx

1
e)y=_—

x

f)y=

><|g'
w | x

Generalizacion de la férmula anterior a una funcién compuesta:

y=u"-y'=n-d""tu (donde n [JIR)

(Esta formula la aplicaremos més adelante, en el ejercicio 8)

11.5) |y =K-u-y'=k-u" dondeuesfuncion| es decir, «Las constantes multiplicativas pueden

(Ver demostracion en pag. 266 del libro de texto) salir de la derivada»

NOTA: Este es un caso particular de lo que se conoce como "Derivada de la funcién compuesta” o "Regla de
la cadena" (ver pag. 265 del libro de texto), segun la cual la derivada de una funciéon compuesta a su
vez de u(x) es como la derivada de la funcién simple, pero multiplicada por u'. Este hecho se da en
casi todos los casos de la columna derecha de la tabla de derivadas.

Ejercicio 6: Hallar la derivada de las siguientes funciones compuestas:
a)y= 3x° c)y= -2x*

b)y= 4x°
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2
X
dy=—
2
e)y=-x’
f)y==x°
g)y=-x

h)y=3§/x>4
Yx

) 3x*

D y=-—
2

k) y:—2x7
3

) y=—

m)y:2x§/;

111.6) Derivada de la suma (resta):

y=utv-oy'=uzVv

dondeu y v son funciones

Es decir: «La derivada de la suma (resta) es la suma (resta) de las derivadas»

(Ver demostracion en pag. 265 del libro de texto)

Obviamente, esta regla se puede generalizar a mas de dos sumandos; de hecho, combinada con las reglas
anteriores, es muy Util para derivar polinomios, como puede verse en el siguiente ejemplo:

Ejercicio 7: Hallar la derivada simplificada de las siguientes funciones:

a)y:x2+x3

b)y:x4+5
c)y:x2—2
dy=x-2
e)f(t)=3t-5
f) y=3x> —x*
g) y=2x>-3x*

h) y=2x*"—x*+3
) y=-3x"+43—x+2
) y=x>-3x°+5x-8

k) y:x4+x3+x2+x+1

X4
) y=—+5x
2
X x2 x 1
m)y=—-—+—-=
3 2 5 2

Texto bajo Licencia Creative Commons Atribucion-NoComercial 3.0 Unported.
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4 3
X
n) y:xs——+x——3x2+i
3 6 3
X4+X2
0) y=—"—

2

p) y=0,05x>—0,001x*+ 0,1x — 0,02
3x6 -X" +6x-5

q) y=

r y:%/;—il/;
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111.7) Derivada del producto: y=u-v-y'=uv+uv

Esta formula la demostraremos mas adelante, en el apartado 1ll.14, por derivacién logaritmica (ver
demostracion en el libro, pag. 266).

Esta regla se puede generalizar a tres o0 mas funciones: y=uU-v-w-Yy'=u'vw+uv'w+uvw'

NOTA: Para derivar un producto, una alternativa, a veces, es operar previamente hasta transformar en un
polinomio, y luego derivar.

Ejercicio 8: Hallar, utilizando la formula mas adecuada en cada caso, la derivada simplificada de las
siguientes funciones:

a) y = (2x+3)(3x-2) [de 2 formas]

b) y = (x-2)(x+3)

¢) y = (2x+3)(x-5)

d) y = (*-5)(3x-1)+7

e) y = (2x-3)? [de 2 formas]

f) y=(x+2)*

g) y = (1,2-0,001x%)x

h) y = (2x-3)?

i) f(t) = 300t(1-1)

1)y = (3x-2)(2x-3)(x+5)

k) y = (-x+2)°
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) y=x2Yx

m) y:‘yx?(2x—3)

111.8) Derivada del cociente:

Esta férmula la podremos demostrar mas adelante, en el apartado Ill.14, por derivacion logaritmica (ver
demostracion en el libro, pag. 267).

Ejercicio 9: Hallar la derivada simplificada de las siguientes funciones:

a)y_2x—3
3x+2
x2+1
b =
)y x? -4
o) y_x+3
x-3
X2
d) v=
)y 11
o) _XPHx+1
X
x?-1
f =
) Y 1
x?-1
=3
9y 2

Ejercicios final tema (Repaso derivadas):

7al2

Ejercicios final tema (129 derivadas con solucién): 1 a 28

[11.9) Derivada del logaritmo:

y:Iogax S y'=

GENERALIZACION

—— >

log_e
Ya

X

1
x-Lna

(DEM: pag. 267 libro)

La mas utilizada es la
base e

y=Ln

GENERALIZACION

y=log u - y'=

u'-Iogae u

u u-Lna

1
X~ y=s |

(DEM: pag. 266 libro)
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y=lnu - y'=—
u
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Observaciones:

1°) Recordar del tema de logaritmos del curso pasado que, debido a la llamada "Férmula del cambio de base”,

logae-Ln a=1

2°) En algunos casos se recomienda, antes de derivar, desarrollar —siempre que se pueda- aplicando
las propiedades de los logaritmos (por ejemplo, en el ejercicio 33)

Ejercicios final tema (129 derivadas con solucién): 29a34

[11.10) Derivada de la funcién exponencial:

GENERALIZACION
— AX 11— A X ' '
y=a* —y=a'tna | T——— > [y=a _y=vaina

(DEM: pag. 267 libro),

Caso particular: a=e

X

GENERALIZACION
_ 11— X 1 [l
y=e* - y'=e I > y=e" - y'=u-e

(DEM: pag. 267 libro)

Ejercicios final tema (129 derivadas con solucién): 35a40

[11.11) Derivada de las funciones trigonométricas:

|y =senx - y'=cosx | ly=senu - y'=u-cosu |

(DEM: paa. 267 libro) GENERALIZACION

Iy:cosx - y'=-senx I |::> Iy:COSU - y'=-u"-senu I

(DEM: péag. 268 libro)

y =tgx qy':%:lﬂgzx;(:seczxj I::> y=tgu - y'=s Zz :(1+tgzu)-u';(:u‘-se@uj

COS“X Ccos u
(DEM: péag. 268 libro, o ejercicio 10 a)

y
y=ctgx - y'=- ! =—(1+ctg2x); (=—cosec2x) |:“> y=ctgu - y'=- F :{1+ctgzu)-u';(:—u'-coseczu)

sen? x sen‘u

(DEM: Ejercicio 10 b)

Ejercicio 10: Demostrar la formula de la derivada de: a) y=tg x  b) y=ctg x

a)
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Ejercicios final tema (129 derivadas con solucién): 41 a 49

[11.12) Derivacion implicita:  (ver pag. 264 del libro de texto)

Hasta ahora hemos derivado funciones en las que la y o la f(x) vienen expresadas explicitamente, es decir,
directamente. Pero, ¢qué ocurre si la y esta expresada implicitamente, es decir, no estd despejada
directamente, y, en el peor de los casos, ademas es imposible despejarla. Por ejemplo, en la expresion:

y-4x*+3y*x=15
no podemos despejar y; ahora bien, es relativamente sencillo obtener y', utilizando la técnica llamada de

derivacion implicita , que consiste en derivar ambos miembros, teniendo en cuenta, cuando proceda, la
derivada de una funcién compuesta. Vedmoslo con el ejemplo anterior:

3y%y'-8x+3(2yy'x+y?)=0
3y2y'—8x+6yy'x+3y2=0

Despejamos V' y'(3y*+6yx)-8x+3y*=0
y'(3y*+6yx)=8x-3y*
. 8x -3y’
y 3y? +6yx
Por ejemplo, podemos evaluar y' en el punto P(1,2): y'(1,2) = 8‘7322 -4__1
322 +62 24 6
Ejercicios final tema (129 derivadas con solucién): 121 a 127

Ejercicios libro: pag. 275y ss.: 22y 40  (Se recomienda ver también el ejercicio resuelto 9 de la pag. 274)

[11.13) Derivada de las funciones trigonométricas i ___nversas: (ver pag. 268 del libro de texto)

1

V1-x2

(DEM: pag. 268 libro)

y=arcsenx - y's y=arcsenu - y'=

v
c
N

GENERALIZACION

_ "
y =arccosx - y'= 1 ::> y Zarccosu - y'=-
2 2
\/; REGLA DE LA 1-u
(DEM: pag. 268 libro) CADENA
= = ! = t '= u
y=arctgx - y'= y=arctgu -y .
1+x2 1+u
(DEM: pég. 268 libro)
= T— —arcotgu — y'=-—Y
y=arcctgx - y'=- y 9 y 2
1+x2 1+u
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<

y
| 4

LES. "Fe 3
‘Socubonos (Codd Res)

Vamos a demostrar, por ejemplo, la férmula de la derivada del arc sen x:

Derivamos 1
y =arcsenx = X =seny 1=y"cosy = y'= =—— (CQD)

1
implicitamente cosy 4/1_ x2

sen’y+cos’y =1 = cosy =,/1-sen’y =+1-x2 IJ

Ejercicio 11: Demostrar la férmula de la derivada de: a) y=arc cos x  b) y=arc tg x

a)

b)

Ejercicios final tema (129 derivadas con solucién): 97 y ss.
Ejercicios libro: pag. 261: 1; pags. 275yss.: 1a 21 (Hallar derivadas); pag. 279: 70 y 71 (de aplicacion real)

(Se recomienda ver también los ejercicios resueltos de las pags. 260 y 273 del libro)

111.14) Derivacion logaritmica: (ver pag. 264 del libro de texto)
Esta (til técnica sirve para derivar PRODUCTOS, COCIENTES, POTENCIAS, RAICES y EXPONENCIALES

~—

ya vistos fundamentalmente
Consta de tres pasos, como veremos en los siguientes
Ejemplos:
a) y=x"

I) Tomamos Ln en ambos miembros y desarrollamos, aplicando las propiedades de los logaritmos:

Iny =Inx" =nlInx

II) Derivamos ambos miembros, teniendo en cuenta que la derivada del miembro izquierdo siempre va a
ser, por derivacion implicita, y'ly:

Y _ L
L =(ninxy=n-=
y (ninx)=n <
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[1I) Finalmente, reemplazamos y por su equivalente y despejamos y'"
y'= n-y-1 =X L =t (CQD.)
— X X
b) y=a* > Iny =Ina* =x Ina
y = ( _
L =(xIna)=Ina
Y
y'=y-lna=a*:lna] (CQD)
0) y=X' /> Iny =Inx* =x Inx
y :(x Inx)':lnx+x-1 =lnx+1
y X
y'=y-(1+Inx) = x*-(1+Inx)
d) y=u-v

e)y:\/;

f) y=(3x°+6)"

et 58]

NOTA: En la préctica, la derivacion logaritmica la utilizaremos solamente para derivar el caso u’, como en los
ejemplos c y f anteriores.

Ejercicios final tema (129 derivadas con solucién): 128 a 137

Ejercicios libro: pag. 264: 2; pag. 275: 23 (Se recomienda ver también el ejercicio resuelto 6d de la pag. 273 del libro)

V) DERIVADAS LATERALES. CONTINUIDAD y DERIVABILIDA D (pags. 257 y 262 del libro)

Recordemos que la derivada de una funcién f(x) en un punto a es la pendiente de la recta tangente a
dicha funcién en ese punto, y se calcula mediante un cierto limite. Puesto que la derivada f'(a) es un limite,

cabe considerarla por la izquierda y por la derecha. Ello es util particularmente en el caso de funciones
definidas a trozos:
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. . f(x)—f(a)
f@)= lim ———= ;
@) «_at X-a « es la pendiente de la recta tangente r

a la rama derecha en P

« es la pendiente de la recta tangente s

fa)= lim Q1@
T x-a a la rama izquierda en P

X -a

Si ambas derivadas laterales coinciden, se dice que f(x) es derivable *ena

Observaciones:

1°) Graficamente, una f(x) es derivable en un punto si no presenta ningun trazo anguloso en dicho punto, es
decir, si ambas tangentes r y s coinciden. En el caso de una funcion definida a trozos, significa que ambas
ramas engancharan "suavemente", es decir, sin presentar esquinas o trazos angulosos. En el gréfico
anterior la funcién no es derivable en x=a, mientras que en el siguiente si lo es:

2°) Para que una funcién sea derivable, previamente hay que cerciorarse de que es continua; ello es debido al
siguiente

Teorema: f(x) derivable en x=a = f(x) continua en x=a (ver otra dem. en pag. 264 del libro)

=0

X ?.a

_ _ v
Dem: Consideremos la expresion  |lim [f(x) - f(a)] = lim w-(x -a) = lim w lim(x-a)=0

El limite del producto es p
el producto de los limites =f'(a)
[por ser f(x) derivable]

Porlo tanto:  im [f(x) - f(a)] = 0 = lim f(x) = f(a) = f(x) continua ena (C.Q.D.)

NOTA: El reciproco no tiene por qué ser siempre cierto: una funcion (ejemplo A) puede ser continua en un
punto y no ser derivable en dicho punto. Ahora bien, lo que si es cierto es que si la funcién
(ejemplo C) es derivable en un punto, necesariamente sera continua. Légicamente, también se
cumple la negacién del reciproco®: no continua = no derivable (ejemplo B). Graficamente, todo
esto es obvio:

% Recordar que, segun vimos en el apartado |, derivable significa que existe derivada.

* Piénsese en el siguiente ejemplo I6gico: espafiol = europeo; por lo tanto, no europeo = no espafiol.
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Ejemplo A Ejemplo B Ejemplo C

a /|

/ x=a / x=a / x=a

CONTINUA NO CONTINUA CONTINUA
(pero NO DERIVABLE) (y, por tanto, NO DERIVABLE) y DERIVABLE

En resumen: - Si la funcién es continua en un punto, entonces ambas ramas "enganchan” en dicho punto
(ejemplos Ay C).

- Si la funcién ademas es derivable, entonces ambas ramas enganchan "suavemente”, es
decir, sin presentar esquinas o trazos angulosos (ejemplo C solamente).

3°) En el caso de una funcién definida a trozos, a la hora de estudiar su derivabilidad en un punto tendremos
que derivar cada rama; para ello, caben dos opciones:

- Derivar ambas ramas mediante la definicion de derivada, es decir, mediante un limite, o bien:

- Derivar la expresion de cada rama directamente, mediante las reglas de derivacion, y sustituir el
punto en cuestion.

Puede demostrarse que ambas opciones son, en la mayoria de los casos, equivalentes. ¢Pros y contras
de ambas?: obviamente, es mas comoda la segunda’, pero hay contadas excepciones en que no
funciona®. La primera opcidn, por su parte, aunque resulte frecuentemente mas trabajosa, siempre es
vélida. Ademas, utilizar la segunda forma puede ser peligroso en ciertos casos en que la funcién no es
continua:

f()():{3x s?xiz
4 six=2

+1 six=20 —
f(x)={X >
X six<O0

1
1
—T-7@®
1
1
1
1
1
i

En ambos ejemplos puede comprobarse que, si derivamos directamente las dos ramas a ambos lados,
coincidira el resultado y, sin embargo, la funcién no puede ser derivable, ya que no es continua. Por tanto:

CONSEJO: En general, hacer las derivadas laterales directamente mediante las reglas de derivacion,
pero cerciorarnos previamente de que la funcién es continua.

® De hecho, en las reuniones de coordinacion de la PAEG se ha indicado expresamente que se permite al alumno derivar
directamente las ramas.
® Por ejemplo, con
1 .
x?sen= six 20
f(x) = X
0 six=0

que es claramente continua en x=0, no funciona el 2° método, pero si el 1°, para ver que f'(0)=0
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Ejercicio 12: Estudiar la derivabilidad de f(x):{ X3 S x<l
2/x six=1

de dos formas: a) Utilizando la definicion de derivada, es decir, mediante un limite.

b) Derivando directamente

cada rama. Comprobar que en ambos casos se obtiene idéntico resultado. Representar graficamente la

situacion.

a)

b)

Ejercicios final tema (Derivabilidad): 1a19

Ejercicios PAEG: 4A sept 2003, 3A sept 2000, 3A jun 99, 4B jun 97 (sin parametro)
1A sept 2010, 3A jun 2001, 1A sept 2004, 2A sept 2001, 3A jun
98, 2A sept 97 (con pardmetro)

2000, 1A sept 98, 3A jun

Ejercicios libro: pag. 262: 1; pag. 276 y ss.: 27, 28, 29, 30, 47, 49 y 64 (estudiar derivabilidad); pag. 262: 2; pag. 276: 35,
36, 39 y 48 (con parametro); pag. 276 y ss.: 33 y 50 (con valor absoluto); pag. 276: 38 (estudiar
derivabilidad a partir de la grafica) (Se recomienda ver también los ejercicios resueltos 4 pag. 272 y 8

pag. 274 del libro)

V) RECTA TANGENTE Y NORMAL A UNA CURVA EN UN PUNTO  (pag. 282 del libro)

Recordatorio previo: recta en forma punto-pendiente

Conviene previamente recordar que la ecuacion punto-

pendiente de la recta que pasa por el punto (a,b) y tiene pendiente
m es [ver figura]:

y—b=m(x-a) (6)

(ab) "
Ll a ___.
’ AX
m=tg a=Ay/AX
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Ecuacion de la recta tangente y normal:

Hay que recordar también que, como se vio en el apartado |,
la derivada de la funcion f(x) en el punto de abscisa x=a, la cual se
designaba como f ‘(a), es la pendiente de la recta tangente en
dicho punto (a,f(a)); por lo tanto, la ecuacién de dicha recta
tangente [ver figura] en ese punto se obtendra sustituyendo
convenientemente en (6):

f(x) ."tgte.

f(a) ——-"'_____-.‘:- P(a,f(a))

i yf@=rf@x-a] @
a

Por otra parte, hay que recordar también que la recta normal, es decir, perpendicular, tiene pendiente
inversa y cambiada de signo; por lo tanto, su ecuacion seré:

1
y —f(a) =—%(x—a) 8)

Ejercicio 13: Hallar la ecuacién de la recta tangente y normal en x=3 a la curva f(x)=x*-5x+8. Dibujar la
situacion, e interpretar el resultado. (Sol: tangente y=x-1; normal y=-x+5)

RV NS NI I R R S
1 ] 1 [ 1

L L
] 1
' ' ' ' ' 1 '
=-r--q4---m--r--71--A---F--7--
' ' ' ' '
' ' '
T T T
] ]
r +
] ]
1

r

' 1
' ' ' [
T T T T
] ] ] ] 1
----- R e e el i
] ] ] ] 1

1 1 1 1 1 1
""" cTSTTTrTTYTTAT TS AT TN T
] ] ] ] ] 1 ]

Py

Ejercicio 14: Hallar la ecuacion de la recta tangente y normal a las siguientes funciones en los puntos que se

indican:
a) f(X):X3—5 en x=1 (Soluc : y =3x-7; x +3y +11=0)
1 _
b) f(x)== en x=-2 (Soluc : x +4y +4=0; 8 -2y +15 = 0)

X
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c) f(x)=vx?+1  enx=0

(Sotuc : y =1, x =0)

d) Hipérbola xy=2 en x=1

x 3
Soluc: y=-2x+4 y=—+—
[ some y y=5+3)

©) f(x)=— en x=1 (Soluc : y =1/ 2; x =1)
x? +1
f) f(x)= 3 en x=0
X2

g) Hallar las rectas tangentes a la circunferencia x2+y2—2x+4y—24=0 en los puntos de abscisa x=3 (Puede ser
interesante representar graficamente la situacion)

[SO/UC'}/=£X—ﬂ' y= 2 +ﬂ]
’ 5 5’ 5 5

Ejercicios final tema (Derivabilidad):

Ejercicios PAEG: 2 B jun 2004

20a31

Ejercicios libro: pag. 282: 1; pag. 304: 1 (f en explicita); pags. 304 y ss.: 2, 3, 5,
23, 24, 30 y 31; pag. 278: 63 y 68 (mas elaborados)

(Se
recomienda ver también el ejercicio resuelto 1 de la pag. 282)

Texto bajo Licencia Creative Commons Atribucion-NoComercial 3.0 Unported. 46

Contactar en: alfonsogonzalopez@yahoo.es



ALFONSO GONZALEZ
IES FERNANDO DE MENA. DPTO. DE MATEMATICAS

VI) TEOREMA DE ROLLE " (ver pag. 292 del libro)

f continua en [a,b]
f derivable en (a,b); = Oc O(a,b) tal que f'(c) =0
f(a) =f(b)

Con palabras: «Si una funcién es continua en un intervalo cerrado, derivable en el abierto, y toma el mismo
valor en ambos extremos de dicho intervalo, existira entonces al menos un punto intermedio
de tal intervalo en el que la derivada se anule»

(Ver demostracion en pag. 294 del libro; se impone el intervalo cerrado para la continuidad pero el abierto
para la derivabilidad con el fin de evitar inconsistencias, como se explica en la pag. 295 del libro).

Interpretacion grafica: Es obvia: Si la funcion tiene que evolucionar de forma
continua y “suave” (i.e. derivable) desde A hasta B, puntos ambos a la misma
altura, tendra que haber al menos un punto en el que la tangente sea
horizontal, es decir, la derivada se anule (NOTA: Puede existir mas de un valor
intermedio ¢ que verifique el teorema):

TANGENTE

[Nl PRI ——

Aplicaciones: En combinacion con el de Bolzano, permite demostrar la existencia y el nimero maximo de
raices de una ecuacion en un intervalo, asi como su acotacion.

Ejercicios final tema (Derivabilidad): 32 a 38
Ejercicios PAEG: 1 B jun 2006 (sencillo); 1 A a, ¢ sept 2012; 1 B a, ¢ sept 2011 (n° exacto de soluciones)
Ejercicios libro: pag. 293: 1; pag. 307 y ss.: 56, 60, 62, 64 y 67 (f explicita); 58 y 66 (f definida por ramas)

VIl) TEOREMA DEL VALOR MEDIO (DE LAGRANGE °)  (Ver pag. 292 del libro)

Es una generalizacion del teorema anterior, para el caso en que f(a)#f(b):

= [Oc O(a,b) tal que f'(c) :%

f continua en [a,b]
f derivable en (a,b)

" Michel Rolle (1652-1719), matematico francés descubridor del teorema homoénimo. Como dato curioso, también fue el
introductor de la notacién W para la raiz enésima.

8 Joseph-Louis de Lagrange (1736-1813), matematico y fisico italiano naturalizado francés, a quien se debe el teorema
homaénimo.
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Con palabras: «Si una funcion es continua en un intervalo cerrado y derivable en el abierto, existird entonces
al menos un punto intermedio de tal intervalo en el que la tangente sea paralela a la cuerda
que une ambos extremos del intervalo»

(Ver demostracion en pag. 294 del libro)

Interpretacion grafica: Si la funcién tiene que evolucionar de forma
continua y derivable desde A hasta B, tendra que existir al menos un
punto intermedio en el que la tangente sea paralela a la cuerda AB que
une ambos puntos de la funcién correspondientes a los extremos del
intervalo. Ahora bien, dicha cuerda tiene como pendiente:

f(b) - f(a)
b-a

Por lo tanto la tangente, por ser paralela, tendra la misma pendiente, y recordemos que la pendiente de la
recta tangente es la derivada. (NOTA: De nuevo, puede existir mas de un valor intermedio ¢ que verifique el
teorema):

Aplicaciones: Este teorema no tiene aplicacién practica en si mismo, pero es muy Util para demostrar otros
teoremas.

Ejercicios final tema (Derivabilidad): 39y 40
Ejercicios libro: pag. 293: 3y 4; pag. 307: 59 (f explicita); pag. 293: 2; pag. 307: 57 y 63 (f definida por ramas)

VII)REGLA DE L'HOPITAL °  (Ver pag. 290 del libro)

Se trata en realidad de un teorema, cuyo enunciado es:

f(x) y g(x) derivables en x = a} im f(x) 0;0 im f'(x)

f(a)=g(a) =0 x-ag(x) x-ag'(x)
Dem:
() - f(a)
. f(x) . f(x)-f(a) _ .. X —a _ . f(x)
| = = = | QD.
R GON R g - g@) g0 -0@) prg () o
X—a
f(2)=g(@)=0 G,

Observaciones:

1°) Puede probarse facilmente que la regla también es valida si x — o, y también para el caso oo/

° Guillaume Francois Antoine, marqués de I'Hbpital (1661-1704), matematico francés coautor, junto con su profesor, el
suizo Johann Bernouilli, de la regla que lleva su nombre.
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2°)Esta regla sirve para deshacer, en la mayoria de los casos, la indeterminacion 0/0 (0 «/»); se trata de
derivar por separado numerador y denominador, y volver a tomar limites™®.

39 Si volviéramos a obtener otra vez indeterminacion, volveriamos a aplicar de nuevo L'Hépital, y asi las
veces que sean necesarias (normalmente, no mas de tres), hasta deshacer la indeterminacion. Pero
también puede ocurrir que, al aplicar L'Hopital, se complique cada vez mas la expresion resultante; en
ese caso, este método no funciona, y habra que recurrir a otros.

4% Una vez aplicado L'Hdpital, podemos obtener un limite finito, pero también o, 0 -co.

59 En la PAEG, y en el caso de que caiga un limite por L'Hépital, suelen pedir al alumno que enuncie
previamente la regla, y lo mismo en el caso de los teoremas de Bolzano, Rolle o Lagrange; en estos tres
ultimos, piden, ademas, la interpretacion gréfica.

2_

Ejercicio 15: Calcular lenl de dos formas: a) Por Ruffini. b) Por L'Hopital. Comprobar que en

x? =3x +

ambos casos se obtiene idéntico resultado.

a) Por Ruffini:

b) Por L'Hopital:

2 _
Ejercicio 16: Calcular lim X' -4 de dos formas, y comprobar que se obtiene idéntico resultado.

X-o X —3X+2

Ejercicios final tema (Derivabilidad): 41 a51

Ejercicios libro: pag. 290: 1y 2 (indeterminacion 0/0 0 co/c)

% Esta regla no debe llevarnos a confusién: hay que derivar por separado numerador y denominador; jen ningin caso se
esta diciendo que la derivada del cociente sea el cociente de las derivadas! (Error en el que suelen incurrir bastantes
alumnos...)
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m Recordemos de nuevo, del tema anterior, los 7 tipos de indeterminaciones:

0, £®  0(¢w), w-c0, 1*°, (20)°, 0°
0 + o0

Los dos primeros, aplicando la regla de L'Hépital, se suelen deshacer en la mayor parte de los casos. En
cuanto a los cinco restantes, se pueden reducir a los dos pr imeros, es decir, a un cociente, aplicando
alguno de los siguientes procedimientos:

1°) Indeterminacion A - B=0 - ( )
En este caso suele funcionar transformar el producto en cociente, haciendo:

A
AB=—— o] A-B:i

1/B 1/A

(lo que funcione y/o que resulte mas comodo de derivar después por L'Hépital).

Ejemplo: lim X(51/X —1): (Soluc: In 5)
X — 00

Ejercicios final tema (Derivabilidad): 52,53y54
Ejercicio libro: pag. 291: 4 (indeterminacion 0-o)

2°) Indeterminacion A -B = co-c0

En la mayoria de los casos, operando la expresion A-B, la expresion se transforma en un cociente; cuando

ello no resulte, alternativamente podemos probar a transformar la expresion en otra que responda al caso
anterior, sacando factor comun:

A—B:A[l—Bj 0 A—B=B(A— j
A B

(lo que funcione y/o que resulte mas comodo de derivar después por L'Hopital).

Ejemplo: lim _ 1t 1) (Soluc: 1/2)
x-0|In(x+1) x

Ejercicios final tema (Derivabilidad): 56, 69 y 86

Ejercicio libro: pag. 306: 45 (indeterminacion co-co)
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39) Indeterminaciones A ® =1+, 0°, (1o)°

Suele funcionar aplicar la expresion AB =e®M (la cual se justifica faciimente tomando neperianos en
ambos miembros); tomando limites en ambos miembros, se obtiene la siguiente regla practica:

limAB = g'm (B-InA)

con lo cual se convierte en una indeterminacion del tipo 0-c

NOTA: Esta regla es mucho mas practica y general que la vista en el apdo. VII 5° del tema anterior

Ejemplo: IirTE) (cos 2x)3/"2 (Soluc: 1/€°)
X —

Ejercicios final tema (Derivabilidad): 60y ss.

Ejercicios PAEG: 2 B sept 99, 2A sept 2000, 4A jun 2001, 3A sept 2001, 2B jun 2005 — repetido con 2A sept
2000, 1A jun 2008 (L'Hopital)

1A jun 2007, 1A sept 2006 (L'Hopital+continuidad)
1A jun 2002 (L’'Hépital+derivabilidad)

Ejercicios libro: pag. 305 y ss.: 16 (indeterminacion 0/0), 44 (indeterminacion exponencial y 0-), 70 (indeterminacion
exponencial) y 71 (indeterminacion 0/0)
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REPASO DERIVADAS 2° BACH.

DERIVADA DE UNA FUNCION EN UN PUNTO [f '(a)]:

1) f(a) = im 1= f@ 5
x—»a X-a

Férmulas: f’(a)zﬁ%w

1. Para cada una de las funciones que figuran a continuacion, hallar el valor de su derivada en el punto
indicado, utilizando la formula que se sefiala:

a) f(x)=x> en x=2 mediante (1) d) f(x)=+/x en x=4 mediante (2)
b) f(x)=2x-5 en x=1 mediante (2) e) f(x)=1/x en x=-1 mediante (1)
c) f(x)=x en x=2 mediante (1) f) f(x)=x*+x+1 en x=0 mediante (2)

2. Volver a hacer el ejercicio anterior por la formula alternativa en cada caso, y comprobar que se obtiene
idéntico resultado.

3. Hallar la derivada de f(x)=x’-x en x=1. Dibujar la funcién y trazar la recta tangente en dicho punto. Hallar
el angulo que dicha tangente forma con OX" e interpretar el resultado.

FUNCION DERIVADA f’(x):

f(x+h)—f(x)

- ®3)

Férmula: f’(x)=rl]im0

4. Hallar la derivada de las funciones del ejercicio 1 y sustituir el punto indicado en cada caso, para
comprobar que se obtiene el mismo resultado.

5. Hallar la derivada de cada una de las siguientes funciones, y a partir de ella obtener f 4(2), f ‘(-1) y f /(0):

a) f(x)=3x-2  b) f(x)=x*-5x+6  ¢) f(x)=x’+1 d) f(x)=+/x% +1 e)f(x):%
X+

6. Hallar la derivada de f(x)=x*-3x en x=1 mediante la definicién de derivada (es decir, mediante un limite)
(Sol: -1)

REGLAS DE DERIVACION. TABLA DE DERIVADAS:

7. Utilizando la derivada de la funcién potencial, [ y=x" = y'=n-x"" (¥nelR) |, hallar la derivada, simplificada,
de las siguientes funciones:

a) y=x" b) y=x° c) y=3x" d) y=-2x° e)y= % NG f)y="_
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9 y=Jx  hy=3x  py=2¢x  py- L Ky =xvx )y
Jx X
m) y=-2x° n) y:§ 0) y=vx* P) y=2Vx q) y=3%x° r) y=£
X
(Soluc: a)y'=2x. b)y=3x c)y=12¢ d)y=10x* e)y=6x% f)y=x/2, @)= i h) =2 i)y .
Yool T T T 2
, -1 3 -3x . e 4ou5 o 3 —. 1
r_ : K)y =2 ; | r— m =-12x>; n =2x': 0 —2 ; —__;
Dy ls )y 2& )y e )y )Yy ) ¥ 2& P)y Tx
9 . -x
l: X r I:
Vs V2

8. Utilizando la formula de la derivada de la suma de funciones, hallar la derivada simplificada de las
siguientes funciones:

2

a) y=x>+x+1 b) y=2x>-3x*+5x-3 c)y-= X? - % +1 d)y=3/x —x® +2Jx

7 3 7

- +
3Yx? 4Ux JIx

(Soluc: a) y'=2x+1; b) y=6x’-6x+5; c) =2 x_T; d) Y=
3 5

9. Utilizando diversos casos de la tabla de derivadas, hallar la derivada simplificada de las siguientes
funciones compuestas:

a)y:i2 b)y:% C)y=vx®+1 d) y=(x*-3)? e) y=(x* +x+1)*
X X +2x-3
fly=3/2x*-3 g y-__1 h)y =3(x? +1)° i) y=23x* -1*  jy=— 2 _
x*+4 (X* +1)
(Soluc: Q) o2 by o X2 oy el X d)y=ad12x e) y=3(2xH )Ly
x? & Z+2x-3)° xZ+1
Dye 22 gy o X h)y=60x(pHD’ i) Y483 ) y':%)
PLx ’-3)7 244y & “+1)

10. Utilizando la férmula de la derivada del producto de funciones, hallar la derivada de las siguientes
funciones (en algunos casos, también se recomienda simplificar la funcién antes de derivar, y comprobar
que, una vez derivada, se obtiene idéntico resultado):

a) y=x/x b)y=(2x-3)(x* -5) ¢) y=x*3¥/x d)y=(2x-3)¥x* ) y=(2x+1)(x* -3)?
1 2
) y:&[m]

(Soluc: a) y’:%&; b) y’=6x*-6x-10; ) y'zgflx" pod)y— o4k +%; e) y '=10x"+4x°-36x*-12x+18;
X

f) " &-3}(\/;
C2xpc +1)°

11. Utilizando la formula del cociente de funciones, hallar la derivada de las siguientes funciones:

2
a)y - X -5 b) y— X+2 c)yzﬂ d)yzi e)y- xZ
X+2 x? -5 X (2x? +1)? Jx+1
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2 2 2 2
(Sol: a)y,:x +4X+5; b)y':_X +4x+5; cyver7r; d) - 3-18x ;e yo 3x° +4x m)
K +2)7° x 2-5)7 ex 2+1)° 26 +1)?

. . u uv .
12. Hallar la férmula para la derivada de y = v e y=——,siendo u, v y w funciones.
: w
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140 DERIVADAS con solucion

2° BACH.

= Hallar las derivadas simplificadas de las siguientes funciones:

1.

10.

1.

12,

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21,

22,

y=3

y=5x
y=-X
y=xt G +x+1
y= 4x*-x3+3x°-7

y:—}x5 SNCIE S
5 6 2

y=3(x*+x+1)
y:4(3x3—2x2+5)+x2+1

2x3 —3x®> +4x -5
2

y=(x*+1) (2x*-4)
y=1/x
y= 1/x°

y= 1/x°

y=3¢

y =X

y=2 3/7—3x2+%
y=(x+1)°

y=(2x*-3x+1)°

y= (X2+1)100

(y'=0)

(y=1)

(y'=5)

(y=-1)
(y'=4x>+3x*+2x+1)

(y'=16x>-3x%+6X)

-3 |y'=—x*+16x° HESC
2

(y'=3(2x+1))

(y'=36x°-14x)
(y’=3x2—3x+2)

(y'=10x"+6x°-8x)

(y'= -1/x%)
(y'=-3/x")
(y'=-5/x)
[y, _3¢ —fx—ej
x
-25)
(y-:3 ?/ij
[yl=5 szj
s

(y'=5(x+1)")
(y'=3 (2x*-3x+1)* (4x-3))

(y'=200 x (x*+1)*)
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23. y

24,
25.

26.
27.
28.

29.

30.
31.

32.
33.
34.

35.
36.

37.
38.
39.
40.
41.
42,
43.
44,
45,
46.

55

_X+1

T x-1
1
X2+l
2x? -1
x®+1

y_(Zx—Sj4

X+4

y=vx>+1

y=2 V¢ -x2+1 (2x* +3)

y

y=log x
y=In x
y=3log,x- 4Inx

y=In(3x*+4x+5)

y=Inyx? -1
y =4/In(x* 1)

y=2"
_ 2x2+x+1

y

y = er2—3x+5
y=e”

y — e]Jx
y=10"%

y=sen 2x
y=sen x°
y=sen’x

y=2 sen X
y:sen(x2-2x+1)

y =cos/Xx

_ 2 ]
C(x-1)°

. =2
y= (x* +1)?

3 —2x* +3x% + 4x
Y= ¢ +1)>?

(x+4)°

. X
y =
x? +1j

g 1ax 12 rox +2x]

|
|
|
)
|
|
|

(,7 6X+4 ]
y 3x%? +4x+5

VL X
(y (@ —1)\fin( -1)]

(v'=-1/e"
(y’= sen 2x)
o seny/x
y - 2\&
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y:sens(x2+1)

48.

1
y=tg=
X

49. vy = ctg(x°+1)

50. y_1y

N
37 4

1, 1
PG T G——
2 X

51.
52.

y=2/x

y=2 sen (x2+1)
53. y=3(x’-x+1) (x*+x-1)

54. y—= cos(x +1)

55, _X -1
y_x2+l

56. y=x/2

57. y:£+3+i+lnx
x x* X3

58. y=In’(x+1)

59. y=(2x*-1)(x*-2)(x*+1)

1-x°
60. ,_ |-
X“+1

61. y:Inzx

62.
63.

y=In X2
y=(*+1)(x+2)°

Inx

N3
B 1
3x°-x®+2

64.

65.

66. y=Lnsenx

67.

68.

69.

70.

71.

72,

73. y=cos (e* +1)

(y’=6x senz(x2+1) cos(x2+1))

[y,=_1+tgzj/xj

-

X
2X
sen’(x® +1)
(y’=—3x3+x2+x+1/x2)

(y'=-2/x’)
(y'=4xcos(x’ +1))

(y'=3(4x>-2x+2))

‘ sen(\/;+1)
YT
4
[ (x? +1)2]
(y=1/2)

. 3In?(x+1)
[y— X+1 ]

(y'=14x5-25x*+8x3+6x%-10x
x +3x% +2x
J x? +1 \/1 X3
( ) 2Inxj
y —
X

(y'=2/x)
(y'=5x*+24x>+39x%+28x+12)

[y,_Z—Inxj

2x\/7

y= -15x* +3x2
(3x° —x3 +2)?

[ 2x3 - 2x ]

Y= —
N

v -5)
2xa/Inx

yio _2xx% -1
x2 -1)? .\x2 +1
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74.

75.
76.

77.

78.

79.
80.
81.

82.

83.
84.

85.

86.

87.

88.

89.

90.

91.

92.

93.
94.

95.
96. y

97.

56

y=3¢ +1

y =tg (1+Ln’x)
y =log (2* +5)
x* —2x% +1
4
B 5
x* —2x2 +1
y=3(x+1)° x+1
y=In(x-3)
y:4ln\/;
y =+4Inx
y =x*Vx

y:\,/;-lnx

y:

x-1

=In
y X+2

y=In(x+1)-log(x-1)
y=In(Inx)

3
In(x? +1)

1
X+2

y:3

3 (x-1)%(x+2)
X+1
3x’ -5
In(3x? - 5)

y =arc sen (x> —4)

(y'=x*-x)

. 20x-20x°
Yo
(x4 —2x? +1)
(y':lo 3(x+1)7j

st

(y’=2/x)
i)
y =
xA/Inx
-
(y,:2+lnx]
2%

b
y T (x+2)(x-1)

[y' _log(x-1) . In(x +1) Ioge}
x+1 x-1

o)

y'= (x +1) In? (x +1)]

|
s
[

y=3 2x3 +3x? —5]

(x+1)?
[ . 42x[-1+In(3x? —5)]]
y = 2/av?
In“(3x~ -5)
(y —eX -2x)
(y=(x+1)-€%)
e*(x-1
o
(y,: Inx —2 j
2x In?x

, X+4
N ==

(x+3) Yx+3

—x*+8x%-15
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98. y = arc cos 1 [y-: 1 j 109. y= X2+1 (X2—1)2
X xVx% -1
99. :M y.: 440 110. yzé arc tg eX
(6-x) 6-x)° 3
\/_ 111 X2+5
100. y =2(s/x —arctg+/x) y =X Ly ==
X+1 X*—4
S _ 4 2 = 2
101. y-arctg 2>; 1 [y'— 62)(4_12)(3 +2X2 ] 112.y = arc sen (X"+1)
X= -2 A +x =4 =4 +5 )1 143,y —arc cos VX
102. y=(x®-4x* +7x-6)e* — 3 —x2 —x+1)e¥
y=( ) (v=0¢-x x+)e) 114-y=i3+£2—§+5
103. y=arcsen \1-x2 [y._ -1 ] 3x )(2 X
1-x2 115. y=arctg X2+1
2 x? X -1
104. y=£arctge" [y-: xe ]
? 1+e” 116. y = 3o +1°
1+x 1
105. —arctg—— —
Y g1—X (y 1+X2) 117. y=(x+2) In(x+2)
Inx . 1-3Inx
106. y:x—3 (y: & j 118. y - /X2+1(X2+1)2
107. y:|n X_+1 y'= 1 119. y= (2X+1)3 3,3)(_1
x-1 1-x2
120. - [X+1
y_
108. y_arcsen = ( _ ] x-1
Y \/; y XX -4

Derivacién implicita:
Hallar, por derivacién implicita, la derivada de las siguientes funciones:

121, y*+2xy+5=0

122. x2y+xy2=y+1

123. x*+y?-xy=3 (y.: 2x - yj

124. xy? = x% +y

. 5x° —2x% -3x
Y= [2.1
X“+1

" -18x
o -y

(y' =4x2 Yx® + 1)

(= 14In(x+2))

(y‘ =5x {(x? +1)3)

Hallar, por derivacién implicita, la derivada de las siguientes funciones, en los puntos que se indican:

125. xs—y3=y en P(1,0)

2
{y'= > 'y'(P)=3]

3y2 +1’
242 = -1 - , 2X+1 .
126. X*+y*+x+y=16 en Q(-1,-1/2) [y;z Ly (Q):Ej
y+1
2 Y _ i 2-2y?
127.xy“ + 5= x+1 enelorigen (y.: - 11; v(0) :0]
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m Derivacion logaritmica:

Hallar, por derivacién logaritmica, la derivada de las siguientes funciones:

128. y=x" (y'=(1+Inx) x%)

129. y=x"" (y‘ =(1-1nx) xl‘zx/x)

130. y=(sen x)**"* (y'=[cos x In(sen x)+cos x](sen x)*"%)

COos X

131. y=(sen x) (y’=[-sen x In(sen x)+ctg x cos x](sen x)

132.y=(sen x)*  (y'=(In sen x+x ctg x) (sen x)*)

X-sen x

133. y=(e")*"" (y'=(sen x+x cos x) e

m Ejercicios varios:

138. (S) Dada la funcién  f(x)=Ln f“sﬂ
1-senx

se pide:

b) Hallar su derivada.

(Soluc: Wx=m/2+nmr con neZ; f(x)=1/cos X)

COSs X

134. y = x¥
135. y = (x +)**
136. y=(sen x)**

137, y = x %0

a) Determinar los valores de x para los que esté definida.

=1+ 2Inx) x* +1)

Y =(x+ 1% l‘:ln(x+1)+7l:|j
+1

X

[y _ (sen x)V* Inssn x , ctg XB
X

senx
y'= cosx Inx + j xse”")
X

139. (S) Un observador se encuentra a 2000 metros de la torre de lanzamiento de un cohete. Cuando éste
despega verticalmente mide la variacion del angulo @(t) que forma la linea visual que le une con el cohete
y la del suelo horizontal en funcion del tiempo transcurrido. Sabiendo que ¢'(t)=1/20 radianes por segundo

cuando @=11/3, se pide:

a) ¢ Cual es la altura del cohete cuando ¢@=11/3 radianes?

b) ¢ Cual es la velocidad del cohete cuando ¢=T11/3 radianes?

(Soluc: 20003 m.; 400 m/s)

140. (S) Hallar la derivada vigésimo cuarta de y=a sen bx para a y b constantes.
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91 EJERCICIOS de DERIVABILIDAD 2° BACH.

Derivabilidad vy continuidad:

2 .
1. Dada f(x) = {X sixz0 , Se pide: a) Estudiar su derivabilidad en x=0 b) Representarla.
X six<0

(Soluc: L f(0))

X2 —4x+5 six>3
2X -4 Six<3

2. Idem con f(x) = { en x=3 (Soluc: [f(3))

3. Estudiar la derivabilidad de f(x)=|x| . Representarla graficamente.  (Soluc: [ (0))

2 . .
4. idem con: a) f(x):{x t*2x+2  six>1 f()():{3; Six#2

six<1 six=2

5. Estudiar la derivabilidad de las siguientes funciones en los intervalos que se indican:

f(x)=x? en (0,2 -
a) f(x)=x"en (0,2) d) ) = XZTS si —1<x<0 en su Dom(f)

b) f(x)=1/x en (-1,1) 1x si -2sxs<-1

2 _
©) f(x) X2 =4X en(0,4)
X+2
6. Dada f(x)= Ix, se pide: a) Dibujarla. b) Estudiar su continuidad y derivabilidad.

7. Estudiar la derivabilidad de la funcion f(x) :1—§/x_2 (Soluc: derivable [7x/7[7-{0})

8. (S) Estudiar la derivabilidad en x=1 de la funcion

1 ix<1
0 = o
2 six>1

Hacer la gréfica. (Soluc: no es derivable porque no es continua)

9. (S) Dada la funcién

) 2 six<0
X:
x> six>0

¢es derivable en x=0? ¢ Es continua en x=0? (Soluc: no es derivable ni continua en x=0)
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10. En la figura izquierda aparece la gréfica de una funcién f(x)
definida a trozos. Se pide:

a) Estudiar su continuidad.
b) Estudiar su derivabilidad.
c¢) Hallar f'(-1), f'(0), f'(2), f'(2) y f'(3)

11. En la figura derecha se ha representado la grafica de una
funcion f(x) definida por ramas. Calcular f'(-1), f'(1), f'(2) y f'(3).

12. Dada f(x)=x|x-1|, se pide: a) Expresarla como funcién definida a
trozos. b) Estudiar su derivabilidad en x=1 c¢) Representarla.
(Soluc: f(1))

13. (S) Representar graficamente la funcion y=| x2—7x+10| e indicar en qué puntos no es derivable.

(Soluc: no es derivable en x=2 y x=5)
14. Estudiar la derivabilidad de f(x)=|x-3|+|x|. Representarla.  (Soluc: //'(0); /7'(3))

15. (S) Determinar a 'y b para que sea continua la funcion

x% +1 six<0
f(x)=<ax+b si0<x<3
X -5 six>3

¢La funcién que resulta es derivable? Representarla graficamente. (Soluc: a=-1y b=1; no derivable)

16. (S) Calcular a y b para que la siguiente funcion sea derivable en todo 0:

2 .
ax< +3x six<?2
f0)=1 ,
X —-bx -4 six>2
(Soluc: a=2y b=-7)

17. (S) Hallar a y b para que la funcién

2x +a six<-1
f(x) =4 ax+b si —1<x<0
3x%2 +2 six=0

sea continua. Para esos valores de a y b estudiar la derivabilidad. Representarla graficamente.

(Soluc: a=b=2; para esos valores es derivable en x=-1y no lo es en x=0)
18. (S) Sea

3x six<1l
=1 .
ax” +b(x -1) six>1
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¢,Para qué valores de a y b es continua la funcién? ¢Para qué valores de a y b es derivable?
Representarla graficamente. (Soluc: continua para a=3 y /7b; derivable para a=3 y b=-3)

19. (S) Dada la funcion

3 —ax six<l
f(x) =
2 six>1
ax
a) ¢Para qué valores del parametro a es continua? (Soluc: a=1y a=2)
b) ¢Para qué valores de a es derivable? Representarla en este caso. (Soluc: Sélo para a=1)

Recta tangente y normal:

20. Hallar la ecuacién de la recta tangente y normal a la curva f(x)=x’-2x-3 en el punto de abscisa 2. Dibujar
la situacion, e interpretar el resultado. (Sol: tangente 2x-y-7=0; normal x+2y+4=0)

21. idem para f(x) = §/x72 +1en x=0 (Sol: tangente x=0; normal y=1)

22. Hallar la ecuacion de la recta tangente a las siguientes curvas en los puntos que se indican:

a) f(x):3x2+8 en x=1 (Soluc: 6x-y+5=0)
b) y:2x5+4 en x=-1 (Soluc: 10x-y+12=0)
C) f(x):x4—1 en x=0 (Soluc: y=-1)
d) y*+2xy=4 en P(0,2) (Soluc: y=-x+2)
e) y=Inx en x=1 (Soluc: y=x-1)
f) Xy’-4x°y+4x=0 en x=1 (Soluc: x=1)
9) (S) f(x)=3>* en x=0 (Soluc: y=3)
x3 -2
h) f(x) = en x=2 (Soluc: y=-12x+30)
x?-3
) X*+2xy+y’-x-y=6 en x=-2 y ordenada estrictamente positiva (Soluc: y=-x+3)
D) =(x+1)**t en x=0 (Soluc: y=-x+1)
k) f(x)=(3x-2x°)e*  en x=0 (Soluc: y=3x)

23. ¢En qué punto de la grafica de la parabola f(x)=x’-6x+8 la tangente es paralela al eje de abscisas? ¢Qué
nombre recibe ese punto? ¢,Cudl es la ecuacién de la tangente? Dibujar ambas curvas.

(Soluc: y=-1; vértice (3,-1) )

24. ¢En qué punto de la grafica de la funcién anterior la tangente es paralela a la bisectriz del primer
cuadrante? Dibujar la situacién. (Soluc: 7/2,-3/4)
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25. (S) Determinar los puntos de la curva y:x3+9x2—9x+15 en los cuales la tangente es paralela a la recta
y=12x+5 (Soluc: (1,16) y (-7,176))

26. Hallar la ecuacién de la recta tangente a la curva y=x’-5x+6 paralela a la recta y=-3x+2 ¢ Cuél es el punto
de tangencia? Hacer un dibujo de la situacién. (Sol: y=-3x+5; P(1,2))

27. Hallar las coordenadas de los puntos de f(x):3x4+8x3—6x2—24x en los que la recta tangente a la grafica de
esa funcién es horizontal. (Soluc: (1,-19), (-1,13) y (-2,8))

X3

28. Hallar los puntos en que la tangente a la funciény :3 -x?-3x+1es: a) Paralela al eje OX

b) Paralela a la recta y=5x+3

29. (S) Obtener la ecuacion de la recta tangente a la curva y = (x +1) ¥3-x en el punto (2,3) (Sol: y=3)

30. (S) Escribir la ecuacion de la recta tangente a la hipérbola xy=1 en el punto de abscisa x=3. Representar
ambas curvas. (Soluc: x+9y-6=0)

31. (S) Se da la curva de ecuacion y=1/x. Comprobar que el segmento de la tangente a dicha curva en el
punto (3,1/3), comprendido entre los ejes de coordenadas, esta dividido en dos partes iguales por el punto
de contacto. (Soluc: la tangente, x+9y-6=0, corta a los ejes en (0,2/3) y (6,0), y su punto medio es (3,1/3))

Teorema de Rolle:

32. Dadas las siguientes funciones, estudiar si se verifican las hip6tesis del teorema de Rolle en los intervalos
que se indican. En caso afirmativo, hallar el valor o los valores de dicho intervalo en que se verifica el

teorema:
a) f(x)=x* en[-2,2] (Soluc: c=0) f) y=2 +x? en[-1,1] (Sol: no deriv. en x=0)
2 - 30y _ )2 -
b) y=X “M  en[04] (Sol: c=-2+2.3) 9) y=2+x3(x-2)* en[0,2] (Soluc: c=6/5)
X+2
h) y= 3 -1 en[-1,1] (Sol: no cont. en x=0)
c) y=[x| en[-1,1] (Sol: no deriv. en x=0) x2

d) f)=x*-4x+1 en[L3] (Soluc: c=2) ) y=7+x+2)"  en[-2,0]  (Soluc: c=-2/3)

X 4 X ) f(X)= -x*+2x+5 -1,3 luc: c=
e) y:i en[-1,1] (Sol: c=0) D T60=-x+2x+s en| ] (Solue: e=1)

33. (S) Dada la funcion f(x)= |x*-4], estudiar si se verifican las hipétesis y el teorema de Rolle en [-3,3]
(Soluc: no es derivable en x=2)
8 .
—x+4 si x[[0,2]

34. Enunciar el teorema de Rolle. Estudiar si es aplicable a f(x) = 3 en [0,6]. En caso

—x2 +?x si x0(2,6]

afirmativo, hallar el valor intermedio en que se verifica. Interpretar graficamente el resultado.

35. (S) Estudiar si es aplicable el teorema de Rolle a la siguiente funcién en su dominio de definicion:
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X+2 si 1<x<3
f(x) = .
7-X sl 3<x<5

(Soluc: no, pues no es continua en x=3)

3-x2 six<1

36. Estudiarsi f(x)={ 2 verifica las hipétesis del teorema de Rolle en [— ﬁ,zj
X

si x>1

(Soluc: c=0)

37. Estudiar si es aplicable el teorema de Rolle a la siguiente funcién en su dominio de definicion:

_ | =x% +5x si 1sx<3
f(x) = .
—-6x +24 si 3<x<5

(Soluc: no, pues no es derivable en x=3)

38. Calcular a, b y ¢ para que f(x) = cumpla las hipétesis del teorema de Rolle en

{—x2+ax si —1<x<3
[-1,5].

bx +c¢ si 3<x<5

¢Dénde cumple la tesis? (Soluc: a=10/3, b=-8/3, ¢=9; en 5/3)

Teorema del valor medio de Lagrange:

39. Dadas las siguientes funciones, i) Enunciar el teorema del valor medio. ii) Estudiar si se verifican las
hipotesis del teorema en los intervalos que se indican. En caso afirmativo, hallar el valor o los valores de
dicho intervalo en que se verifica el teorema. iii) Interpretar graficamente el resultado.

a) f(x)=3x> en [0,4] (Soluc: c=2)
b) y=x’-x+3 en [2,5] (Soluc: ¢=7/2)
0 f(0=(x-2)2(x+1) en [0.4] [SO/UC M?J
00 x3 si x0[0,1)
X) = -
9 2x% - x si x0[1,2] en su Dom(f) (Soluc: c=1)
ﬁ si —1<x<0 .
e) f¥=9 2 - en su Dom(f) (SO/UC- C=—7/2yc=—x/3)
1/x si —2<x<-1
- 2x-3 si x<4
X = . —
f) 2 +10x-19 S x>4 en [3,5] (Soluc: c=17/4)
9) Y=(x-1)(2x+3)*+4 en[-2,1] [Soluc 0= iﬁJ
’ 3
h) f(x)=x’-3x-2 en [-2,2] [ Sote = 223 ]
T3

Texto bajo Licencia Creative Commons Atribucion-NoComercial 3.0 Unported. 63 Contactar en: alfonsogonzalopez@yahoo.es



40.

ALFONSO GONZALEZ
IES FERNANDO DE MENA. DPTO. DE MATEMATICAS

i) f(x)=In(x+1) en[1,2]

) f(X)=x°+5 en [0,3]

K) y=x-x° en[-2,1]

) f(X)=4x°-5x+6 en [0,2]

Dada f(X):{x2+ax+b six<1
2x +1 six=1

a) Hallar a y b para que cumpla las hipétesis del teorema del valor medio en [-1,5].

So/uc.'c=#—7
n3 -in2

(Soluc: a=0, b=2)

b) Hallar el valor o los valores intermedios que verifican el teorema. (Soluc: x=2/3)

Regla de L’Hobpital:

41.

42.

43.

44,

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

. e*-1
lim
X -0 X

=1. Enunciar previamente la regla.

lim
X - €

Inx-1_1
X—-e e
1_e2x

lim =-2
X - 0 X

lim =
X -0 X2 2

lim
X 50 @

lim
X -0 x3 6

X —sen2x _

lim =
X +sen3x

1
X -0 4
. senx
lim =5
X - 0 X

lim
X -0 X

(*) lim X_itgxz—z
x -0 X—=senx

(S) Iim %:1
x-o In®x+2x 2

lim xInx=0

X - 0

lim (1-cosx) ctgx =0
X -0

i 2 _ E:—ﬂ
)|<";n1 (x 1)tg2 -
3y —
jm X121
x-1 x-1 3
(S) lim ( ! —3j=o
x -0 \senx X
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57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

. > 1
lim X“sen— |=o
X - X

lim (x senlj =1
X - X

lim (x3 - 4x2 +7x—6)eX =0

X - —o

lim 3)Y* =1

X -

(S) lim (2X+3Jx=e2
x - \ 2X-1

() im _ (1+2cosx)Meos* =2
X

NS

(S) lim x*=1
X - 0"

(S) lim (1jlgx=1

2

X - 0" \ x
1/senx
(S) lim (ﬂ] =1
x -0 \1+senx
(S) im In(x+L)-senx _ 1
X - 0 X senx 2

(S) * lim (el’X +e2lx )x =e?
x -0

() im X =0 (MON)

X - 00 @

x-1|Inx sen(x-1)| 2

(S) lim 2arctgx — X _1
X - 0 2X —arcsenx

(S) fim X=SSMX
X

-1
-0 x3 6
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72.(S) jim XX
x - 0 In(cosx)

73. (S) |im %Z_(Zﬂ():o

x -0 X

2, _
74. (S) im COS“ X cosx:_l
X

50 )(2 2
. Inx?
75. lim =0
X X
76. i X\ VX _ g2
- lim (x+e ) e
X - 0"
sen x
77 lim (izj =1
x-0" \ ' x
. 3/x2 _ 1
78. xlIEnO (cos 2x) =

esenx_x_l_ 1

79. lim ==
2x2 - x3 4

x -0

80. |im x%"* =1

X-0

81.

82.

83.

84.

85.

86.

87.

88.

89.

lim (senx)* =1
X-0

X__
e 1 x:1

x-0 1-cosx

- Yx _
>I<|£no (cos x)*" =1

sen®x _

> 1

lim
X -0 X

lim x¥™ =
X -1

. (l 1 j_l
lim | =- ==
x-0\x eX-1) 2

. 1-senx
lim —————
x-12 (Tt=2X)Cc0SX

1
e

Xlijn0+ (x=Inx) =

lim (x+2)e*

X - =00

90. El curso pasado obtuvimos el nimero e a partir del siguiente limite™:

e= lim

X - ®

Demostrar que |im

X —

4x +3

X — 00

91. Hallar el valor de a para que |y [4X +5jx - lim [
X — 00

! También se obtiene mediante la siguiente suma infinita:

n! 2t 3t 41
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X
(1_Ej —el= 1 (Ayuda: Se recomienda aplicar la regla AP=e
X e

a2 +1)
4x%2 + 1

X
[1 + lj 02,718281828...
X

B-InA)

)
1-m

(Soluc s a=

e=Zi=1+£+i+i+i+...=1+1+1+%+i+...[I2,718281828...

2

24
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LES. “Fernando de Mena’

) INTERVALOS DE CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO

Idea intuitiva:

f(x) a \

. 10 [N\

f(x"
/ X X’ X X T~

FUNCION CRECIENTE FUNCION DECRECIENTE

Def: f(x) creciente en un punto si en las proximidades de dicho punto se cumple: x < x'= f(x) < f(x')

f(x) decreciente en un punto si en las proximidades de dicho punto se cumple: x <x'= f(x)> f(x’)

TEOREMA 1: [Jf'(@) >0 = f(x) creciente enall (iEl reciproco no siempre es cierto!)

0, dicho con palabras: «Si la derivada de una funcion en un punto es posit  iva, entonces la funcion es
creciente en dicho punto”.

Observaciones:

1°) Lajustificacion de este teorema es obvia: teniendo en cuenta que la derivada era la pendiente de la recta
tangente, si la derivada es positiva significar4 que la recta tangente tiene pendiente positiva, es decir,
gue la recta tangente es creciente, y, por lo tanto, también sera creciente la grafica.

2°) El reciproco no siempre es cierto: una funcién puede ser creciente en un punto y no ser necesariamente
positiva su derivada (piénsese, por ejemplo, en y=x> en x=0).

3°) Naturalmente, otra forma alternativa de enunciar este teorema es decir que:

f'(a) <0 = f(x) decreciente en a

4%  Por lo tanto, el procedimiento practico para hallar los intervalos d e crecimiento (también llamados
"de monotonia") sera estudiar el signo de f’'(x) (debido al teorema anterior). Para ver como cambia el
signo de f'(x), se recomienda hallar sus raices, y construir una tabla (ver ejemplos 1, 2 y 3 que figuran a
continuacion). De los intervalos de crecimiento deduciremos facilmente los posibles My m

59 Los intervalos de crecimiento se expresan siempre con respecto al eje X, como veremos en los
mencionados ejercicios.

B “Una funcion es creciente en un intervalo si lo es en
todos los puntos de dicho intervalo”

En general, las funciones no son siempre crecientes o
siempre decrecientes, sino que presentan intervalos
de monotonia:

<4— CREC —P<¢—— DECRE{ —p4¢— CREC

T

1

1

|
m
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Real)

construir una tabla (Ademas, hay que tener en cuenta las posibles discontinuidades de f(x) al indicar los

PROCEDIMIENTO PARA HALLAR LOS INTERVALOS DE CRECIMI ENTO: Estudiar el signo de
f(x) (debido al teorema 1). Para ver cdmo cambia el signo de f'(x), se recomienda hallar sus raices, y

LES. “Fernando de Mena"
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, - L X% =x+2
Ejemplo 3:  Hallar los intervalos de crecimiento de f(x) =

Hacer un esbozo de su grafica.

1)) MAXIMOS Y MINIMOS RELATIVOS (Extremos relativos) (pag. 315 del libro de ed. Anaya)

Idea intuitiva:

En un méaximo (M) la funcibn pasa de creciente a
decreciente. Se llama méaximo relativo o local .

En un minimo (m) la funcion pasa de decreciente a
creciente. Se llama minimo relativo o local .

NOTA: Al final de este apartado veremos otros tipos de M
0 m, los absolutos.

3 -_———

Def:
f(x) tiene un M en a si en todos los x préximos a ese punto se verifica f(x)<f(a)

f(x) tiene un m en a si en todos los x proximos a ese punto se verifica f(x)>f(a)

TEOREMA 2: fx=aesMomdef(x)=f'(a) =0}l (&l reciproco no siempre se cumple!)

Justificacion grafica: En un M o m la tangente es horizontal, es decir, su pendiente sera nula y por tanto
su derivada también:

! Los extremos relativos también se llaman "puntos singulares" o "puntos criticos".
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— TGTE

\_/
\

TGTE

m

Observaciones:

1°) El teorema dice que la condicién necesaria (pero no suficiente) para que exista un M 0 un m en un punto
es que la derivada se anule. De hecho, puede ocurrir que la derivada se anule en un determ  inado
punto, pero no cambie de signo a ambos lados ; por ejemplo, y:x3 entra en el origen con tangente
horizontal -es decir, derivada nula-, pero no presenta M ni m, sino lo que se conoce como punto de
inflexion (que estudiaremos a fondo en el apdo. V).

2°) Puede haber varios M 0 m, no haber, o infinitos.
3°) El valor de la funcién en el m puede ser mayor que en el M

4% Sila f(x) es continua, entre dos M siempre hay un m, y viceversa.

59) |Los candidatos a M 0 m son los que anulan f ’(x)

6°) |Si f ‘(x) no se anula nunca, no hay M nim

2 METODOS PARA HALLAR LOS M y m _: Acabamos de ver que los posibles M 0 m se encuentran entre
las raices de f ‘(x), pero ¢,coOmo saber si alguna de estas raices x=a es M o m, o no lo es? Hay dos formas:

1°) Estudiando el signo de f ‘(x) a ambos lados de ~ x=a: Si pasade 7 a ~ hay M en x=a

Sipasade ™ a 7 hay m en x=a

En realidad, esto ya lo hemos aplicado en los ejemplos 1, 2 y 3 anteriores.

(NOTA:Si f'(X) no cambia de signo, presentara un punto de inflexiobn , como ya hemos explicado
anteriormente)

2°) Estudiando el signo de f "(a): 1°) f '(a)=0 = x=a posible M o m

29 f"(@)>0=>x=aesm
f"(@<0=>x=aesM

NOTA: Sitambién f "(a)=0, este método no decide y hay que recurrir al primer método.
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LES. “Fernando de Mena"

Real)

f>0

On gréfica:

Justificaci

f* decreciente=f"(a)<Oenun M

f* creciente = f "(a)>0 en un m

6x + 3. Dibujar su gréfica.

X
2

_x
3

Ejemplo 4: Hallar, mediante f'(x), los extremos relativos de Yy

A B e E e e
]
r=-T--A---F--T1-

JEQNE, W N P I

TSIt TYTTTAT ST ITTY T

TSIt TYTTTAT ST ITTY T

JEQNE, W N P I

JEQNE, W N P I

3

X
x2 -1

Idemcony =

Ejemplo 5:
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Ejercicios finaltema: 1,2y 3
Ejercicios PAEG: 1B jun 2005, 2A sept 2005, 1B sept 2007, 1B sept 2008 — con parametros

1B jun 2011, 1B jun 2012 (+limite), 1B jun 2010 (+L'Hdpital) — de aplicacién real
Ejercicios libro Anaya: pag. 315: 5y 6; pag. 331y ss.: 25 (a trozos), 27 (con parametros)

M o m ABSOLUTOS:

Dada una funcién continua en un intervalo [a,b], pueden darse varias situaciones en dicho intervalo, que se
resumen en las siguientes:

M absoluto o M absoluto y relativo
M relativo

m relativo

. |
; | fig. 2
fig- 1 . m abseluto y relativo | J
a b a b
m absoluto
En resumen:
M absoluto . .
! e Los M y m relativos (los que hemos visto en los apartados
i anteriores) son maximos “locales”, mientras que para los
1
! m absoluto absolutos hay que tener en cuenta todo el intervalo.
' \ » Puede haber varios extremos relativos, o puede no haberlos (fig.
1 .
! 03 . 3), pero siempre hay M y m absolutos.
' 9. - . .
! : » Puede coincidir el M (o el m) absoluto y relativo (fig. 2); en caso
a b contrario el M (o el m) absoluto I6gicamente estara en un extremo

(figs. 1y 3)

Ejercicio final tema: 4

lIl) PROBLEMAS DE OPTIMIZACION: (pag. 288 del libro de Anaya)

En este tipo de problemas (ejercicios 5 a 14 del final del tema) siempre vamos a tener dos elementos®:

1) Una funcién a maximizar (0 minimizar) que depende de dos variables, x e y

2) Dicha funcion estara sujeta a una restriccién, es decir, una ecuacion que liga las dos variables.

Se resuelven siguiendo los siguientes pasos:
1) Despejar una de las dos incAgnitas en la restriccion y sustituir en la funcién a optimizar.
2) Hallar los M (o m) de la funcién resultante.

3) Interpretar las soluciones.

2 iCuidado! Existen problemas mas sencillos, en los que no hay restriccién, y solamente tenemos que encontrar el maximo
(o minimo) de una determinada funcion. Ver, por ejemplo, el problema 37 de la pag. 306 del libro de texto.
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Ejemplo 6: Ejercicio 5, o bien problema 2A junio 2002

Ejercicios final tema: 5a 15

Ejercicios PAEG: 4B jun 99, 1A sept 2001, 3A sept 2002, 2A jun 2002, 1A sept 2003, 1A jun 2003, 1A jun
2000, 1A sept 2002, 1B jun 2004, 2A sept 2004, 2A jun 2005, 1A sept 2005, 1A sept 2007,
1A jun 2009, 1A sept 2009 (NOTA: En la PAEG pueden pedir definicion de extremo relativo)

Ejercicios libro Anaya: pag. 289: 1 a 4; pag. 304 y ss.: 10 a 15, 34, 36, 38 a 43

IV) INTERVALOS DE CONCAVIDAD-CONVEXIDAD. PUNTOS DE _INFLEXION

Definiciones:

"Una f(x) es convexa® (") en un punto cuando la recta tangente en dicho punto queda por debajo de la
funcion”
“Una f(x) es céncava () en un punto cuando la recta tangente queda por encima”

“Punto de inflexién (P.1.) es aquel en que la funcién pasa de céncava a convexa, 0 viceversa™

P.1.

CONVEXA W CONCAVA A

“Una f(x) es concava (o convexa) en un intervalo cuando lo es en todos los puntos de dicho intervalo”

TEOREMA 3:
f"(x)>0 en un intervalo = f(x) W en ese intervalo

f"(x)<0 en un intervalo = f(x) A en ese intervalo

® Esta eleccion es totalmente arbitraria: algunos autores llaman céncava a lo que nosotros llamaremos convexa, y
viceversa. Notese que ambos términos son relativos. Ahora bien, para evitar confusiones, se recomienda indicar, no
cualquiera de los dos adjetivos, sino los simbolos matematicos correspondientes, los cuales estan mas extendidos.

Texto bajo Licencia Creative Commons Atribucion-NoComercial 3.0 Unported. 75 Contactar en: alfonsogonzalopez@yahoo.es



iy ALFONSO GONZALEZ
£ “Fomanda dotora® IES FERNANDO DE MENA. DPTO. DE MATEMATICAS

1 : 1}

f ‘ decreciente = f "< 0 f‘ creciente = f">0

Observaciones:

1°) El reciproco no siempre es cierto: por ejemplo, una funcién puede ser convexa en un punto y no ser
estrictamente positiva su derivada segunda (piénsese, por ejemplo, en y=x* en x=0).

29) Sif"(a)=0 puede haber P.l. en x=a, jpero no necesariamente! Esto lo aclarara el teorema 4.

3°) Por lo tanto, debido al teorema 3, el procedimiento practico para hallar los intervalos d e concavidad-
convexidad (también llamados "de curvatura") sera estudiar el signo de f "(x) . Para ver como cambia
el signo de f''(x), se recomienda hallar sus raices, y construir una tabla (como haciamos con los
intervalos de crecimiento). De los intervalos de curvatura deduciremos facilmente los posibles P.I.

Ejemplo 7: Obtener los intervalos de curvatura de las funciones de los ejemplos 4 y 5, y comprobar que lo
obtenido coincide con la gréfica.

3 2

X X
=—-—-6x+3

Y3
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TEOREMA 4: [[x=aesP.l.def(x)=f"(a)=0}§ (iEl reciproco no siempre se cumple!)

Justificaciéon: jLégico! En un punto de inflexién la funcién no es ni cdncava ni convexa, es decir, segln el
teorema 3 no puede ser f " ni positiva ni negativa, y por lo tanto sera cero.

Observaciones:

1°) El teorema dice que la condicidon necesaria (pero no suficiente) para que exista un P.l. en un punto es que
la derivada segunda se anule en dicho punto. De hecho, puede ocurrir que la derivada segunda se
anule en un determinado punto, pero no cambie de si  gno a ambos lados ; por ejemplo, y:x4 es tal
gue su derivada segunda se anula en el origen, pero no presenta P.I.

2°) Puede haber varios P.I., no haber, o infinitos.

3°) |Los candidatos a P.l. son los que anulan f "(x)

4°) |Si f "(x) no se anula nunca, no hay P.I.

2 METODOS PARA HALLAR LOS P.l.: Acabamos de ver que los posibles P.I. se encuentran entre las
raices de f "(x), pero ¢,cémo saber si un punto x=a tal que f "(a)=0 es efectivamente P.I.? Hay dos formas:

1°) Estudiando el signo de f "(x) a ambos lados de X=a: Sipasade W a A es P.l. (convexo-concavo)

Sipasade A aW es P.l. (concavo-convexo)

(Notese que esto es lo que hemos hecho en el ejemplo anterior)

f"(@=0
2°) Estudiando el signo de f "'(a): ¢ ...((;) 4 0} = Xx=aesP.l

NOTA: Sitambién f "(a)=0, este método no decide y hay que recurrir al primer método.

Justificacién grafica:

\0

a \

f" creciente = f">0 f" decreciente = f "< 0

—
en ambos casos f "'(a)z0
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IMPORTANTE: Notese que: | ¢ «(3)=0 y f "(a)>0 = P.I. concavo-convexo en x=a

f"(@)=0yf™(a)<0 = P.l. convexo-concavo en x=a

Ejemplo 8: Volver a hacer el ejemplo 7 por este método.

3 2

X® X
=—-—-6x+3

Y732

Ejercicios final tema: 16 a 26

Ejercicios PAEG: 1B jun 2007, 1A jun 2006, 1B jun 2008, 1A jun 2012, 1A sept 2011(+ extremos absolutos)

~ con parametros; 1A sept 2008 ~ sin parametros (NOTA: En la PAEG pueden pedir la
definicion de P.1.)

Ejercicios libro Anaya: pag. 333: 26 (a trozos), 33 (con valor absoluto)

V)M, myP.I. EN GENERAL:

Hay funciones que cumplen f ‘(2)=0 pero también f "(a)=f "'(a)=f i"(a)=....=0 y sin embargo presentan M, m o
P.l. en x=a, como por ejemplo y:x4 o] y:x5

En este caso no funcionan los métodos expuestos hasta ahora, y en este tipo de situaciones (que, por otra
parte, no son las mas usuales) les aplicaremos el siguiente método general :

Supongamos que: f'(@@)=f "(@)=.....=f " (a)=0 pero f " (a)z0

Entonces: npar = aesMom (dependiendo de sif " (a) es <0 o >0 respectivamente)

nimpar = aes P.l.

Texto bajo Licencia Creative Commons Atribucion-NoComercial 3.0 Unported. 78 Contactar en: alfonsogonzalopez@yahoo.es



“B ALFONSO GONZALEZ
£ “Fomanda dotora® IES FERNANDO DE MENA. DPTO. DE MATEMATICAS

No lo vamos a demostrar pues seria complicado. Comprobémoslo con dos ejemplos:

Ejemplo 9: Hallar los posibles M, m o P.l. de las siguientes funciones, representandolas previamente:

a) y=x4 b) y=x5

VI) ASINTOTAS:
Def: Una asintota es una recta tangente a la funcién en el infinito, o dicho de otra forma, la asintota se va

aproximando tanto como queramos a la gréafica de la funcion, pero nunca llega a tocarla.

horizontales
Existen tres tipos de asintotas: {verticales

oblicuas
Veamos coOmo se obtienen:
a) AH.*
En la practica se calcula mediante el siguiente limite:
y=k A.H. lim f(x)=k =y =k esA.H.
x= (-0:)
f(x)
/7 -

Observaciones: 1) Como maximo puede haber dos A.H. (una cuando x — o y otra cuando X - -o), aunque
normalmente es una sola.

2) La funcién puede cortar a la asintota horizontal para valores finitos de x

Ejemplo 10: Hallar las posibles A.H. de las siguientes funciones:

A% +x+1

a) >
2X°+3

* Recordar gue esta definicion ya se vio en el tema 1, apdo. llI
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! Por ejemplo:

S lILnZ -4 0

En general: lim f(x) = (oo) = Xx=a esAV.

X ->a

lim = L

1 1 |x-22 (x+2)(x—-2) 40
1

X0)

Observaciones: 1) En la practica, en la mayoria de los casos las A.V. serdn las x que anulen el
denominador, pero no el numerador (apdos. d y e del ejemplo siguiente), aunque a

veces hay excepciones (apdo. f).
2) Puede haber una, ninguna o varias A.V.

3) La gréafica nunca puede cortar ala A.V.

Ejemplo 11: Hallar las posibles A.H. y A.V. de las siguientes funciones:

X+3

a) =
y X-2

® Recordar que esta definicion también se vio en el tema 1, apdo. Il
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d) - X _X_2
X% =3x+2
e) y = Senx
X
sen x
Ny=>=;
X
c) AO.:
2
_X°=x+2
, 100 =
L
4 \ Pt
//
2 -
o el Y=x- . f(x
! L y=x1A.0 m= lim fx)
£ a4 a3 2 A '1/’ 2 ] 4 3 X-w(om®) X 3y=mx+n esA.O.
' ' 3t ' n= lim [f(X)-mx]
PR X — 00 (0 —)
/’/’ 3
PR |
e \\5 (no lo vamos a demostrar)
/’/ 5

Ejercicio 12: Hallar las asintotas de las siguientes funciones, e intentar hacer un esbozo de su grafica:

a)ﬂ@=§i%;i% b)ﬂ@zfiiifig o) f)=2—2 i

d) f(x)= e) y=x-Inx

2 _
+3 x-1 x> -4

(Sol: a) A.V. x=0; A.O. y=x-1; b) A.V. x=-3; A.O. y=x-8; c) AV. x=1; A.O. y=x+1; d) AV. x=£2; A.O. y=x;

e) A.V. x=0; no tiene A.O.)

Observaciones: 1) Si sale m=c0 (0 -©) 0 m=0 = no hay A.O.

2) Una funcién puede tener como maximo 2 A.O.

2) IMPORTANTE: Una funcién no puede tener por el mismo lado (« 0 -») a la vez A.H.y
A.O.

3) La gréfica puede cortar a la A.O. para valores finitos de x, pero no en el e«

4) IMPORTANTE: una funcién racional tiene A.O. si el grado del numerador es una
unidad superior al del denominador.

5) IMPORTANTE: Los polinomios no tienen asintotas de ningan tipo (presentan, mas
bien, ramas infinitas)

6) Un método alternativo para hallar asintotas oblicuas consiste en hacer la division
polinébmica del numerador y el denominador: la expresion del cociente resultante sera
la ecuacion de la A.O. (naturalmente, esto sé6lo es posible en el caso de funciones

racionales).
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Ejercicios final tema: 27

Ejercicios PAEG: 1B sept 2009, 1B sept 2007, 1B jun 2013 (+recta tangente), 1B sept 2012 ~ con
pardmetros; 1A jun 2011 (+extremos relativos) — sin pardmetros (NOTA: En la PAEG pueden
pedir la definicion de cualquiera de los tres tipos de asintotas)

Ejercicios libro Anaya: pag. 331y ss.: 7, 24, 28 (con pardmetros), 29, 32 (con valor absoluto), 39 y 49

VIl) REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES: (pags. 316 a 325 del libro de Anaya)

Normalmente, en los problemas de PAEG nos piden que obtengamos, de todas las cuestiones vistas
hasta ahora, a lo sumo dos (p.ej. asintotas e intervalos de curvatura, 0 asintotas y M y m, etc). Sin embargo,
nosotros vamos a reunir todo lo visto hasta ahora, junto con conocimientos de cursos anteriores, y a la hora
de representar una funcion vamos a hallar, por este orden, los siguientes aspectos:

1°) Dom(f): + Recordar que es el conjunto formado por todos los x para los que existe imagen f(x)

« Las reglas para hallarlo son practicamente las mismas que las vistas en el apdo. VIII del tema
1 para estudiar la continuidad de las funciones mas usuales. (pag. 312 del libro de texto)

Ejercicios libro Anaya: pag. 312: 1y 2

2°) Simetria: (pag. 313 del libro de Anaya)

f(x) par: f(-x)=f(x)

f(x) = PAR
f(-x) =1 -f(x) = IMPAR
f(x) impar: f(-x)=-f(x) ninguno de los anteriores = no es simétrica

Ejemplo 13: Hallar la posible simetria de las siguientes funciones:

a) xZ+xt
y 2
3
X - X
b) y =
y 2

c)y=x*-x3

d) y=COSX
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Observaciones: 1) Si f(x) es impar y esta definida en x=0, entonces necesariamente pasa por el origen
(P.gj. la funcion del ejemplo d) no cumple esto)

2) Recordar: La ventaja de saber si una funcion es simétrica es que basta con estudiarla a
la derecha del origen. Por ejemplo, si es par y tiene un M(2,5), tendra otro M(-2,5), pero
si es impar presentard un m(-2,-5)

3) Una funcién no tiene por qué ser simétrica; de hecho, la mayoria de las funciones no son
simétricas.

Ejercicios libro: pag. 313: 3; pag. 334: 42

3°) Corte con los ejes:

’ , CUANTOS CORTES PUEDE
. ; " é
CORTE CON: ¢,COMO SE CALCULA? HABER?
. haciendo y=0 . .
eje x i ., ninguno, uno, o varios
(habr& que resolver una ecuacion)
ejey sustituyendo x=0 uno o ninguno

Ejemplo 14: Hallar el posible corte con los ejes de las siguientes funciones (e intentar hacer un esbozo de la
gréfica):

a)y=x?+2x-3

b) y=x3+4x? +x-6

X% +1

c)y=

4% My m ( = Intervalos de crecimiento)

59 P.l. ((= Intervalos de concavidad)

6°) Asintotas
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7°) Finalmente, a la hora de representar una funcién, a veces puede ser (til completar la informaciéon ya
obtenida confeccionando una pequefa tabla de valores con los valores mas imprescindibles o que no
han quedado claros con el estudio anterior.

Ejemplo 15: Dada f(x)=(x+2)e*, se pide, por este orden:

a) Hallar, razonadamente, su Dom(f), y sus posibles cortes con los ejes. (Soluc: (-2,0) y (0,2))

b) Hallar sus posibles My m, y P.1. (Soluc: m(-3,-1/%); P.I. (-4,-2/e™))

¢) Con la informacién anterior, ¢se puede dibujar su grafica? En caso de precisarse algun dato adicional,
obtenerlo, y hacer a continuacion la gréfica. (Soluc: Son necesarias, también, sus asintotas)
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Ejercicios final tema: 28y 29

Ejercicios PAEG: 1B jun 97, 1B sept 97, 2B jun 98, 3B sept 98, 1A sept 99, 4A jun 2002, 3A sept 2003, 2A
jun 2004, 1B sept 2005, 1B sept 2006

Ejercicios libro: pag. 317: 1 y 2 (polinémicas); pag. 319: 1 y 2 (racionales); pag. 321: 1 (con raices), 2 (logaritmos) y 3
(exponenciales); pag. 325: 1 (con valor absoluto); pag. 331 y ss.: 5 (diversos tipos), 6 (polinémicas), 8
(racionales), 9 y 10 (a trozos), 11 a 17 (diversos tipos), 18 (exponenciales y logaritmicas), 19 (con raices),
20, 21y 23 (valor absoluto); pag. 331: 1 a 4 (descripcion de una funcion);

VIII) ANEXO: Cuadro de clasificacion de funciones e lementales:

( ( POLINOMICAS: y=x*-5x+6

X+3
x2 -4

ALGEBRAICAS 4 RACIONALES: Y =
IRRACIONALES: Yy = X —+/2X +7

) (
EXPLICITAS < EXPONENCIALES: y=5"

LOGARITMICAS: y=log (7*+1)
FUNCIONES

TRASCENDENTES< .
TRIGONOMETRICAS: y=sen X

CICLOMETRICAS: y=arc cos X

\ \

IMPLICITAS: 3x*-2y+7=0

\
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EJERCICIOS de REPRESENTACION DE FUNCIONES

2° BACH.

INTERVALOS DE CRECIMIENTO. M Y m:

1. Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los M y m de las siguientes funciones. Aplicar para
ello, alternativamente, los dos métodos conocidos: mediante f' y mediante f'. Intentar hacer un esbozo de

su gréfica (si se puede).

A 52 2
a) f)=x" —-2x ) 1= X2
3 2 X+2
b) f})=x" -3x" +1
3 .2 ) =
c) f®}=x"-6x"+9x-8 x2+1
d) f(x):(x3—4x2+7x—6) e* k) f(x)= 1
x3+3
e) f(x)=Inx
) f(x)=
f) f=x"+8¢C +18¢ -10 ) N
g) (¥ =x° -3¢ —9x+1 m) f(x)=3/x*+2x+3
4 3 4x+5
h) f(x)= -4 1 =
) f)=x"-4x" + n) f(x) 3

(soi: @) #(-1,0)UL.e9) & (-0-1)U(0,1);

b) #(-20)U(2,) (0,2);

X3 2

X
0)y=———-6x+3
)Y=73"7

p) y=2x3-9x°
q) f(X)=x°-6x"+9x

r) y=x>-12x

) F(-»1)UB,0) & (1,3); d) F(1,0) & (-e0,-1);

e) S U0 f) & (-00) #(0,09); ) F(-0-1)U(3,29) w(-1,3); h) & (-2,3) F(3,09);i) 7 (-,-4)U(0,29) & (-4,-2)U(-2,0);

) 9(»0) ¥(0,2); k) F(-20) (0,0

) & OxDom(f) m) & (-e0-1) & (-1,09); n) Q/DxDDom(f))

2. (S) Definir extremo relativo. Razonar por qué la grafica de la funcidbn y=2x+cos x no puede presentar

extremos relativos.

3. (S) Dada f(x)=

1+x
creciente para todo Xx.

4. (S) Determinar el maximo y el minimo de f(x)=x>+x+1 en el intervalo [0,2]

(Soluc: c>3v3/8)

(Soluc: m absoluto en (0,1) y M absoluto en (2,35))

PROBLEMAS DE OPTIMIZACION:

1 s L. .
> considérese la funcion g(x)=f(x)+cx. Determinar los valores de c para los que es

5. Hallar dos nimeros cuya suma sea 20 y su producto el mayor posible. (Soluc: 10y 10)

6. De entre todos los triangulos rectangulos de hipotenusa 5 m, determinar el que tiene 4rea méaxima.
(Soluc: el que tiene ambos catetos de 5v2/2 m)
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7. Calcular las dimensiones del mayor rectangulo cuyo perimetro es 40 m.
(Soluc: un cuadrado de lado 10 m.)

8. ¢, Qué dimensiones debe tener un depésito abierto de latén con base
T cuadrada y capacidad para 4000 litros para que en su fabricacion se
y utilice la menor superficie de chapa posible? (Recordar: 1m?® = 1000
¢ litros) (Soluc:x=2m, y=1m)
<“— X —

9. (S) Se desea disefiar una lata de conservas cilindrica de 160 cm®. Hallar las dimensiones de la mas
econdmica, esto es, la que emplee menos chapa en su construccion. (Soluc: r /72,94 cm., h /5,88 cm)

10. Se desea construir un marco para una ventana que debe tener 1 m? de luz. El coste del marco se estima en
400 pts. por cada metro de altura y 225 por cada metro de anchura ¢ Cuales son las dimensiones del marco
mas econémico?  (Soluc: 4/3 metros de largo y 3/4 metros de ancho)

11. De todos los rectangulos de area 9 cm? halla las dimensiones del que tiene perimetro minimo.
(Soluc: un cuadrado de 3 cm de lado)

12. Un granjero desea vallar un terreno rectangular de pasto rio
adyacente a un rio. El pastizal debe tener 180000 m* —_—
¢, Qué dimensiones habra de tener el terreno de forma que
utilice la minima cantidad de valla, si el lado que da al rio
no necesita ser vallado? (Soluc: x=300m, y =600 m)

y

13. (S) Un jardinero desea construir un parterre con forma de sector circular. Si dispone de 20 metros de
alambre para rodearlo, ¢qué radio debe tener el sector para que el parterre tenga la mayor superficie

4 posible? (Soluc: r=5m)

14. De entre todos los triangulos isésceles de perimetro 36, hallar el que tiene area
maxima.  (Soluc: un triangulo equilatero de lado 12)

15. (S) (*) En un triangulo isGsceles de base 12 cm y altura 18 cm se quiere inscribir
un rectangulo de area maxima, como muestra la figura. Hallar las dimensiones de
este rectangulo. (Ayuda: Plantear semejanza de triangulos).

(Soluc: Se trata de un rectangulo de base 6 cmy altura 9 cm)

INTERVALOS DE CURVATURA. PUNTOS DE INFLEXION:

16. Hallar los intervalos de concavidad y convexidad, y los posibles P.l. de las siguientes funciones (aplicar para

ello, alternativamente, los dos métodos conocidos: mediante f'' y mediante f''":

a) f(x)=x*+1 e) y=x>-2x%-x+2 ) f(x)=x"-6x°+12x>-5x+1
b) y=x° f) f(x)=x"-6x i) f(x)=Inx
c) f(X)=x*-4x+1 9) y=x"+2x*+6x°+10x+5 k) f(x):x4
—yv_y2 —u3 2 5 4
d) f(x)=x-x h) y=x"+3x"+3x+1 h oy :)1(—0+%+x+1
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(sot a)w TR b)wW (0,9 A(®O); ¢)WIIR d) AR €)W (@3.¢ A(w23); N (e-Ule) ACLL;

9) WIIR; h)® (-1,0) [ (-e0-1); i) W(-01)U(2,9 A (1,2); J) A en sudominio; k) WIIR; 1) A(--2) W (-
2,00))
17. Definir punto de inflexién. Calcular los maximos y minimos de la funcion f(x)=3x’-5x>, asi como sus

intervalos de crecimiento y decrecimiento, concavidad y convexidad. Representarla. (Soluc: M(-1,2), m(1,-2),
P.1.(0,0))

18. (S) idem paray =xe™ (Soluc: M(1,1/e), F(-x,1), & (1,0), P.1.(2,2/e7), W (2,2), A (-,2))

19. (S) Obtener la ecuacién de la tangente a la grafica de f(x)=2x>-6x’+4 en su punto de inflexion. Intentar
dibujar la situacion. (Soluc: y=-6x+6)

20. (S) Sea f(x) la siguiente funcion:
sen x si x<0
0= .
—-x“+ax+b si x>0

(siendo a y b O IR). Hallar a y b para que f sea continua y derivable en el punto x=0. Para los anteriores
valores de a y b, analizar si f(x) tiene inflexion en el punto x=0. (Soluc: a=1, b=0; x=0 si es P.l.)

21. Obtener los parametros a y b para que la funcién y=x’+ax+b alcance un minimo en el punto P(-1,2).
(Soluc: a=2, b=3)

22. Hallar a, b, c y d en la funcién f(x):ax3+bx2+cx+d para que tenga un maximo en el punto M(0,4) y un
minimo en el punto M'(2,0). (Soluc: a=1, b=-3, c=0, d=4)

23. Hallar a, b y ¢ en la funcién f(x)=x’+ax’+bx+c para que tenga un punto de inflexién de abscisa x=3, pase
por el punto P(1,0) y alcance un minimo en x=1. (Soluc: a=-9, b=6, c=2)

24. (S) Sea f(x):x3+ax2+bx+7. Hallar a y b de manera que la curva y=f(x) tenga para x=1 una inflexion con
tangente horizontal. (Soluc: a=-3, b=3)

25. Hallar a, b, c y d en la funcion f(x):ax3+bx2+cx+d para que pase por el punto P(-1,1) y tenga punto de
inflexion con tangente horizontal en Q(0,-2). (Soluc: a=-3, b=c=0, d=2)

26. ¢Qué valores deben tomar a, b, ¢ y d para que f(x)=ax*+bx*+cx+d tenga un punto critico en x=1 y un punto
de inflexiéon con tangente de ecuacién y=2x en el origen? (Soluc: a=-2/3, b=d=0, c=2)

ASINTOTAS:

27. Hallar las asintotas de las siguientes funciones (e intentar hacer un esbozo de la grafica, si se puede):

a) y=x2-x+1 b) y=x-1 0) y=x2-1
X
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2 . 3 1
d —_X i) _ X Y y=—
y ~ y=
2(x-1) (1+x)2 Inx
4 _ 0) y=e*
€ y= 2 ) y=tgx )y
Xt §) y=e™
f) y=x-1 K) y=ix ,
2_1 Q) y=e*
X D y=\x-1 )
9) y=xZl n) y=xe
X2_1 m) y=Inx a) «
_ y=—
h) y=3x3+4x2+4 ) y=in(¢2) e
X2+1 a) y:In(x2+1) |) y:)(el/><
B) y:|n(X2 —-5x+6) K) y= X
e’ -1

(Soluc: a) no tiene; b) x=-1, y=1; c)x=0, y=x; d)x=1, x-2y+1=0; e)y=0; f)x=-1,y=0; g)x=%1, y=1; h)y=3x+4;
i) x=-1, y=x-2; j)y=m/2+kmr, k) notiene; |)y=x; m)x=0; n)x=-2; 0)no tiene; p)x=2, x=3; q) x=1, y=0;
r)y=0; s)y=0; t)x=0,y=1; u)y=0; v)y=0; w)x=0,y=x+1; x)y=0,y=-X

REPRESENTACION DE FUNCIONES:

28. Dadas las siguientes funciones, hallar los intervalos de crecimiento y posibles M y m, intervalos de curvatura
y posibles P.l, asintotas y representacion grafica:

2 ((x)~ Ox0(-00,0) N (2,0)

a) f(x) = )Z(L_ f(x)»Ox0(0,2)-{1}

. =M(0,0) y m(2,8)

f(x) A OxO(-00,1) (no tiene P.1.)
LFOQWDXO(1,00)

X (1(x) MOXO(-00,-1) 1 (1,00)
x2 +1 f(x) 20x0(-1,1) = m(-1,-1/2) y M(1,1/2)
f(x) A OXO(-00,-V3) N (0,43)}

F()WOXO(-V3,0)n (V3,0) |= P.1.(-V3,-V3/4) y (V3,V3/4)

b) f(x)=

X

() NOXO(-00,-v3) 1 (V3,00)

C) f(x)=
1-x f(x) 20x0(-V3,V3) }: m(-V3, 3V3/2) y M(V3, -3v3/2)

f(x)wOxO(-e0,-1)n (0,1)
LA DxD(-l,O)n(l,oo)} = P.1.(0,0)

4 (f(x) 70x0(-00,0)

d) f(x) = 213 f(x) Ox0(0,00) ,: M(0,4/3)

f(X)OxO(-00,-1) N (1,00)
J(x) A Ox0(-1,1) } =PIL(-11)y(1,1)

e) f(x) = X2 +1 rf(x) Z0x0(-00,-1) N (1,00)
X fO)~Ox0(-1,1)-{0} ,: M(-1,-2) y m(1,2)

f(x) A OxO(-00,0) (no tiene P.1.)
f(x)wOxO(0,0)
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f(x) = —
f) ) x2+2
Q) f(x)=—5—
XS +x-2

2
h) f(X) = ﬁ

2 _
i) f(x) = X 2X*+2
x-1
: x? +11
f =
) fx) Tt

k) y=(x>-4x*+7x-6)e”

) y=x*-3x+2

m) y=x—[x -3 +|x +1

n) y= x%+3X
X +1

0) f(x)=|x —5|x

P) f(x)= 2><3

xc—4

f(x) SOXO(-00,-v2) 1 (V2,00
f(x) ~0x0O(-v2,v2)

f(x) A OxO(-0,-V6)n (0,V6

= M(V2,Y2/4) y m(-V2,-V2/4)

f(X)WOIXO(-V6,0)n (V6,00) L P.1.(V6,V6/8) y (-V6,-V6/8)

(f(x) »0x0(-00,-1/2)-{-2}

() A Ox0(-2,1)
(f(x) 2Ox0(-%0,-2)n (0,0)

f(x) A OxO(-0,-1)
1(x)trJDxIZI(-1,oo)

f(x) ~0x0(-00,0) N (2,00)

f(x)NOXO(-1/2,00)-{1} }: M(-1/2,-4/9)

fOQWOxO(-00,-2)n(1,00)  (no tiene P.1.)

(no tiene P.1.)

£(x)NOX0(-2,0)-{-1) }3 M(-2,-4) y m(0,0)

f(x)»Ox0(0,2)-{1} }:> M(0,-2) y m(2,2)

f)NOxO(-00,1)
fUDOxO(1,0)

(f(x) #0x0(-00,-11) N (L,00)

f(x) A OxO(-,-5)
\J()WOXO(-5,00)

((x) NOXO(-00,-1)

F)wOX0(-3,0)U(1,)

q) y=x2 +2x% -10x - 20

X
\N1- )(2

r y=

X
S -€e-
) y=2

) f(x):%+lnx

u) f(x)=In(4 - x?)

(no tiene P.1.)

(no tiene P.1.)

f(x) #0x0(-1,0) | = m(-1,-18/e)
f(x) A OxO(-00,-3)U(0,1)] = P.I.: (-3,-90/€), (0,-6), (1,-2€)

f(x)»OxO(-11,1)-{-5} }:> M(-11,-22) y m(1,2)

V) y:m
X

w) y=x-Inx

29. (S) Estudiar para qué valores de x esta definida la funcion f(x)=In[(x-1)(x-2)] y en qué valores es creciente y
decreciente. (Soluc: Dom(f)=(-,1)U(2,), F(2,09), (-e,1))
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) CONCEPTO DE INTEGRAL INDEFINIDA* (Ver pag. 338 del libro de ed. Anaya)

Dada f(x)=2x nos preguntamos ¢qué funcién F(x) es tal que al derivarla nos da f(x)? Claramente es
F(x)=x?, pero no sélo esa sino también F(x)=x*+2, F(x)=x*-5,... y en general F(x)=x’+C (siendo C cte.). A F(x)
se le llama "primitiva de f(x)". La notacion que se sigue es:

I i) dx = F() + C = E'(x) = ()
S S

integrando primitiva de f(x) cte. de integracion

A J.f(x) dx se le llama "integral (indefinida) de f(x)". Nétese que una f(x) puede tener? infinitas primitivas,

gue se diferencian, como vemaos, en una constante.

Ejemplos:  a) IZX dx=x%+C pq. (xz)I =2x d) .[e" dx =
b) J‘3x2 dx = e) Idx:
c) jcosxdx: f) .[2 dx =

La cte. de integracion C a veces se omite pues se sobreentiende. Notese que la integracion es la
operacion contraria de la derivacion, por lo que la tabla de integrales (ver anexo final de este libro) es
practicamente idéntica a la de derivadas pero al revés. Vamos a justificar, por ejemplo, el caso de la integral
de una potencia, que, por cierto, es la mas utilizada (el resto se haria igual):

n+1l

jxn dx = X puestoque (

=X C.QD.
n+1 n+1 n+1 (€QD.)

|
xn+lJ _(n+1)x" o,

Ejercicio: Utilizando la tabla, hallar las siguientes integrales inmediatas, y efectuar la comprobacion:

a) jx“ dx = e) J‘io’/xi2 dx =

b) dex=

c) J'X—lag dx = f)J.%dx:
9) J'% dx =

@) [k ax= h) J%dx:

YEnel préximo tema veremos el concepto de integral definida, y entonces comprenderemos que el obtener una primitiva
de una funcion es relevante, pues nos permitira obtener el area bajo una curva.
2 Mas adelante veremos gue no todas las funciones tienen por qué tener una primitiva, al menos "elemental”.
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II) PROPIEDADES DE LA INTEGRAL

Son consecuencia de las propiedades de la derivada:

1) Jf(x) +g(x) = Jf(X) t IQ(X)

2) J.k [(x) [eix =k Ej.f(x) eix

integral”.

(Ver pag. 338 del libro de ed. Anaya)

es decir, “las constantes multiplicativas

es decir, “la integral de la suma (diferencia) es la suma (diferencia) de
las integrales”.

pueden entrar o salir de la

La utilizacién conjunta de ambas propiedades, junto con la tabla, nos permite resolver un gran ndmero de
integrales. Para ello, a veces tendremos que introducir o extraer una constante en el integrando, seguin

convenga, como veremos en el siguiente

Ejercicio: Resolver las siguientes integrales inmediatas (al margen figura cada primitiva); se recomienda

efectuar la comprobacion:

1) j(x2+x+1) dx =
2) IGX3 dx =
3) J(3x2+2x+1) dx =

4) I(x +1)2 dx =

(de 2 formas)

5) I(x +1)50 dx =
6) J.Zx (x2 +1)3 dx =

7) Ix (x2—2)4 dx =

8).[ X dx =

1-x2

2
9) J.% dx =
X7 +XxX+5
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=x3+x2+x+C

:7()(-'—1)3 +C

51
S+
51

Cc

2 4
:7(X +1) +C

2 _ o\
_(E-2F
10

=—1-x? +C

=In(x3+x+5)+c
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() 10) | X gy

x2 +1

(de 2 formas)

2
11)! X dx=
x° +8
12) [ ax=
X
13) J‘ctgxdx=
14) jtgxdx:

15) j-iz dx =
X

16)]‘ sen 2>2< dx =
1+sen“x

17) jezm dx =

18) I3X dx =

19) .[x e¥dx =

20) Jcos x e % dx =
21) jcos 2xdx =

22) jsen(Zx +8)dx =
23) Jx cos(x? +1) dx =

24) J‘cosgn X) dx =

Texto bajo Licencia Creative Commons Atribucion-NoComercial 3.0 Unported.
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=x-arctgx+C

=InYx® +8+C

=Insen x+C

=Insecx+C

=e" +C

sen 2x
= +
2

C

__ cos(22x +8) iC

_sen(x®+1) c

=sen(lnx)+C
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(*) 25) Itgzxdx= =-x+tgx+C
2
(*) 26) Itggx dx = :thX+|n(cosx)+C
4
27) .[sen?’x cos x dx = _ sez X, c
28) J‘COSX = =-cosec x+C
sen?x
4
0 29 [{ipx i) oc- o
X+ 1
30) J =x+In|x+C
31) J' 2 gx= =2arcsen x +C
1-x°
32) IL dx = =arcsen x> +C
33) IL dx = =arcsen e +C
1-e
34) I dx = =arcsen In |x|+C
-In% x

*)

=2arcsen \/; +C

35 1 -
)I&\/ﬁdx

CONSECUENCIA: Para adquirir una buena técnica de integracién es condicién previa el saberse perfectamente la tabla
de derivadas

36)J‘ X dx= _arctg X2+C
1+x* 2
2 3
37)J‘ X dx = _arctg x +C
1+x° 3
38) J. 1 dx = :_i+C
(X_l)2 x-1
* 39)[ -1 .c
x? +2x+1 x+1
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()40) [ X gy =X i +C
41) JBX B 3%+7x+29|n\x 4+C
42) J.\/; (x2 +x+1) dx = =§\/X—7+§\/X—5+§\/X—3+C
43) ILDZ dx = =20 -2 vayx +C

Jx 5 3
44) IX 1y :%—x+ln(x+1)2+c

45)J‘ senx X = =In[l-cosx|+C
1- COSX

eX
46) [ £ dx=
1+e™

Ejercicios finaltema: 1ab5
Ejercicios PAEG: sept 2012 2A, jun 2011 2A, sept 2005 2B
Ejercicios libro ed. Anaya: pag. 339: 1; pag. 340: 2y 3; pag. 342: 1y 2; pag. 345: 1y 2; pag. 356: 1 a 12

l1l) METODO DE SUSTITUCION o CAMBIO DE VARIABLE  (Ver pag. 342 libro de ed. Anaya)

Se trata de resolver una integral no inmediata Jf(x) dx mediante el siguiente procedimiento:

1°) Escogemos el cambio apropiado: x=g(t)
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y calculamos la diferencial® en ambos miembros: dx=g'(t) dt

2°) Sustituimos las dos expresiones anteriores (x y dx) en la integral a resolver (con lo que ahora pasara a
depender de t), simplificamos y, si hemos escogido el cambio adecuado, obtendremos una integral
inmediata en t, que resolveremos.

3°) Una vez resuelta deshacemos el cambio, es decir, ponemos la expresion obtenida de nuevo en funcion de x
El saber elegir el cambio de variable apropiado en cada caso a veces puede resultar complicado®, y en
cualquier caso lo da la practica. A veces es algo intuitivo, pero en ciertas integrales (trigonométricas, tipo arco
tangente, etc.) pueden darse algunas reglas orientativas:
1. En las integrales NO inmediatas en las que haya +/, suele funcionar el cambio RADICANDO=t*

2 u o “ “ “ “ « “ aparezcan 4 de distinto indice, puede funcionar el
cambio RADICANDO=™em de los indices

3. Enlas integrales NO inmediatas en las que aparezca a*, puede ensayarse a’=t

4. Para integrales trigonométricas NO inmediatas existen ciertos cambios establecidos, como
veremos en el apdo. VI, al final del tema.

Ejemplo: Resolver J'L mediante® el cambio t*=x-1
Xvx -1

Ejercicios final tema: 6
Ejercicios PAEG: jun 2007 2A, jun 2010 2B
Ejercicios libro ed. Anaya: pag. 358 y ss.: 25, 26, 31y 46

IV) INTEGRAL TIPO ARCOTANGENTE

A) Vamos a ver, en primer lugar, un caso particular facil de resolver:

Ejemplo:J' 1 ax=

x2+9

® De momento bastara con saber que la diferencial de una funcién es igual a la deriva da de dicha funcion,

multiplicada por su incremento dx correspondiente (es decir, el dx seria como una especie de unidad de medida).

Ejemplos: d(x®)=2x dx, d(t®)=3t*dt, etc.y, en general, [x=g(t) = dx=g'(t)-d{

* En la PAEG, algunas veces se indica al alumno el cambio a realizar, pero no siempre...

® En este tipo de integrales con una sola raiz cuadrada puede funcionar el siguiente cambio: radicando=t

Texto bajo Licencia Creative Commons Atribucion-NoComercial 3.0 Unported. 98 Contactar en: alfonsogonzalopez@yahoo.es



ALFONSO GONZALEZ
IES FERNANDO DE MENA. DPTO. DE MATEMATICAS

Ejercicio PAEG: jun 2012 2B

B) Veamos ahora el caso general :

I dx donde ax*+bx+c se resuelve 1°) Hallando sus raices complejas a + bi
2 . . . .
ax® +bx+c no tiene raices reales ::> 2°) Haciendo el cambio x-a=bt se transforma®
en j dt
1+t2

Ejemplo: J'L_

xZ+x+1

Ejercicios final tema: 7

C) Si el numerador es un binomio de 1% grado, se resuelve analogamente, pero la integral resultante sera de
tipo neperiano-arcotangente

J

1°) Separando en dos integrales: una tipo In
(inmediata) y otra tipo arctg, para lo cual habra que
ajustar constantes en el numerador.

Mx + N se resuelve

> dx donde ax*+bx+c

ax“+bx+c g tiene raices reales
29 La 22 integral, la tipo arctg, se resuelve como en el

caso anterior, haciendo el cambio x-a=b-t

Tex

iIMPORTANTE!: No conviene invertir los dos pasos anteriores, pues entonces se obtiene una primitiva cuya
expresion no es del todo correcta’.

Ejemplo: Ejercicio 8a

® Existe otro procedimiento, llamado “completar el cuadrado”, pero el que aqui indicamos suele resultar mas sencillo.
" En realidad si podria procederse de esa forma, pero al final habria que simplificar la primitiva resultante...
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D) Si el numerador es de grado igual o mayor que el denominador , se efectlia previamente la division

polinbmica, se reconstruye a continuacion el integrando (mediante la regla D=d-C+R), y se integra
finalmente aplicando los procedimientos anteriores.

Ejercicios final tema: 8

Ejercicios PAEG: sept 2000 4A, jun 99 2B, sept 2006 2A (caso particular, con division previa), jun 2009 2A

(caso particular, con separacion previa)

V) INTEGRACION POR PARTES  (Ver pag. 343 del libro de ed. Anaya)

Esta utilisima técnica se utiliza para hallar, en ciertos casos, la integral de un producto de funciones. Se
basa en la diferencial® de un producto:

d(u-v)=v-du+u-dv= u-dv=d(u-v)-v-du | ntegramos > Iudv=u-v—Jv-du

ambos miembros

Existen infinidad de reglas mnemotécnicas para esta férmula, como por ejemplo: "Un dia vi un viejo soldadito
vestido de uniforme”.

Ejemplo: IX eXdx =

Consejos para elegir u y dv: 1) Hay que elegir un u cuya derivada no se complique mas.
2) El dv restante (jse tiene que llevar siempre el dx!) ha de resultar facil de integrar.
Existe una sencilla regla mnemotécnica para elegir u:
A — arcsen, arccos, arctg, etc.
L - logaritmo

P polinomio (o cociente de polinomios)

E—- exponencial

S — sen, cos, tg, etc.

® Recordar que la diferencial de una funcion es igual a la derivada de dicha funcién, multiplicada por su incremento dx

correspondiente. Por lo tanto, conserva las mismas propiedades que la derivada; en particular, para la diferencial del
producto, se cumple que d(u-v)=v-du+u-dv
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Observaciones: 1. Enel casojeXponenCial - trigonomeétrica - dx podemos tantear ambas posibilidades.

2. Es muy frecuente que, al resolver una integral por partes, haya que aplicar la féormula
dos o mas veces (como en el apdo. 5 del siguiente ejercicio).

3. En algunos casos, para que dv resulte una integral inmediata, hay que “partir” el
polinomio, como en el apdo. 7 del siguiente ejercicio.

4. En otros casos, al aplicar la formula, vuelve a aparecer la integral del principio, pero
cambiada de signo: en tal caso llamaremos a ésta |, y la despejaremos (Es lo que se
conoce como “iteracidon”, como en el apdo. 6 del siguiente ejercicio).

Ejercicios:

1) Ixcosxdxz

=xsenx+cosx+C

2) Ilnxdx=

=xIn x-x+C

3) Iarctg x dx =

=xarctg x—In/x? +1+C

4) Iarcsen x dx =

=x arcsen X +V1-x% +C
5) Ixz cos x dx =

(Hay que proceder 2 veces)

=x? sen x +2x cos X -2 sen x +C
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6) J.ex cosx dx =

(Por iteracion)

_e* (sen x +cos x)
2

+C

7) J.x3 e dx =

Ejercicios final tema: 9
Ejercicios PAEG: sept 2010 2B, sept 2009 2A, jun 98 4A, sept 99 3B, sept 97 3A
Ejercicios libro ed. Anaya: pag. 343: 1y 2; pag. 344: 3y 4; pag. 357: 13y 14

VI) INTEGRACION POR DESCOMPOSICION EN FRACCIONES SIMPLES

Se trata de hallar J‘% dx donde: Q(x) es factorizable (es decir, tiene raices reales)
X

grad P(x)<grad Q(x) (en caso contrario los dividimos)

NOTA: Interesa previamente comprobar si el numerador es la derivada del denominador, pues en ese caso

seria inmediata: IE (aunque, como puede imaginarse, algo tan sencillo no es lo habitual...)
u

El tipo de integral que nos ocupa se resuelve por el METODO DE DESCOMPOSICION EN FRACCIONES
SIMPLES. Dependiendo de como sean las raices de Q(x) tendremos 3 casos:

1°) SOLO RAICES REALES SIMPLES:  (Ver pag. 346 libro de ed. Anaya)

Ejemplo: J.& dx

X2 —=3x+2
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I) Descomponemos el denominador, teniendo en cuenta que sus raices son x=1 y x=2:

x2—3x+2:(x— 1)(x-2)

I) Descomposicion del integrando en fracciones simples®:

2x +1 A B
. )
X< -3x+2 X-1 x-2

III) Determinacion de las constantes A y B: para ello, multiplicamos ambos miembros de la expresion
anterior por el m.c.m. de los denominadores, esto es x2—3x+2:(x—1)(x—2):

2x+1=A(x-2)+B(x-1)

A continuacion, lo que funciona es dar a x los valores de las raices (recuérdese que la expresion
anterior se cumple para todo x):

x=1 = 3=-A;

x=2 = |5=B

IV) Sustituimos en (*) los valores obtenidos de A y B e integramos cada sumando por separado:

(x-2)° ,
(x-1)°

J‘zz"iﬂ dx=I_—3 dx+ji dx =[3Inx-1)+5n(x-2)+C} o bien =i
X —3x+2 X-1 X—=2

X

L e . . . X -1
Ejercicios: 1) Resolver '[ -2 -7 dx haciendo previamente™ el cambio e*=t [Soluc: In gx 1+c}
e - -

6/, 7 5
2) Resolver jyﬁﬂ dx mediante el cambio x=t° [Soluc: 6 *ﬁx_ _5 *éx_ +2:/x -6 ¥x +6arctg¥x +c]
X

Ejercicios PAEG: jun 2013 2B (+ | trigopnométrica inmediata), jun 2000 2A, Sept 98 4A, jun 2008 2A
Ejercicios libro ed. Anaya: pag. 357: 15; pag. 358: 25 d

2°) APARECEN RAICES REALES MULTIPLES: (Ver pag. 347 libro ed. Anaya)

Ejemplo: .[L dx

X3 =x?-x+1

I) Factorizamos el denominador por Ruffini, obteniendo las raices x=-1 y x=1 doble:

X2-x2-x+1=(x+1)(x-1)

I) Descomposicion del integrando en fracciones simplesll:

° Este resultado deberia ser demostrado, pero ello supera las pretensiones de este estudio. Esta descomposicién sélo
funciona si grad P(x)<grad Q(x).

% para las dos integrales de este ejercicio recordar los consejos del apdo. Ill a la hora de escoger un cambio de variable.

™ También deberia ser demostrado.
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3x+5 _ A + B + C **)
x3-x?-x+1 x+1 x-1 (x—1)2

II) Quitamos denominadores en la expresién anterior multiplicando por el m.c.m. de estos, es decir,
X =xP-x+1=(x+1)(x-1)

3x+5=A(X-1)*+B(x+1)(x-1)+C(x+1)

A continuacion, damos a x los valores de las raices y, ademas, otro valor sencillo como por ejemplo
x=0 (recuérdese que la anterior expresion se cumple para todo x):

x=-1 = 2=4A;
x=1 = 8=2B+2C
x=0 = 5=A-B+C

obteniéndose finalmente y

IV) Finalmente, sustituimos en (**) los valores obtenidos de las constantes e integramos cada sumando por

separado:
j 45 = [ Y2 g4 [TY2 gy +j 4 gx=1 idx—ljidx+4j(x—1)‘2dx
x3-x%-x+1 x+1 x-1 (x-1)° 2J x+1 2 x-1

_1)-L
=1In(x+1)—gln(x—1)+4&=In\/x+1—lnx/x—l—i+c ,obien, =|[In x7+1_i+c
2 2 x-1 x-1 x-1

- - - 2
Ejercicios: 1) J’L’”l dx [Soluc: In 4fx —1P(x+1) +— +C]

X3 +x2-x-1 2(x +1)

X =1

2x2

2) J 1 dx :
NERNE Soluc: In

+£+i+c
X

Ejercicios PAEG: sept 2011 2A, sept 2001 4A, sept 2002 2A, jun 97 3A, sept 2007 2A, jun 2006 2A

Ejercicios libro ed. Anaya: pag. 348: 3 y 4; pag. 357: 16 (se recomienda, ademas, realizar los ejercicios resueltos de las
pags. 349 a 354)

3°) APARECEN RAICES COMPLEJAS **:

Ejemplo: IX31+1 dx

I) Factorizamos el denominador por Ruffini;
X3+1=(X+1)(x*-x+1)

(Nétese que tiene una Unica raiz real, x=-1, y dos raices complejas)

12 Este tipo de integrales no entran en la PAEG de Castilla-La Mancha, al menos en el presente curso 2013-2014, salvo el
caso sencillo tipo arcotangente visto en el apdo. IV A
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I) Descomposicién del integrando en fracciones simples:

1 _ A Mx +N (***)
3 - t
x°+1 X+1 x°-x+1

II) Quitamos denominadores en la expresién anterior multiplicando por el m.c.m. de estos, es decir,
x3+1:(x+1)(x2—x+1):

1=A(C-X+1)+(Mx+N)(x+1)

A continuacion, damos a x el valor de la Unica raiz real, x=-1, y ademas, otros dos valores arbitrarios
sencillos:

x=-1= 1=3A;

x=0 = 1=A+N

x=1 = 1=A+(M+N)-2

obteniéndose finalmente [M=-1/3] y [N=2/3]

IV) Finalmente, sustituimos en (***) los valores recién obtenidos de las constantes e integramos cada
sumando por separado:

1 102
1 3 B
—dx= | 2odx+ | F2—dx =
x° +1 X+1 /’ -x+1
inmediata tipo In-arctg
. . 5X_12 X2_4X+5
Ejercicios: 1 J dx Soluc: In Z—2_"+5arctg(x-2)+C
J ) x3 -6x2 +13x - 10 (x —2)?
— 6 2
2) .[Xi dx S WX *4 X
w2+ ax -4 Soluc: In 1 +arctgz+C
Ejercicios final tema: 10
Ejercicios PAEG: jun 2001 2A
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LES. “Fernando de Mena’

4
Ha
iz 94y

RESUMEN: PROCESO LOGICO A LA HORA DE INTEGRAR COCI ENTES DE POLINOMIOS

[ PX)
é de’)

(EsP(X) la
derivada de Q(x)?

I%dx =InQ(x)+C

Dividimos P(x) entre
Q(X) y reconstruimos
el integrando

¢Es grad P(x)=grad Q(x)?

Haciendo el cambio
x-a=b-t se convierte
en I tipo arctg, o In-
arctg (Apdo. VI, 3°)

¢Q(x) tiene raices
complejas a+bi?

Descomposicién en
fracciones simples del
integrando (Apdo. VI, 1°)

¢Q(x) tiene raices
IR simples?

Q(x) tiene raices IR
multiples =
Descomposicién en
fracciones simples del
integrando (Apdo. VI, 2°)
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VII) INTEGRALES TRIGONOMETRICAS

m En algunos casos se resuelven transformando el integrando mediante identidades trigonométricas; he aqui
algunas de las mas habituales:

2 2 2 2 - 2 2
sen®x +cos?x =1 |:'> cos?x =1-sen®x 1=cos’ x +sen’x
1-cos2x = 2sen®x

C0S2X = oS’ X —sen’x Festando
ﬂ cos X =+/1-sen?x 1-cos2x

sen’x =
Sumaido 2
sen®x =1-cos?x

1+cos2x = 2¢0s® X
senx =+/1-cos?x

1+cos2x
2

cos?x =

Ejemplos:
13
1) Jsenzxdx= _Xx_sen2x .
2 4
2) Icos3x dx = Jcos X (1-sen’x) dx =
3
=senx -1 X, ¢

14 - -
3) Isen“x dX:J‘l cgszx 1 c;)st dx =

8 4 32

3X sen2x , sen4dx
= - + +C

— - 2
4) J‘l sen x dx = (1-sen x) dx =
1+senx (1+sen x)(1-sen x)

=X +2tgx -2secx +C

5) J.\ll—x2 dx =
(Haciendo el cambio de variable x=sen t)

_arcsenx X 1-x?

2 2

+C

3 puede ensayarse, o bien utilizar la identidad trigonométrica correspondiente (lo mas rapido y recomendable), o bien por
partes, eligiendo u=sen x, y reemplazando a continuacion cos’x=1-sen’x, con lo cual saldra por iteracién (proceso muy
tedioso...).

% También puede intentarse por partes, eligiendo u=sen’x, y reemplazando posteriormente cos’x=1-sen’x; finalmente,
habra que aplicar iteracion.
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m También pueden resolverse, en ciertos casos, mediante el apropiado cambio de variable; basicamente, hay
tres casos principales, que se presentan a continuacién, junto con todos los elementos restantes para hacer

el cambio:
1° Si el integrando es impar en sen x: senx =+/1-cos? x
Dikrenciamos
amibas
miembros
-senx dx =dt
senx =1-t?
dt
dx=-
1-t°
0 i A1 . )
2° Si el integrando es impar en cos x: cosx = VT Serix
Dikrencamos
ambos
miembros
cosx dx =dt
cosx =+1-t2
dt
dx =
1-t
3° Sj el integrando es par en sen X y cos X: Letgix =t Senx = tgx-cosx

2
Dierenciamos COSs™ X
ambos
miembros

(1+tg®x) dx =dt

1 t
COSX =
dx = dt J1+t? V1+t?

T 142

Los dos primeros cambios suelen funcionar muy bien, no asi el tercero, que suele conducir a integrales
racionales muy arduas, con raices complejas miltiples. Finalmente, conviene saber que existe un cambio
general , tgx/2=t, aunque también puede dar lugar a un desarrollo laborioso.

Ejemplos:
6) IcosS xdx =

(Haciendo el cambio de variable sen x=t)

sen-x
=senx-—

+C

7) J.sen5 2x dx =

(Haciendo el cambio de variable cos 2x=t)

_C0os2x cos® 2x _ cos® 2x .
2 3 10

C
Ejercicios final tema: 11a 15

Ejercicios PAEG: sept 2008 2A (tedrico-practico)

Ejercicios libro ed. Anaya: pags. 357 y ss.: 17 a 24, 32, 33, 44, 45, 56 y 57 (integrandos de todo tipo)
pags. 358 y ss.: 27 a 30, 34 a 42, 47 a 49, 51 y 60 (tedrico-practicos)
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EJERCICIOS de INTEGRAL INDEFINIDA

2° BACH.

1. Calcular las siguientes integrales potenciales (se recomienda hacer la comprobacion):

1 x° 3 1 2.3 3
a) I? dx b) J.? dx C) J'XW dx d) ,[W dx e) .[t t3dt ) J'X %23 dx
t3 2/3 i . \/;
) J.t_z dt h) J.— dx i) J.\/; Ix dx )] J‘i/? dx k) J-(tz) dt ) IT dx
m)j%dx n)j—dx O)J‘&Wﬂidx p)jxj_zd
X X
(Soluc: a) —1/x b)x¥36 ¢3¢ d) 3Y¥x et 13U g) 412 h) 33 i) 6 Uxt
5 8 4 11
D3 er havx m2d mayx o rGE  p2v )
5 3 25 3

a) I(x +1)%dx

) Ixz(x3+2) dx
S
t“+2t+1

XZ
p) J.W dx

b) J'(7x +5)%dx

9) J' (2x +1)dx

dx
) j X +3¢ +3x+1

1
a) J-m dx

Calcular las siguientes integrales de funciones compuestas

c) J-Zx (x* +1) dx
h) I X2 +1)7dx

m) Ix 1+ x%dx

r I (16x+1) (8X +Xx~5) dx

d) I 3 (x* +1) dx

1
) .[ axe1 X
n) Ix V1-x%dx
s) J-\/X—ﬂ dx
X+1

e) J-t (2 +3) dt

2x+1
(X* +x+1)?

0) j (+D)OC +2x+5e

B J’X\/x—+1

X2 +1
u) J-cosx senx dx V) Icosx sen®’x dx W) Isenx cos?x dx X) jarctg X y) J. cosXx
sen X
2) jln x q)J' 12 dx B) jm—xdx Y) J’arcsen X G)J‘ dx
xIn“ x X V1-x 1-x% arcsen’x
£) () [F9 X2
44X
(Soluc: a) (x+1)%3 b) (7x+5)*/21  c) (*+1)%/2 d) (C+1)%/2 e) (t*+3)%/4 f) (+2)%/6
9 -1 hy -1 ) _ -1 1 ky L h_ -1
4(2x +1y? 18 (x* +1)° 2(2x+1) x*+x+1 t+1 2(x +1)°
m) V2 )y ) g praxes)’/1a p) -1 q) 231 r) (8x°+x-5)712
3 3 9(x® +1)° 3
2
s) 24/x+1 t) Vx2 +1 u) sen’x/2 0 -cos’x/2 V) sen*x/3 W) —Cos’x/3 x) arctg'x
2
y) —COsec X z) In°x/3 a) —1/Inx B) In’x/2 y) arc sen’x 5 1
arc sen x

g) arctg® x/2 )
4
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3. Calcular las siguientes integrales de tipo logaritmico :

a) I4x'ldx b) I— dx c) .[7 dx
2 —- . X _
23x dx 9) I 2x+1 h) 2x 1 dx i) J‘ e dx ) J‘senx COS X dx
6x° +1 X2 +x+l 3X°-6x+5 1+¢* senx +cos X
O Lo D[ m frgw sex g o) () [,
1+ x?) arctg x 2 Jresenx 1+1tg x Jx sen/x
(soluc: a) In ¥ b) In (x-1) ) In¥3x+5 d)N@*D) e nY3 2 f mexT 41
a
9 In(x2+x+1) h)In¥Y3x®-6x+5 i) In (1+e) Dim—L K (Inx) ) In (arctg x)
Senx +cosx

m)in (arcsen x) N) In (1+tg x) 0) In senzx/;)

4. Calcular las siguientes integrales de tipo exponencial :

a) J‘e'X dx b) Iezx dx c) J‘e’2X dx
f) J‘x e’ 2 dx

k) IE e™ dx
X

) Ix e dx h) Ixz e dx

arctg x

m) Ie > dx
1+x

1) J-seczx e dx

P) [y ox P [ ax ) 59 o
(Soluc: a) -1/e" b) eZ/2 c -1 d) €22
2 er
h) H‘ i) eX2+x—1 i) @sen K) X
3
0) 12%/In12 p) 36%In36 q (7/5) n 45" )
In7/5 In45

5. Calcular las siguientes integrales trigopnométricas sencillas

a) Icos(—Zx) dx b) I% senx dx c) Icosg dx

) jsen(—x +1) dx g9) ~|.3cos(2x +6)dx  h) jx senx? dx

k) IXCOS(‘3X2 -5)dx 1) I?xzsen(4x3 +5)dx M) J'c;s&\/; d

D) J‘cos (arctg x) dx

(Soluc: a) %22)( ) 3sent
3
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d) —cos (x+1)

d) J'e2><+l dx e) J‘e—2x+l dx

) j(2x+n o) [oosxeax

n) J’ 0) J' 12k
\V1-x?
x?-22
e) _e f) e g9 - 1 i
2 2 e
|) etgx m) earctgx n) earcsenx

d) J sen (x+1) dx e) J-cos(2x +5) dx

i) j 2xcos(x2+255) dx j) j xsen(3x? +7) dx

n [sem/x s Inx
) j ot o
e) sen(2x +5) f) cos (-x+1)
2
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9) §Sen(2x 6 N _cosx? i) sen(x*+255) i) _cos (3x* +7) k) _sen(=3x’-5) |y _7cos (4%’ +25)
2 6 6 12
m) sen v/x n) —2cos+/x 0) sen(Inx) p) sen(arctg x))

6. Calcular las siguientes integrales por el método de sustitucién o cambio de variable :

a) j(x +2) x dx mediante x+2=t b) jx Jx=1dx haciendo t’=x-1 c) I dX  con t=e®
ex + e_x
10
d) J'% dx haciendo x+1=t e) J' dx f J- (x+)”
x+1) X

12 11 X+1 2(x+1)°

(Soluc: a) (x+2)* _2(X+2)n b) ) [J(x—l)5 +1/(x—1)3J C) arc tg e* d__1t , 1 e) » (\/——arctgx/;)
5 3

10 9 2
f) (x+1) +(X+1) +...+(X+1) +Xx+1+Lnx )
10 9 2

Recordar algunos consejos:
1. En las integrales NO inmediatas en las que haya +/ , suele funcionar el cambio RADICANDO=t*

2. " “ “ “ “« « « gparezcan +/ de distinto indice, puede funcionar el cambio
RADICAN DO:tmcm de los indices

3. Enlas integrales NO inmediatas en las que aparezca a*, puede ensayarse a"=t

4. Para integrales trigonométricas NO inmediatas ver los cambios vistos en el tema.

7. Calcular las siguientes integrales de tipo arco tangente :

3 X
D[ —a b [ A O [ x d) [ ox e)jsecx
X +2x+2 9x” +6x +2 1+x 1+e™ 1+1tg°x
D[ 2 ax g)jzxdx h)jsxdx ) [ ax [t ox
1+a 1+4 1+9 Jx (1+x) X (1+In*x)
k) IX7+274dX ”idx m)J'%dx n)j
1+(3x +27) 3+x¥ 452 +4x +2 x2+4
(Soluc: a) arctg(x+1) b) arctg é3><+1) c) arcti] x* d) arctg & e) x f) |n(|1+ax)
na
g) arcg2” h) arctg3* ) zarcgx D arciglng i AREEXCHZD’ 8 X
In2 In3 6 f
m)%arctg(Zx +1) n) %arctgg )
8. Calcular las siguientes integrales de tipo neperiano-arco tangente
N i—ax b [ a9 [« d [ 200 o @) [ X o
X2 +2x+17 X2 +2X+2 X2 +x+1 x? +6x+13 25+ x?
f) Ixiﬁ dx 9) Iﬂdx h 17 ax ) IXiﬂ dx i) jﬂ
x? -2x+5 x? +x+1 x? +2x+3 x? —6x +13 x? —4x+13

X“+4
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d) Invx? +6x +13 —arctgx—;?’

9) In(x? + x +1) + 4+/3 arctg

) INn(x* -4x +13)+3 arctgx?_2

a) InVx? +2x +17 - L

—arctg——
4 9 4

x+1

2x +1

V3

9. Calcular por partes las siguientes integrales:

a) J‘x Inx dx
f) j|n(x+1) dx
k) Iex sen x dx

2

(Soluc: a) Xy - X
2

e) * (x*-2x+2)

b) j\& Inx dx
)] J-arc cosx dx

) _[(xz +1) e dx

b) gﬁmx-gﬁ

) xIn(x+1)-x+In(x+1)

D) Inv/x? +2x + 2 - 2arctg(x +1)

€) Iny/x? + 25 +%arctgé
h) INVx? +2x+3 - == arcthJrl

C) Ilenx dx
h) Ixz cosx dx

m) J-XB cosx? dx

V2

k) IN(x> +4)+2 arctgg )

d) Ilnzx dx

g) xarccosx —+/1-x?

€) InvVx? +x +1+§arctg 2x+1

NE)

f) INVx? =2x+5+2 arcthT_l
i) INVx? —6x+13 +2 arctgx—;3

e) Ixzex dx

) J(xz -2x-1) e* dx

0) J‘(xz +1) sen2x dx

d) xIn®x-2xInx+2x

h) x?senx+2Xcosx-2senx

) X2 +2x+3
eX

d 1
) jx2—5x dx

h) IX —2X+10
x3 —3x+2

1) Ix -2x2 4+ X - 1dX

x2=3x+2

D) I X+2

d) In 5}1— >
X

) _x*+1 ) eX(x2 -4x +3) k) €*(senx —cosx)
2" 2
2
m)éxz sen X2+1COSX2 n) Lezx+1_£ezx+1+£em+1)
2 2 2 4
10. Calcular las siguientes integrales racionales :
a)J‘ x+1 )I x? —6x+7 )J‘Zx - x+3
x?-5x+6 X3 —4x*+x+6 X3 —3x? +4
3 _ 2 _ 2
e)J‘ 3x+5 dx f) J‘2x 5x° +4x 2dx )I 2x° +3 dx
x2=x?-x+1 X2 =3x +2 X2 +x2-2
i) J‘?X +3x+5 J‘ 29x+23 k)J' 8x?-2x-1 dx
X3 +x X“+6x+9 X2 =x2+4x -4
2 _ + —
I 32x 24x 1 n)IZX 8x — 1 O)J' 22x+1 dx
X —4Xx° +5x -2 2x? —7x+3 X°+X—-6
- + +
q) J‘x 3x® +2x32 de r)J‘ dx
3x?+4 e +1
(Soluc: a) | (x=3) b) |p¥X =2 Yx+1)" ©) In(x? -x-2)- 1
(x-2)° x-3 x-2
€) In %_il D x2+x+In[(x-)(x-2)%] 9 In[(x—l) Jx? +2x+2}—2arctg(x+1)
X = X =
h) | _(x+2) 3 ) In[x®(x2 +1) | + 3arctg x D In(x+3)° + 4
L ESCEE] g (x+3)° +———

2
) X?+x+ln(x2—3x+2) M) In(x? - 3x +2) -

P) In(x - 3)

x-1

1
-2

XZ
q) —+In(x* -x-2)-
2 X
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n)

112

k) —nf(xe +a) |+ 2 arctgX
In[(x 1)+(x +4)}+2arctg2

0) In(x? +x - 6)
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11. Calcular las siguientes integrales trigonométricas no inmediatas , haciendo cambios o transformando los

integrandos:

a) Jcoss x dx (Hacer senx=t)
d) Isenzx cos’® x dx

9) jcosz 3x dx

5
(SOlUC: 3) sen x - 2sen’x + 32X
3 5
e) In fsen X+1
1-senx
12.

dx(lnmedlata)

)j(

d) J-(X2 -2x=3) Inxdx (por partes)

6x +8
9 [ ras
X2 +2x +
) J‘ 1+ sen®x
SEenxcos X

dX (In-arctg)
dx (cambio senx=t)

m) J-x2 sen3x dx (por partes)

X-3

P) J.x2+_-49

s) IM dx (inmediata)

V) Il+2x

y) Ix +1

dx (In-arctg)

dx (hacer la division)

dx (tipo arcsen)

B) jﬁ

b) Isen5x dx (Hacer cosx=t)

e) J-sec X dx

Calcular por el método mas adecuado

cos® x

b) —cos x +§cos3 X =

f) —cosec x —sen x

dX (tipo In)

b) J.Bx
® J.le—l

h J' X3 +1
x* -5x+4

k) J’ COSX
1-cosx

dx (raices O simples)
dx (raices O simples)
dx (transformar el integrando)

n) jx arctgx dx (por partes)

dx (raicesO simples)

q) J'><“X33x2x2 _3>< 2

t) Isen(lnx) dx

w) Ihix dx (hacer la divisién)

Z)J. 2X
X°+9

Y) L
J x[lr? x=2Irf x—Inx+2}

dx

dx (hacer In x=t)

c) Isen X +1tg X
COS X

f) JCOSX ctg®x dx (Sustituir ctgzx =

dx (Descomponer el integrando)

;

sen X
c) secx -Incosx d) X _sen4x
8 32
g) X, sen 6x)
2 12

(entre paréntesis figura una ayuda) las siguientes integrales:

c) J-(x—l) e* dx (por partes)

f) J. x+5 dX (raicesO simpl

) j secx dx (cambio senx=t)

1) j cos3x sen?3x dx (inmediata)

0) J-X2 e® dx (por partes)

r) J'x In(x+1) dx (por partes)

u) J‘x[ln(x2 +1)—e’*] dx

X) J‘i"z +X+1 ix (hacer la division)
X+1

@ [{772
COS™ X

X3 X3 XZ
(SO“ a) 1 b) In{3x? -6x+5 c) xe* —2¢* d) Inx[——x2 —3X]——+—+3x
x-1 3 9 2
e) n, X1 ) 1p 622 9) In(x? +2x+5)* +arctg X+ h) x* (x-4)”
Ny—— 5 n(x* +2x +5)* +arctg—— fall A AR
X+1 X+2 ( ) 95 +5x+In3 T
i 3 . senx v _ g
) Insenx +1-In¥senx —1- 1 - ! ) In—"~ k) -x-cosecx-ctgx ) sen3x
4(senx—1) 4(senx +1) CcOos“ X 9
m) _Xx’cos3x , 2xsen3x , 2c0s3X n) x?arctg x — x + arctg x o) X’e¥ _2xe™ N 2¢™ ) In(x" + 49) —Earctgi
3 9 27 2 3 3 7 7
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2 2 4
Q) >(E+x+|nx—|n§/(><—2)2 -In¥x+1 N x2Invx+ —% +§ —InJx+1 9) InTx t) %x(senlnx -cosInx)
u) XInvx* +1 +|nm_xi+ X+l v) arctgx+|n(x2+1) w) -X-In(l—X)2 X) ﬁ +In(x +1)
2 2 x 2

Y X e in(-17 2) Inx? +9 a) (7 +2tgx)’ V) jnofnx-2y(nx+1) )
> 3 (Inx -1)°

13. Calcular la primitiva de f(x)=In?x que se anula en x=e
14. Determinar f(x) sabiendo que f """ (x)=24x, f(0)=0, f "(0)=1 y f ""(0)=2 (Soluc: f(x)=x"+x?+x)

15. Hallar un polinomio cuya derivada sea X*+x-6 y tal que el valor de su maximo sea tres veces mayor que el de
su minimo. (Soluc: p(x)=x%/3+x%/2-6x+71/4)
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) CONCEPTO DE INTEGRAL DEFINIDA  (ver pags. 371y 372 del libro de ed. Anaya)

b
DEF: I f(x) dx = area del recinto limitado por la curva f(x), el eje x, y las rectas verticales x=a y x=b

Graficamente, coincide con el area A del dibujo™:

W

A

Signo de la integral definida:  Hay 3 posibilidades:

a b y=sen X
,'// \\\\“
— o+ " 27
N
a b

Cuando la curva esté por Si  estd por debajo, e
encima del eje x, el area entonces la integral P-€. IO senx dx =0
es positiva (l6gico pues definida es negativa (ya
f(x)>0 en ese caso. gue entonces f(x)<0)

2.Cémo se calcula_?: Mediante la REGLA DE BARROW *: se trata de hallar una primitiva F(x) mediante los
procedimientos del tema anterior, y a continuacién valorarla entre los extremos ay b:

If(x) dx=F()+C = I ") dx = F(b) - F(a)

Ejemplos justificativos: (ver més ejemplos justificativos en pags. 366 y 367 del libro de ed. Anaya)
a) f(x)=2

3
. A A:J'de:
1

1 3 (Puede comprobarse el resultado graficamente)

! La definicion anterior puede entenderse intuitivamente si pensamos que f(x)-dx representaria el area de un rectangulo
infinitesimal de altura f(x) y anchura tan pequefia como queramos dx, por lo que la integral definida vendria a ser la suma
de esos infinitos pequefios rectangulos. Para una comprension mas rigurosa de este hecho véanse las pags. 364 y 365
del libro de ed. Anaya.

2 |saac Barrow (1630-1677), eminente matematico inglés y profesor de Isaac Newton en Cambridge. Ver la justificacion de
esta regla, que se conoce como 2° Teorema fundamental del célculo integral, en pag. 364 del libro de ed. Anaya.
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A:le(x—l) dx =

/I 2 Compruébese que el &rea A del tridngulo es efectivamente la calculada:

A:Ij(—x+5)dx:

Podemos comprobar que coincide con éarea A del trapecio, la cual viene

dada por:
A=B*Ph_
2

Notese, por consiguiente, que la integral definida tiene una utilisima aplicacion al calculo de areas.

21

Ejercicio: Comprobar por Barrow que I senx dx =0
0

Ejercicios PAEG: jun 2009 2B, sept 2008 2A, jun 2008 2B
Ejercicios finaltema: 1a8
Ejercicios libro ed. Anaya: pag. 371: 2; pag. 372: 1y 2; pag. 381: 1a 3

I) PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DEFINIDA (Ver estas y mas propiedades en pag. 368 libro ed. Anaya)

b c b
1) Sic[a,b]: J. f :J. f +I f| Esta propiedad nos sera muy util a la hora de hallar el area de un recinto
a a c compuesto como suma de dos o mas subareas. Su justificacion es
trivial, tanto graficamente como aplicando la regla de Barrow.

2) f=0 Obvio y facil de probar.

e b
3) f= _J. af Puede demostrarse aplicando la regla de Barrow.
b

b
J. f+g Es una consecuencia inmediata de una propiedad analoga de la integral
a indefinida. Una aplicacion de esto es el ejercicio 9 del final del tema.

o[l
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funcion impar =0

5) J' 2 La interpretacion grafica es obvia:
—-a

Las dos areas son iguales pero de signo opuesto, por lo que su suma
€es cero.

m
i Por ejemplo, podemos concluir que I x?senx dx =0 sin necesidad de
a hacer la integral. o

1) AREA BAJO f (ver pag. 373 del libro de ed. Anaya)

En cada uno de los tres casos vistos en el apartado | habra que proceder de forma distinta:

1) f es positiva:
f(x)

A :I bf(x) dx (por la propia definicion de la integral definida)

2) f es negativa:

A= I ) dx o bien: :—j ") dx

f(x)

3) f es positiva y negativa (se alterna): por la propiedad 1

\

AT=A1+A2+A3=_[ 4

Xp b
J‘ f+J‘ f

Az

NOTA: En general habra que hallar los puntos en que f(x) corta al ef e x (X1 ¥ X2 en el ejemplo anterior)
pues no sabemos de antemano si f(x) cambia de signo %, También, a veces conviene representar
f(x), pues puede formar con respecto al eje x dos 0 mas subéreas (ver p. €j. ejercicio 15 del final del
tema)

% Recordar gue para obtener los puntos en que una funcién corta al eje x hay que resolver la ecuacion f(x)=0
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Ejemplo: Hallar el area limitada por la parabola y:x2—4x y el eje x (Un esbozo de la gréafica no es obligatorio,
pero puede ser util...)

Notese que en este ejemplo la integral en si resulta negativa, pues la parabola esta por debajo del eje
X, pero el valor absoluto la convierte en positiva , como debe ser por tratarse de un area.

NOTA: Si nos pidieran el area respecto al eje y , entonces intercambiariamos la x con la y (véase el ejercicio
38), ipero no olvidemos que los limites de integracion estaran ahora en el eje y! Todo esto puede
comprobarse graficamente mirando al trasluz la hoja en la que hemos dibujado el recinto.

Ejercicios PAEG: 1B sept 2004, 1A jun 2004, 2B sept 2008, 2B sept 2009
Ejercicios final tema: 10a 16

Ejercicios libro ed. Anaya (los resaltados en negrita se recomiendan): pag. 374: 1; pag. 381: 4 a 8, 22, 30 y 42 (se
recomienda ver también los ejercicios resueltos: 1 pag. 374y 2, 3y 4 pag. 376)

V) AREA LIMITADA POR DOS CURVAS  (ver pag. 373 del libro de texto de ed. Anaya)

Existen tres posibilidades:

1) Ambas curvas son positivas *y no se cortan:

2) Ambas curvas son de distinto signo y no se corta n:

f
A, &

AP R I R

a(x)

4 Nétese que llegariamos a la misma férmula si ambas curvas fueran negativas, es decir, situadas bajo el eje X
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3) Ambas curvas se cortan:

f(x) En este caso hay que hallar los puntos de corte y separar en varias
integrales; por ejemplo, en el caso de la figura:

C\/ AT:A1+A2:jac(f—g)+jcb(g—f)

a(x)

Como conclusién, en general tendremos que resolver previamente el sistema formado por ambas
funciones para hallar el punto o los puntos donde se cortan. Ademas, conviene dibujar el recinto pues a veces
hay que hallar el area pedida como suma de varias subareas, por dos razones: o bien porque se obtienen dos
0 mas recintos separados (p. €j. ejercicio 26 final tema), o bien porque se obtiene un recinto Unico delimitado
superior e inferiormente por curvas distintas (problemas 35 y ss. final tema, o junio 97 2A).

Ejemplo: Problema 4B sept 97

NOTA: En algunos problemas, una vez dibujado el recinto, convendra intercambiar la x con la y para hacer lo
anterior con respecto al eje y (como en el problema 1B junio 98). Otra solucion puede ser subdividir el recinto
en sectores.

Ejercicios final tema: 18y ss.
Ejercicios PAEG (por orden de complejidad):

= Jun 2012 2A, jun 2001 1A, jun 2003 3A, jun 99 1B, sept 99 4B, sept 2007 2B, jun 2007 2B, sept 2006 2B,
jun 2006 2B, jun 2010 2A — éarea entre rectas y/o parabolas

= sept 98 2A, jun 2002 3A — hallar previamente la recta tangente
= sept 2000 1A, sept 2002 4A — valor absoluto
= sept 2012 2B, jun 2011 2B, jun 2000 4A, Jun 97 2A, jun 98 1B, sept 98 2A —~ varios recintos
= sept 2011 2B, jun 2013 22 (+ recta tangente) — con parametro
Ejercicios libro: pag. 374: 2; pag. 381y ss.: 9 a 15, 18, 21, 24, 31, 33, 34 y 43 (célculo de areas)
pag. 382y ss.: 23, 25, 26, 27, 35 a 41 y 68 (tedrico-practicos, con parametros, etc.)
(se recomienda ver también los ejercicios resueltos: 2 pag. 374y 5 a 8 pag. 377y ss.)
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42 EJERCICIOS de INTEGRAL DEFINIDA 2° BACH.
B Integral definida:
3
1. Enunciar la regla de Barrow. Calcular: I [x]dx (Soluc: 4)
1
2 2\ _ _3

2. Calcular: le a’+b2x? dx Soluc - (a +b) a

0 : 3b2

/2
3. Calcular: I x senx? dx (Soluc: 1/2)

0

1
4. Calcular: I X arctg x dx (Soluc: 774-1/2)

0

N -2 3 7

5. Calcular: I (x* +1)e™ dx Soluc : = -

0 4 4e°
6. Calcular: Ild—x (So/uc : /nij

o (Xx+1)(x+2) 3

Y odx J3

7. Calcular: J' 2+

o A1 [So/uc./nx/?+ 9 j
8. Hallar el valor de J. 2 senx dx sin necesidad de integrar, razonadamente . (Soluc: 0)

2 /2
9. Sean: a:I X sen’x dx b:J. X cos®x dx

0

0

Calcular a+b y a-b y obtener los valores de a 'y b.

Area bajo una curva:

10. Calcular el area limitada por la curva y = —
X

11. Hallar los valores de a, b y ¢ en el polinomio

(Soluc: a=(7£+4)/16; b=(77-4)/16)

, las rectas x=2, x=2/3 y el eje x. (Soluc: 7724 u?)

+4

P(x):ax2+bx+c de forma que P(1)=4, P'(1)=8 y P(2)+15P(0)=0

Representar la funcion y calcular el area finita comprendida entre la curva y el gje x.

(Soluc: P(x)=3x*+2x-1; 32/27 u?)

12. Calcular el area limitada por la curva y =In” x , las rectas x=1, x=e’ y el eje x.

13. Calcular el area limitada por la curva y =+/1-x* y las rectas y=0, x=0, x= V2 2.

14. Calcular el area comprendida entre la curva

Texto bajo Licencia Creative Commons Atribucion-NoComercial 3.0 Unported.

(Soluc: 2e*-2 u?)

(Soluc: (7#2)/8 u?)

y = I , el eje x y las rectas verticales que pasan por los
+X
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puntos de inflexion de dicha curva. (Soluc: 77/3 u?)

. X , . . .
15. Dada la funcion y = 12 calcular el &rea encerrada por la curva, el eje x y las rectas perpendiculares al eje

X que pasan por el maximo y el minimo de la funcion dada. (Soluc: Ln2 u?)

x>  si-2<x<0

16. Considerar la funcién f(x) =4 2x  si  0<x<2.Representarlay calcular las siguientes integrales:
10-3x si 2<x<4

a) I_Zf(x)dx b) J':f(x)dx o) J'_zf(x)dx

17. Considérese la funcién

2 .
f(t) = t 3f0sts1
1 Ssi 1<st<2

y sea F(x):J. fdt 1sx<2
1

a) Hallar una expresion explicita para F(x) (Soluc: F(x)=x-1)
b) Dibujar F(x)

®m Area entre dos_curvas:

18. Calcular el area encerrada entre las gréficas de las lineas y=x, y=x(6-x) (Soluc: 125/6 u%)

19. Hallar el area de la regién comprendida entre las parabolas y:x2 , y:—2x2+3 (Soluc: 4 u?)

20. Dibujar la curva y:x2—3x—10, y calcular el &rea del recinto limitado por esta curva y la recta y=2x-4
(Soluc: 343/6 u?)

21. Hallar el area de la region limitada, para x>0, por y:x3 y la recta y=8x (Soluc: 16 u%)

22. Calcula el area comprendida entre las curvas f(x)=x"+5x>-7x"+2x-1 y g(x)=x"+4x3-8x*+4x-1, sin necesidad
de representarlas. (Soluc. 37/12 u?)

23. Sean f(x) = \/g Yy g(x) =[1-x| . @) Dibujar sus graficas en los mismos ejes y hallar sus puntos de interseccion.

b) Determinar el area del recinto encerrado entre ambas gréficas. (Soluc. 13/24 u%)

24. Calcular el area de la region del semiplano y=0 limitada por la curva y=Ln X, su tangente en x=1y la recta

x=3. (Soluc: la tangente es y=x-1; el area es 4-3Ln3 u2)
25. Calcular el area de la region encerrada entre y:x2 ey= Jx (Soluc: 1/3 u?)
26. Calcular el area de la region encerrada entre y:x3 ey= Ix (Soluc: 1 u?)

27. Hallar el area de la regién acotada del plano limitada por las parabolas y:xz—x, y2:2x. (Soluc: 2 u?)
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28. Calcular el area de la region situada entre la recta x=1y las curvas y=x" e y=8/x  (Soluc: 8Ln2-7/3 u?)

29. Hallar el area del recinto acotado por las curvas y:x3, y=16/x y la recta x=1 (Soluc: 16In2-15/4 u®)

30. Calcular el area del recinto limitado por la curva y=e* y la cuerda de la curva que une el punto de abscisa
x=0 con el de abscisa x=1 (Soluc: (e+5)/6 u?)

31. Sea a>0. Hallar, en funcion de a, el &rea limitada por la parabola y=x’y la recta y=ax  (Soluc: a*/6 u?)
2x?
9-x?

a) Dibujar su grafica indicando su dominio de definicién.

32. Se considera la funcion y =

b) Calcular el area de la region acotada limitada por la curva anterior y la recta y=1 (Soluc:6[v3+In(2-8)] u®)
33. Hallar el area de las regiones comprendidas entre la curva y=x* y las rectas y=x, x=0, x=2 (Soluc:1 u?)

34. Calcular el area de la regién limitada por las curvas  y=x* e y=x"3entre x=-1yx=1 (Soluc:3/2 u?)

Ejercicios con varios recintos (mas elaborados):

35. Calcular el area del recinto limitado por las rectas y=x, y=2x y la parabola y=x*  (Soluc: 7/6 u?)

36. Calcular el area limitada por la gréafica de la funcion f(x)=Ln x, el eje x y la recta tangente a dicha grafica en
el punto x=e. (Soluc: (e-2)/2 u?)

37. Se considera la funcion y=x*?
a) Dibujar la grafica.
b) Calcular la recta tangente en x=1 a la grafica dibujada y calcular el area limitada por dicha gréfica, la
tangente y el eje x. (Soluc: tangente: 3x-2y-1=0; area=1/15 u?)

38. Hallar el area limitada por la curva x:16-y2 yelejey (Soluc: 256/3 u?)

39. Hallar el valor de la constante b para que la funcién f(x)=x>-2x*+bx tenga por tangente en el origen a la
bisectriz del primer cuadrante. Calcular entonces el area de la region limitada por esa tangente y la grafica
de f. (Soluc: b=1; 4/3 u%

40. Hallar el valor del parametro a para que el area limitada por las graficas de las funciones fl(x):\/& y
fz(x):lea en el primer cuadrante sea igual a tres unidades. (Soluc: a=3)

41. Sabiendo que el area comprendida entre la curva y = Jx ylarecta y=bx es 1, calcular el valor de b.
(Soluc: b =7/33)

42. Calcular el valor de a sabiendo que el area comprendida entre la parabola y:x2+ax ylarecta y+x=0 es 36
(Soluc: a=5)
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|. DEFINICIONES *

Definicién: «Una matriz mxn es una ordenacién de nimeros dispuestos en m filas y n columnas»

Ejemplo:
-1 2 3
0 -2 dimension

5
(u orden)
7 5 9)a

n° columnas

1
A=4
4

n° filas

Definicién: «El elemento ajj de la matriz A es el elemento que ocupa lafilai y la columna j de dicha matriz»:

Ejemplo: En la matriz del ejemplo anterior, a32=7 ¢,Cuanto vale a14? oY a22?

En general,
a, a, . .. .. a,
ay 8y .o By,
A=
Q By e e B )

Resefia historica: Aunque siempre se habian utilizado “cajas” para ordenar datos, el estudio sistematico de matrices lo llevaron
a cabo matemadticos ingleses en la 22 mitad del siglo XIX, en estrecha relacién con la Geometria: fue James Joseph
Sylvester (1814-1897) quien utiliz6 por primera vez el término “matriz’ en 1848-1850. En 1853, Sir Wiliam Rowan
Hamilton (1805-1865) hizo importantes aportaciones a la teoria de matrices. Por su parte, Arthur Cayley (1821-1895) introdujo

en 1858 la notacidon matricial, como forma abreviada de escribir un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas.

Utilidad de las matrices: - Resolucién de sistemas de ecuaciones lineales.
- Problemas de Geometria.
- Problemas de tablas y grafos (Economia, etc.)

Definicién: «Dos matrices son iguales si tienen la misma dimensioén y los elementos que ocupan el mismo
lugar son iguales»

Ejemplos: Las matrices 1 -5 1y
A=|x 0| vy B=|2 0
-2 3 -2 3

seran iguales sii x=2 e y=-5. En cambio,

X 2 2 3 3 2
c=|7 1 11| y D=|7 0 11
0y 3 0 -1 3

! Para reforzar todo lo tratado en este apartado, ver pags. 50 y ss. del libro de ed. Anaya.
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2 2 z
01 3

0
2 2 7

C= X y D
01y -5

nunca podran ser iguales ¢ Por qué?

Il. TIPOS de MATRICES *?

I1.1 Desde el punto de vista de su forma o dimensié __ n:

Matriz fila: «Es aquella que consta de una sola fila». También se suele llamar vector fila. Por ejemplo:

A=(1 -2 -1 5),

Matriz columna: «Es aquella que consta de una sola columna». También se suele llamar vector columna. Por
ejemplo:

Matriz cuadrada: «Es aquella que tiene mismo numero de filas y columnas». Por ejemplo:

C= 2 2
0 3 2x2

Matriz rectangular: «Es aquella que tiene distinto nimero de filas y columnas (es decir, que no es
cuadrada)». Por ejemplo:

0 4 12
-5 4 0
D=
10 1/2 1
-1 -1 2

4x3
También, obviamente, toda matriz fila, o columna, es rectangular.

Diagonal de una matriz: «Esta formada por los elementos que ocupan el mismo n° de fila y columna». Por
ejemplo:

diagonal

2Ver péag. 50 del libro de ed. Anaya.
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[1.2 Matriz traspuesta: «Dada una matriz A, se define su traspuesta, que se designa como A' (también, a
veces, 'A) como aquella que se obtiene cambiando ordenadamente sus filas por sus columnas». Por lo
tanto, obviamente si A es mxn, A' sera nxm.

Ejemplo:
1 4 4
1 -1 2 3Y
-1 5 7
4 5 0 -2|= > 0 -3
4 7 -3 9
3 2 9

¢,Como seria la traspuesta de una matriz fila?

Esta matriz traspuesta jugara un papel fundamental cuando definamos la matriz inversa en el préximo
tema.

11.3 Desde el punto de vista de sus elementos:

Matriz nula: «Es aquella que esta formada completamente por ceros». Se designa como 0. Ejemplos de
matrices nulas son:

00 0 0O
0= 0= 0= etc.
0 O 2x2 O 0 0 2x3

Matriz opuesta: «Dada una matriz A se define su opuesta, que se designa como —A, como aquella que se
obtiene cambiando de signo todos sus elementos». Por ejemplo:

o O O O
o O O O
o O O o

4x3

1 -1 2 3 -1 1 -2 -3
A=l4 5 0 2| - -A=|-4 5 0 2
4 7 -3 9 -4 -7 3 -9

Matriz diagonal: «Es aquella que tiene nulos todos los elementos que no estan en la diagonal». Ejemplos de
matrices diagonales son:

1 0 -2 00 5 0 0 1000
[ ] 0 10 [ J 00O00O

0 -2 0 30
0 0 2 0010

Matriz identidad o unidad: «Es una matriz diagonal cuadrada cuyos elementos de la diagonal son todos 1.
Se designa como 1 o1I». Ejemplos de matrices identidad:

1=(l 0] I
O 12x2

Esta matriz sera importante cuando definamos la matriz inversa en el préximo tema.

etc.

11
o O -
o B O
= O O
-
11

3x3

O O O
o O » O
o O O
= O O O
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Matriz triangular superior:  «Es aquella matriz cuyos elementos por encima de la diagonal son todos nulos».
Ejemplos de matrices triangulares superiores serian:

-2 00 1 0 0O

1 0 2 0 O
4 10 3 0 0O

3 2 1 30
2 0 2 0 210

Matriz triangular inferior:  «Es aquella matriz cuyos elementos por debajo de la diagonal son todos nulos».
Ejemplos de matrices triangulares inferiores serian:

-2 11 12 2 1
1 3 2 3 3
0 10 00 -2 0
0 -2 0 31
0 0 2 00 2 1

Matriz simétrica: «Es aquella matriz que coincide con su traspuesta, es decir, A=A'». Puede comprobarse
que las siguientes matrices son simétricas:

1 2 0 4
-2 1 3

13 10 2 1 3 1/3
1 10

30 01 O 3 0 -1
3 0 2

4 1/3 -1 O

Es obvio que, para que una matriz sea simétrica, es indispensable que sea cuadrada. Ademas, cada elemento
tiene que ser simétrico respecto a la diagonal.

Matriz antisimétrica: «Es aquella matriz que coincide con la opuesta de su traspuesta, es decir, A=-A'».
Puede comprobarse que las siguientes matrices son antisimétricas:

O 2 0 -4
0O -13
0 3 00 -2 0 -3 -1/3
1 0 O
-3 0 00 0O 3 O 1
-3 0 O
4 1/3 -1 O

Una matriz antisimétrica, evidentemente, ha de ser cuadrada. Ademas, cada elemento tiene que ser
simétricamente opuesto respecto a la diagonal, la cual a su vez tiene que estar formada completamente por
ceros.

Ejercicios final tema: 1y 2

OPERACIONES con MATRICES
l11.1 SUMA de MATRICES *

«Para poder sumar dos matrices: 1° Ambas tienen que tener la misma dimension

2° En tal caso, se suman término a término»

3Ver péags. 52 y 56 del libro de ed. Anaya.
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NOTA: Es obvio que, para restar dos matrices, sumaremos a la primera la opuesta de la segunda, 0 mas
sencillamente, restaremos término a término.

Ejemplos:
1.3),(2 8)_(3 0
0 -2) (1 0 1 -2
(13 -21+(2 2 -20)=(35 -4 1
2 3 3) (21 0)_(0 2 3
0 3 1) 0 212 (0 -5 1/2
Propiedades: CONMUTATIVA: A+B=B+A

ASOCIATIVA: (A+B)+C=A+(B+C)
ELEMENTO NEUTRO: La matriz nula, O, tal que A+0=A
ELEMENTO OPUESTO: La matriz opuesta, -A, tal que A+(-A)=0

Todas ellas son de inmediata demostracion. Estas propiedades hacen que las matrices sean un grupo
abeliano con la adicion®.

[11.2 PRODUCTO de un NUMERO por una MATRIZ °

Supongamos que nos planteamos cémo seria, por ejemplo, el triple de una matriz, es decir, la operacién 3A.
Es obvio que seria equivalente a A+A+A. Investiguemos con un ejemplo:

42 1 1)_(2 1 1),(2 1 1) (21 1) (63 3
0 3 4) 0 -3 410 -3 4) 0 -3 4) (0 -9 12

Por lo tanto: «Para multiplicar una matriz por un nimero se multiplican por dicho nimero todos los elementos
de la matriz»

Ejemplos:

413 -2 1)=(4 12 -8 4)
_32 3 3) (6 -9 -9
0 -1/3 1) (0 1 -3
Propiedades: DISTRIBUTIVA respecto al producto por un nimero: A(A+B)= AA+AB

DISTRIBUTIVA respecto al producto por una matriz:  (A+H)A=AA+pA
ASOCIATIVA MIXTA: AHA)=(AR)A

4 En honor del matematico noruego Niels Henrik Abel (1802-1829)
5Ver péags. 52 y 56 del libro de ed. Anaya.
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Todas estas propiedades son de inmediata demostracion.

1 2 3 2 0 2 -3
Ejercicio: Dadas las matrices A=|1 -1 2 1|y B=|2 1 -1|, sepide:
3 212 -3 -1 -1
a) Indicar de qué tipo son.
b) Obtener la traspuesta de A
¢) Indicar la opuesta de B
d) Hallar: A+A'= 2A=
-3B= 3A-2A'= A+B=

Ejercicios final tema: 3
Ejercicios libro ed. Anaya: pag. 52: 1 (Comprobacién de las propiedades de AA)

1.3 PRODUCTO de MATRICES °

El producto de dos matrices no se define, como cabria esperar, multiplicando los elementos que ocupan el
mismo lugar. La raz6n es que la multiplicacion asi definida no tendria ninguna utilidad. Vamos a explicar a
continuacion cémo se define el producto de dos matrices. A priori puede parecer una forma caprichosa pero
cuando se estudien las aplicaciones lineales en 1° de cualquier estudio universitario de ciencias se entendera
el porqué.

Para poder multiplicar dos matrices:

1° Dimensionalmente, el numero de columnas de la 12 matriz debe ser igual7 al numero de filas de la 2%
entonces, la matriz resultante tendra el mismo n° de filas que la 12 y de columnas que la 22 En
lenguaje matricial:

A B =C

mxn "= nxp~mxp
R A

2° En tal caso, «el elemento ij de la matriz producto se obtiene multiplicando cada elemento de la fila i
de la 12 matriz por cada elemento de la columna j de la 22, y sumando dichos productos»

®ver péags. 54 y 57 del libro de ed. Anaya.

7 . s
La razén hay que buscarla en la 22 condicion.
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Ejemplo: Vamos a explicar, paso a paso, cémo se multiplican las siguientes dos matrices:
0 2 2x2C}2x3 EE 2x3

Vemos, en primer lugar, que dimensionalmente el producto es posible, y que la matriz producto va a ser 2x3.
Pasemos a obtener su primer elemento, el ¢, ,;, que se obtendra multiplicando la fila 1 de Ay la columna 1 de B:

0 4 1(2)+(—3)( 1) * B * %
O 2 3 52x3 * *]sz_ *ox *)

El c,, se obtendra multiplicando la misma fila 1 de Ay la siguiente columna, la 2, de B:

_(—2 4} =(1-(—2)+(—3)-(—1) j {1 )
_l 3 5 * * * * * *

222

i
(&

)

o

2x3

El ¢, 5 se obtendra multiplicando la misma fila 1 de Ay la ultima columna de B, la 3:

-2 0 4 (1(-2)+(-3)(-) 10+(3)3 [L4+(3)8) (1 -9
0 2),, \71 35, * * * O G
Para obtener c,, pasamos a multiplicar la fila 2 de A por la columna 1 de B:

(F2 0 4) _(1(D+(3)(-D) 10+(-3)3 14+(-3)5
. Hl 35 ([0 2D

/

Para obtener c,, multiplicamos la misma fila de A, la 2, por la columna 2 de B:

f_\l 1( 2)+(-3)-(-1) 10+(-3)3 14+(-3) 5] _(1 -9 —11]

0(2)+2(1) * _—2@*

Finalmente, ¢, lo obtendremos multiplicando la fila 2 de A por la columna 3 de B:

-2 0 ' (L(-2)+(-3)(-) 10+(-3)3 14+(-3)5) (1 -9 -11
o -1 315, | 0(2+2(-) 0:0+23 [04+25])) . |-2 @ 10
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NOTA: No es obligatorio indicar el - entre ambas matrices.

Ejercicio: Efectuar los siguientes productos de matrices, cuando se pueda:

1 -2 32 -1
2 3 -1
a) 1 -12 1= 2
14 2 fy (-1 2 -2 3) =
3 212 -2
3
IR
b) [-2 -1 = -1
2 -4 13 2
9) (<12 -2 3) =
-2
3 1 3
2 2
C) 3]—2—1=
130, 1 1 2)(1 2 -
hy |2 0 -1/|6 12 5 |=
10 -1)(3 -1 0 -6 -1 0)|(-2 -5 -2
d |0 2 -1||2 -4 5|=
10 2)0 12 4 5 -1\(4 4 1
) |-3 -4 1||-3 -3 -1|=
123(100 -3 -4 0J{0 1-1
e) |4 5 6[|0 1 0=
7 89)001

Propiedades:

NO ES CONMUTATIVO:
ASOCIATIVA:
ELEMENTO NEUTRO: La matriz identidad o unidad, Tol:

DISTRIBUTIVA: por la dcha.

por la izda.

A-B#B-A engeneral
A-(B-C)=(A-B)-C
A-l=1-A=A
A-(B+C)=A-B+A-C
(A+B)-C=A-C+B:-C

Algunas de estas propiedades requieren una demostracién relativamente complicada... Nosotros aqui vamos
mas bien a justificarlas mediante ejemplos practicos:

Ejercicios final tema:

Texto bajo Licencia Creative Commons Atribucion-NoComercial 3.0 Unported.

4all — operaciones con matrices

12 a 16 — potencias n-ésimas de matrices, con posible ley de recurrencia

17 a 20 — matrices que conmutan
21 a 25 — miscelanea

26 a 33 ~ aplicacién de las matrices a tablas y grafos

Ejercicio PAEG: 4B jun 2000 (SSEE matricial sencillo); 3A jun 2011 (potencia n-ésima + SS.EE. matricial)

Ejercicios libro ed. Anaya: pag. 55:2; pag. 57: 2 (comprobar propiedades); pag. 61: 3 a 10; pag. 72y ss.:1 a9, 21, 22, 32,
34, 35, 36 (operaciones con matrices), 10 a 15 (ecuaciones y sistemas matriciales sencillos),
30y 31 (aplicacion de las matrices a tablas y grafos), 37 a 40, 43, 45, 48 (tedrico-practicos)

134

Contactar en: alfonsogonzalopez@yahoo.es



‘B ALFONSO GONZALEZ
V£ Formando doona® IES FERNANDO DE MENA. DPTO. DE MATEMATICAS

1.4 USO de DERIVE PARA MATRICES y DETERMINANTES

= Introducir una matriz: []

= Trasponer una matriz: [ ] +

= Una vez introducidas varias matrices, se pueden operar en la forma usual.

= Potencia de una matriz: [

IV. GRAFOS Y MATRICES DE ADYACENCIA

Un grafo (del griego grafein, trazar) es una forma de representar de una manera cémoda las posibles
relaciones entre objetos:

BARCELONA

\

N ]

arista (o arco)

Ejemplo 2: Vuelos diarios de una compaiiia

MADRID

vértice (o nodo)

Ejemplo 1: Hipotética red del AVE

f

Dirigidos: El ejemplo 2, o la red de aguas de una ciudad, o un organigrama con una
Tipos serie de tareas.

de grafos <

No dirigidos: El ejemplo 1, o la red de carreteras de un pais, o la red telefonica. (Pueden
verse como un caso particular, bidireccional, de los anteriores).

~

Matriz de adyacencia de un grafo: Es una matriz cuadrada que se utiliza para representar un grafo, de forma
que sus filas y columnas representan ordenadamente los vértices del
grafo, y cada elemento ij indica el n° de aristas entre el vértice i y el
vértice j.

Observaciones: 1%) Cada grafo tiene una matriz de adyacencia Unica, y viceversa. (En el caso de un grafo
no dirigido, es importante remarcar que el elemento ij de la matriz de adyacencia indica
la relacion entre el vértice i y el vértice j, jy no al revés!).
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22) Se denomina matriz de adyacencia, obviamente, porque indica cémo es la relacion entre
vértices adyacentes.

Veamos como son las matrices de adyacencia de los ejemplos anteriores:

Ejemplo 1:

Previamente, ordenamos alfabéticamente las distintas ciudades para situarlas en las filas y columnas:

B M s v
B(O 1 0 1
M1 0 11
s|{0 100
vil 100

Ejemplo 2:

B M S V
B(0O 1 0 1
M|2 0 11
s|0 00O
vio0 00O

Observaciones: 12) Obviamente, la matriz de adyacencia de un grafo no dirigido siempre es simétrica.

2%) Algunos autores solo consideran matrices de adyacencia binarias, es decir, compuestas
de 0y 1, por lo que sus elementos soélo indican si hay relacién (1) o no (0) entre vértices.

3% La diagonal no siempre va a estar compuesta por 0: jPuede haber bucles!

Ejercicios final tema: 34, 35y 36
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36 EJERCICIOS de MATRICES y GRAFOS 2° BACH.

1. Hallar x e y para que ambas matrices sean iguales: T2 x3 0} (1-273°0
3 2 10 -3 y 2 10 -3

2. Indicar tres ejemplos de matriz simétrica de orden 3

Operaciones con matrices:

3'Dada5:A:1201,B=_132_2yc: 2 -2 -4 0
2 35 -1 2 4 2 1 1/2 3 -1 -1

hallar: a) A+B b) -B ¢) A-B d) 2C e) -3A f) A+3B-4C

1 12 2 2 -1 3 -2
. Dadas: Az(—z 0 3}5: 13 0|lyc=|1 3
0 4 -2 5 0

hallar:a) A-B b)B-A c)A-C d)C-A €)B-C f)C-B g)B* h)A*> i)B-B' | B® k) B1

(SI' 77 =5); b)N de; c) (12 -5); d)N de; o> ZlnlZ T 0lgl 2 2
0.a)(4 . 4}, ) No se puede; c)[ J )JNosepuede; e) | . |0 |_5 , 9|5 ;7 _4|
- - 9 4
-6 12 5 =5 10 4 4 4
];k)B)

(9 & 10 . (18 30 -6
h) No se puede; i) 8 10 12 ) 27 39 -3
10 12 20 72 36 -12

. Dada una matriz A, ¢existe una matriz B, tal que el producto AB, o bien el BA, sea una matriz de una sola
fila? Indicar ejemplos.

Comprobar si existe una matriz B tal que el producto AB sea una matriz de tres filas, siendo
132 1
A=
f20 3

. Dadas las siguientes matrices: A:(2 1 5) y B=

A N W

escribir los productos AB y BA.
. El producto de dos matrices diagonales es otra matriz diagonal. Comprobarlo para dos matrices de orden 3.

. Resolver la ecuacion matricial siguiente e indicar la dimension de la matriz X:
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0 2 13 -1 2 4 -1
-1 3 [ 10 2]—2X=3 01 2
14 6 3 0

2 3
10. Calcular A’ - 3A - I, siendo A = [ . 1]

11. Comprobar que, dadas dos matrices cuadradas A y B, se verifica: a) (A+B)t=At+Bt
b) |[(A-B)'=B"A'

(Utilizar matrices 3x3)

Potencias n-ésimas de matrices:

12. Demostrar que la matriz A = [i ﬂ satisface la relacion A"=2"" A

13. Calcular, por induccion, las potencias n-ésimas de las siguientes matrices:

1/7 1/7

0 -1 a 1 111 1 100 0 2 -1 101 100
A=[1OJB=[Oa]C:lll D=|0 1 0| E={1 10 F=(0 0 1| G=|0 1 0| H=|0 1 0
111 0 0 1 00 1 00 O 0 0 1 2 01
7 0 0 70 n 7 0 0
. n__. n_nn-1~. n_ n_ . n_
(Sol. b)B'=a;c) C'=3 C,e)E—,7 /0 g)G—O / O,h)H 0 70)
0 0 1 0o 0 1 2n 0 1

14. Dada la matriz A =

O O

11
1 0], se pide: a) Calcular A?, A3y A", deduciendo una férmula general para A"
01 b) Demostrar que la formula anterior también es valida para A™

7 99 99
c) ¢ Cuanto valdria A%? (So|: {0 , OJ)

o o 1

4 5 -1
15. (S) Calcular A, A®y A**® dada la siguiente matrizz A=|-3 -4 1 (Soluc: A™?8=A%)

-3 4 0

1
16. Dada la matriz A=|0 , se pide: a) Calcular A%, A’y A*
0

O
s

74555)
0 1 45

b) Razonar cuanto valdria A (Sol:
0o 0 1

Matrices que conmutan:

17. Dada la matriz A :(2 _gj, encontrar la expresion general de la matriz B :[g bj tal que el producto de
c

A0
ambas conmute. [Soluc:B:[O /\D
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18. Hallar la forma general de las matrices X que conmutan con [; ﬂ [Soluc oy = [a bD
0 a

19. Hallar la forma general de las matrices que conmutan con [i _Olj

1
20. idemcon |o
0

o — O

1
0 Soluc: X =
1

o O o
o o T
D =+ O

Problemas varios:

. 0 1 - ., . _
21. (S) Comprobar que la matriz A= (_1 0] verifica la relacion A*+1 =0. Obtener una matriz B,y,, distinta de

+A, que también verifique la relacién B*+1 =0

0 -1 -2
22. (S)Dadalamatriza=|-1 0 -2| ,determinar, si es posible, un valor de A para el que la matriz (A—)\}I)2 sea
1 1 3

la matriz nula. (Soluc: A=1)

23. (S) Determinar los valores de X, y, z para que se verifique la igualdad

BHEH

(Soluc: hay cuatro soluciones posibles: -2,2,1; 2,2,-1; 2,-2,1; -2,-2,-1)

2X+Y=[l 4]
24. a) Encontrar dos matrices X e Y que cumplan: 20
X_Y:(—l 2)
10
15
i 2X—3Y:( ]
b) Idem con 42 (Sol: x=(™ ) y=(3 5 )
-1 0 5 16) 2 10
X-Y=
=9
25. Calcular x, y, z, t para que se cumplaque 2 “1|(* Y]=(® 1 Soluc:[212 312
0 1)z t 0 2 ‘Lo 2

Operaciones con datos en tablas:

26. Las velocidades medias de tres coches A, B ,C en km/h, vienen dadas por la matriz
50

V=| 80
120
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27.

28.

29.
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El nimero de horas que cada coche viaja viene dado por la matriz H= (3 4 6). Calcular los productos
HV y VH, interpretando los valores de los términos de las matrices resultantes.

(Soluc: El dnico término de HV representa el total recorrido por los tres coches, 1190 km; cada término de VH
representa los km recorridos por el coche a la velocidad que indica la fila en que esta situado viajando el nimero de
horas que indica la columna)

Se realiza una comparacion del precio de cuatro productos en tres supermercados distintos. Los precios por
kg de los productos en los distintos supermercados vienen dados por la matriz

S; S, S;
Verdura( 8 9 10

Carne (40 50 40

Pan 4 4 3,5

Fruta &12 15 14 )

El nimero de kg comprados respectivamente de cada producto cierto dia por una familia esta dado por la
matriz (2 3 1 2). Mediante el producto apropiado de matrices, comparar el coste del total de la compra
en los tres supermercados. (Soluc: La matriz del coste total de los productos es (164 202 171,5))

El consumo anual medio en litros de leche desnatada, semi y entera de tres familias F;, F, y F3 viene
dado por la siguiente matriz:

desn semi entera

Fl 430 157 8
A =

F2 545 210 1

F3 120 80 3

mientras que la evolucién de los precios en € de tales productos en los Ultimos afios es:

2006 2007 2008 2009
B = desn (80 83 90 92
semi |83 87 88 90
ent 85 88 90 95

Calcular e interpretar A-B (Soluc: Representa el gasto anual de cada familia en leche)

En un centro de estudios de idiomas los alumnos de francés y aleman se distribuyen en 4 niveles como
indica la matriz A. Los precios que pagan los alumnos por hora de clase dependen del nivel en que se
encuentren y de que el aula disponga o no de puestos de laboratorio de idiomas, segun figura en la matriz
B. Calcular lo que percibiria este centro educativo por hora de cada idioma impartido dependiendo de que
las aulas estén o no dotadas de los medios mencionados.

FR. AL.
1 (12 16 1 2 3 4
A=2 |10 11 B=sinlab. | 5 55 8 10
3 |15 11 conlab. | 7 7 10 12
4 |10 7

(Soluc: Haciendo BA obtenemos FR sin 1ab=335 €, FR con lab=424 €, AL sin |lab=298,50 € y AL con lab=383 €)

Texto bajo Licencia Creative Commons Atribucion-NoComercial 3.0 Unported. 140 Contactar en: alfonsogonzalopez@yahoo.es



ALFONSO GONZALEZ
IES FERNANDO DE MENA. DPTO. DE MATEMATICAS

30. Una factoria produce encendedores P, , rotuladores P, , y llaveros P , para cuya elaboracion se precisan
materias primas como gas M, , tinta M, , plastico M3 y metal M, . Dos compafiias distribuidoras D; y D,
se encargan de proporcionar a los comercios estos productos. Sea:

Py P, Ps
D, 1000 650 400

D, 1000 600 350
la matriz de pedido de los tres productos por parte de los distribuidores,

M, M, M, M,
P, (10 0 40 10

B= P, 0 20 60 0

Ps3 0 0 30 30

la matriz que expresa la cantidad de cada una de las materias primas, en gramos, por unidad de cada

producto, y
M (4
M. 2
C=
Mz 3
My L 4

la matriz de costes por gramo de cada material ¢ Qué materias primas forman parte de los llaveros, y en
gué cantidades por unidad producida? Calcular e interpretar el significado de AB, BC y ABC.

(Soluc: En cada llavero hay 30 gr de plastico y 30 gr de metal; AB expresa la cantidad total de cada materia prima que
precisa cada distribuidora; BC es la matriz de costes de cada producto; A BC expresa los beneficios que obtiene cada
distribuidora)

Operaciones con datos en grafos:

31. (pag. 53 libro ed. Anaya) Para viajar de P a R no hay vuelo directo, sino que hay que hacer escala en alguno
de los cuatro aeropuertos de la ciudad Q, segun el siguiente grafo:

(Por ejemplo, para ir de P a Q, hay dos vuelos, mientras que no hay ninguno de Q, a R). Construir la
matriz fila que representa los vuelos de P a Q; y la matriz columna de los vuelos de Q; a R ¢Qué debemos
hacer con ambas matrices para obtener el nimero de combinaciones de vuelos de P a R? ¢Cuantas
formas hay de irde Pa R?  (Soluc: Multiplicarlas; 9 formas distintas)
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32.  En una academia de idiomas hay 100 alumnos en 1°, 90 en 2° y 80 en 3°. Al final de curso se dan los
resultados que se resumen en el siguiente grafo:

25 30 20

D )

60 70
P |—>| 22 | —» |

NMe_ =

5%

Por ejemplo, el 25% de los alumnos de 1° repite, el 60% pasa a 2° y el 5% pasa directamente a 3° (el
resto abandona). Formar adecuadamente la matriz 3x3 que representa el % de alumnos que pasan a los
diferentes cursos. ¢ Cémo debe operarse con la matriz columna que recoge el n°® de alumnos por nivel en
el presente curso para obtener el n°® de alumnos por nivel el préximo curso? (Soluc: Hay que multiplicar la
matriz cuadrada por la matriz columna, y el resultado sera 25 87 84)

33.  (pag. 55 libro ed. Anaya) En una ciudad A hay tres aeropuertos A;, A, y Az, en B hay cuatro y en C dos. Una
persona que quiera ir de A a B un cierto dia de la semana, y de B a C al dia siguiente, dispone de los

vuelos que se recogen en el siguiente grafo:

Construir sendas matrices que representen los vuelos de A a B y de B a C. {Qué operaciéon debe
hacerse entre ellas para obtener el nimero de formas distintas de ir de A a C?

Matriz de adyacencia:

34. Dados los siguientes grafos, indicar de qué tipo se tratan y obtener su matriz de adyacencia:

a) b)

0) d)

3
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3 /?.} BARCELONA

1 t L VALLADOLID
&\ -
/ ! MADRID

/ \ ALICANTE

SEVILLA

9)

35. Dadas las siguientes matrices de adyacencia, dibujar los grafos que representan, e indicar de qué tipo

se tratan:
0011 2021
a)0001 b)0201 c)|0 1 1 d|0 10
2 0 110
0 00O 1110
010100
e 111 100
e) 111 9|0 1
1 00010
111 0 01
000100
0 00OOO

36. Los distintos vuelos de una compafiia a aeropuertos de 4 paises A, B, C y D vienen definidos por la
siguiente matriz de adyacencia:

A B C D
Al 211
B|1 0 10
c|0 0 0O
pD\0O 00O

Dibujar el grafo correspondiente.
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El francés Augustin-Louis Cauchy (1789-1857),
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a la teoria de determinantes, fue de hecho el
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|. DEFINICION

al 1 a‘12

Determinantes ® de orden 2: «Dada la matriz A =(
a

, se define el determinante de dicha matriz, que
21 a22

se designa como det(A), o también |A|, como el resultado de la siguiente regla:

la cual se conoce como regla de Sarrus %

Observaciones: 1?2) El determinante asi definido puede resultar un nimero positivo, negativo o nulo
2%) El determinante tiene que ser necesariamente de una matriz cuadrada.
3%) La razon de definir asi esta nueva herramienta es su enorme utilidad, que se vera en

este tema y siguientes, fundamentalmente la resolucion de sistemas de ecuaciones
lineales y la Geometria.

Ejercicio 1: Calcular los siguientes determinantes de orden 2 (Obsérvese el primer ejemplo):

2 -2
a) =2.3-(-2)-4=14
4 3

by |3 3
-2 1

o |4 2
2 1

d) 5 1‘:

9)

2 -7
00

Ejercicios finaltema: 1y2
Ejercicio PAEG: 3B jun 2010
Ejercicios libro ed. Anaya: pag. 95: 1y 2

! Para reforzar todo lo tratado en este apartado, ver pags. 78 a 80 del libro de ed. Anaya.
% Fue ideada por el matematico francés Pierre Frédéric Sarrus en 1833.
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Determinantes ° de orden 3: En este caso la regla de Sarrus consiste en sumar los 6 posibles productos de 3
elementos en los que interviene un elemento de cada fila y columna (es decir, las 6 diagonales); los 3
productos a los que no se les cambia el signo (+) y los 3 a los que si (=) vienen dados por el siguiente
esquema:

a, a;

, x| = ?113-223-33 +ta,,8,,ay t a13a21a32' _|a13a22a31 88,853 _anazsaa%
Y Y

a3, dg

+ —_

Ejercicio 2: Calcular los siguientes determinantes de orden 3 (Obsérvese el primer ejemplo):

13 3

o 1 2=1.1.443.2.343 .2 .2-3 1 3-1 2 2-3 2 4:4+18+12—9—4—24
3 2 4
2 1 2

b) 3 = (Soluc: 1)
4 3
-1 2 4

C) > 1 o|= (Soluc: 25)
231
5 -3 1

d) > 1 o= (Soluc: 34)
-2 3
1 0 -2

e) 3 4 2= (Soluc: 36)
2 1 3
2 1 -5

) 1 -1 1|= (Soluc: 0)
2 1 -5

% para reforzar todo lo tratado en este apartado, ver pag. 89 del libro de ed. Anaya.
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2 0 4

9) 3 0 1= (Soluc: 0)
-2 0 2
1 2 1

h) 1 -1 2= (Soluc: 0)
3 0 5

Ejercicios final tema: 3

¢Existira una regla de Sarrus para determinantes de orden 4? La respuesta es que si, pero resulta tan
complicada —consta de 24 elementos— que no es muy practica; en su lugar veremos en el apdo. Il un método
mucho mas comodo, la llamada «Regla de Laplace».

Resefia histérica: En su sentido original, el determinante determina —de ahi su nombre— la unicidad de la solucién de un sistema
de ecuaciones lineales, y fue introducido en este sentido para el caso de orden 2 por el italiano Gerolamo Cardano (1501-1576)
en 1545 como una regla para la resolucién de sistemas de dos ecuaciones con dos incognitas. El aleman Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646-1716) hizo lo propio en 1693 en relacién con los sistemas de ecuaciones lineales de mayor orden. Por lo tanto, los
determinantes surgen siglos antes que las matrices: recuérdese que en el tema anterior vimos que el inglés James Joseph
Sylvester (1814-1897) fue quien utilizéd por primera vez el término “matriz” en 1848-1850, dando a entender que la matriz era “la
madre de los determinantes”.

Las contribuciones mas prolificas a la teoria de los determinantes fueron las del matematico francés Agustin-Louis
Cauchy (1789-1857), quien, por ejemplo, demostré por primera vez que |A-B|=|A|-|B]|. Ademas, utiliz6 por primera vez el
término «determinante», en 1801. El desarrollo de un determinante por cofactores fue empleado por primera vez por el
matematico francés Pierre de Laplace (1749-1827) en 1772. Por su parte, el inglés Arthur Cayley (1821-1895) es el inventor de la
notacion actual de los determinantes mediante barras (1841) y establece la formula para el célculo de la inversa de una matriz

mediante determinantes (1858).

Il. PROPIEDADES de los DETERMINANTES *

@ «Si permutamos dos filas (o columnas), el determina  nte cambia de signo ®»

Ejempilo justificativo:

1 2 -1

3 6 9|=

2 1 3
Permutando, por ejemplo coyc

-1 2 1

9 -6 3=

3 1 2

“Ver péags. 82 y 83 del libro de ed. Anaya.
® Esta propiedad es facil de demostrar aplicando la regla de Sarrus.
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® «Si dos filas (o columnas) son iguales, el determin  ante es nulo °»

Ejempilo justificativo:

-1 2
7 -2 1=
-1 2

@ «Si todos los elementos de una fila (o columna) son nulos, el determinante es cero  '»

«Si multiplicamos por el mismo nimero todos los ele mentos de una fila (o columna), el valor del

determinante queda multiplicado por dicho nimero 8

De las 6 lineas posibles, indiquémoslo, por ejemplo, para c,:
a; k'a'lz a3 a; &, Qg
ay k'azz 3| = k- 8y 8y 8y

a3 k'asz Q33 85 Qg g

Ejemplo justificativo:  En un ejemplo anterior hemos visto que

1 2 -
3 6 9|=-24
2 1 3

Ahora bien, utilizando esta propiedad en sentido inverso, es decir, sacando factor comin 3 de f,, resulta
més féacil su célculo:

1 2 - 1 2 -
3 6 9|=3-|1 -2 3|=
2 1 3 2 1 3

Observaciones: 1%) Como pudo advertirse en el ejemplo anterior, esta propiedad es muy util a la hora de
simplificar, cuando se pueda, un determinante de coeficientes elevados antes de
calcularlo, a base de extraer factor comdn de una (0 varias) linea(s):

5 10 5 1 21
4 2 2(=5.2:3:2 1 1=
3 0 6 1 0 2
extrayendo de f, 987
defy

22) Esta propiedad se puede aplicar en el otro sentido, es decir, para introducir —cuando
convenga— un factor multiplicativo en un determinante. jIMPORTANTE! Dicho
factor multiplicativo podemos introducirlo en la fi la o columna que deseemos,
pero sélo en una:

® Esta propiedad es una consecuencia de la anterior.
" Esta propiedad es obvia debido a la regla de Sarrus.
8 De nuevo facil de demostrar aplicando Sarrus.
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1 2/3 -
3-8 0 1=
1 -1/3 2

3%) jCUIDADO! Conviene no confundir esta propiedad con la idea, vista en el tema
anterior, de que para multiplicar una constante por una matriz se multiplicaban todos
los elementos de dicha matriz.

1 2/3 -1 3 2 -3
33 O 1|=/9 0 3
1 -1/3 2 3 -1 6

4%) CONSECUENCIA: «Si dos filas (o columnas) son proporcionales, el
determinante es cero» .

Efectivamente, si dos filas (0o columnas) son proporcionales, entonces podemos
extraer la constante de proporcionalidad de una de ellas, con lo cual pasara a tener
dos filas (o columnas) iguales, y debido a la 22 propiedad el determinante valdra
cero.

Ejempilo justificativo:

Podemos predecir, sin necesidad de desarrollarlo, que el siguiente determinante

vale cero:
1 2 6
3 2 -6
2 1 3

Ya que c5=3C,. Compruébese.

@ Descomposicién en sumandos a partir de los elemento s de una fila (o columna): La siguiente
descomposicion es valida® cualesquiera que sean las filas (o0 columnas), y el n° de sumandos; nosotros
aqui la indicamos para la f, y 3 sumandos:

a b c a b c |a boc |abc
d.+-e-ﬁ g+—h-—Aj+kﬂ;= d) (@ (j)+|e] h] K|+ A
m n p mn p mnp mnp

Observaciones: 1%) Como ya se ha indicado, la descomposicion es valida ya sea por cualquier fila o
columna, y por el n° de sumandos que deseemos. Por ejemplo, comprobémoslo
desarrollando el siguiente determinante cuyo valor (-24) ya conocemos, por f;y 2
sumandos:

1 2 - 1 2 -1 1.2 411 2 -
3 6 9/=3 -6 9 |=3 6 9(+3 6 9|= + =-24
2 1 3| (102 (DD O (1) 10 2

° La demostracion por Sarrus es sencilla pero muy laboriosa.
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O por ¢, y 3 sumandos:

1 2 -1 @A¥ou0 2 -1 @ 2 -1 o) 2 - 2 -
3 6 9|=(1{1¥/h -6 9|=(D -6 9[+[1] 6 9|+/hA -6 9|= + + =-24
2 1 3| (10 1 3] W 1 3/ |1 1 3 1 3

Tambien funciona con restas; comprobémoslo desarrollando por f,:

1 2 -1 24120 -2 (2 2 A) |1 10/ (2
-6 9|=| 3 -6 9|=3 6 9-83 6 9= - =-24
2 1 3 2 1 3 2 1 3 12 1 3

2%) jCUIDADO! No se puede descomponer a la vez por dos filas (0 columnas), sino que hay
gue descomponer primero por unay luego por otra:

101 1 0 1
2 1 3=[1+1 0+1 2+1# = + = #
2 2 3 [1+1 1+1 1+2

INCORRECTO

Lo correcto es lo siguiente:

Desarrollamos por f2
1 0 1 ‘ 1 0 1 1 0 1

1 0 1
2 1 3=|1+1 0+1 2+%=|1 0 2 [+ 1 1 1=ﬁ
2 2 3

1+1 1+1 1+2 |1+1 1+1 1+2 [1+1 1+1 1+2
Desarrollamos
ambosporf3

1013 1013 (10 1 0 1

=1 0 2+1 0 2/+[1 +1 1 1=+ + + =
1113 (112 1 11 2

0, porque

f2=f3

3%) La utilidad de esta propiedad se vera mas adelante, a la hora de calcular ciertos
determinantes simplificandolos previamente...

@ «Si una fila (o columna) es combinacion lineal de | as restantes, el determinante es cero, y _
viceversa "%»

Para entender esta propiedad, primero tenemos que recordar qué se entiende por combinacion lineal.
Por ejemplo, una combinacion lineal de las filas de una matriz es una expresion de este tipo:

af, +Bf,+yf;+.... dondea,B,y... OO
Por ejemplo, son combinaciones lineales las siguientes:
f,=f,+f5 C5=C,+2C4 f,=3f,-f5 c,=3c4

Y no lo son expresiones como f,=f,+5, f,=f -f,, c,=2+c +c,, etc.

1% Esta propiedad fue demostrada por primera vez por el aleman Heinrich F. Scherk (1798-1855), en 1825.
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Por dltimo, notese que, por ejemplo, f, =f,-f, es equivalente a f,=f; +f; o f,=f,-f,

Ejemplo justificativo: ~ Vamos a inventarnos un determinante cuyas filas cumplan, por ejemplo, la
combinacion lineal f,=f, +f,:

1 2 -
3 6 9
4 -4 8

Pues bien, puede comprobarse que su valor es 0.

Observaciones: 1%) Lo curioso de este teorema es que el inverso también se cumple: si un determinante
es nulo hay una combinacién lineal. Por ejemplo, en el ejercicio 2, apdo. h,
obtuvimos que:

2 1
1 -1 2/=0
3 0 5

Por lo tanto, hay por fuerza una combinacién lineal en sus filas. ¢ Cual es?

2%) Pero mas sorprendente es que si hay combinacion lineal por filas también debe
haberla por columnas ¢Podria encontrarse en el caso de los dos determinantes
nulos anteriores?

1 2 - 1 2 1
3 -6 9(=0 1 -1 2/=0
4 -4 8 3 0 5

En el primer caso es bastante obvia, no tanto en el sequndo. Encontrar la
combinacion lineal en algunos casos puede llegar a ser un reto'’...

3%) Esta propiedad es una de las grandes aplicaciones de los determinantes, y el motivo
de que los vayamos a utilizar hasta final de curso: son como una especie de
herramienta o test que nos permite detectar si hay o no combinacién lineal.

@ «El determinante del producto de matrices es el pro  ducto de los determinantes  **»:

|det(A-B) = detA -detB

«El determinante de una matriz coincide con el de s u traspuesta By

det(A) = det(A")

Una Ultima propiedad:

det(AA)=A"detA| donde A es una matriz de orden n

11 . . S . S .
De todas formas, méas adelante veremos un método para obtener la combinacion lineal de forma algebraica, es decir, sin recurrir a
nuestra mayor o menor vista “matematica”...

2 Esta propiedad fue demostrada por primera vez por el francés Agustin-Louis Cauchy (1789-1857). La demostracion es complicada.

13 i . - . - .
La demostracion, al igual que la de la siguiente férmula, es trivial. Inténtese...
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Ejercicio justificativo:  De la 12 formula:

2 0 -2y(3 0 -3
2 1 1|2 1 =
-2 -1 3 1 0 1
De la 22
3 0 -3 3 21
-2 1 2|= 0 1 0=
1 0 1 -3 2 1
De la 32
2 0 -2
212 1 -1|=
-2 -1 3

determinante no varia **»

Ejemplo justificativo:
conocido:

«Si a una fila (0 columna) le sumamos (o restamos)

una combinacion lineal de las restantes, el

Vamos a partir de uno de los determinantes del ejercicio anterior, de valor

3 0 -3
-2 1 2|=6
1 0 1

Y, por ejemplo, vamos a sumar a f; la combinacion lineal f,+f,:

la que cambia

L'_I
L no varian

Puede comprobarse que el valor del determinante no ha variado.

Observaciones:

13)En la combinacién lineal no tienen por qué figurar todas las restantes filas (o

columnas); de hecho, no es habitual que ello ocurra. Por ejemplo, en el determinante
anterior, hubiera sido mucho mas util sumar a ¢, la columna c;:

3 0 -3 [0 0 -3

-2 1 2|=0 1 2|=

1 0 1|2 0 1
c,=C +C

B o
la que cambia no varia

* La demostracion de esta propiedad, que no es complicada, se basa en las anteriores.
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De esta forma, hemos creado varios ceros, lo cual es, obviamente, muy util a la hora
de calcular determinantes. Y esta es precisamente la idea del método de Gauss, que
veremos a continuacion.

2%) Es importante hacer notar que la(s) fila(s) o columna(s) de la combinacion lineal no
varian, y que la que cambia es aquella a la que sumamos (o restamos, que también
puede ser) la combinacion lineal. También hay que tener en cuenta que la fila (o
columna) a la que sumamos (o0 restamos) la combinacion lineal no se puede ver
multiplicada por ningn namero, ni cambiada de signo, porque entonces si que varia
el determinante. Por ejemplo, no podemos hacer f,=2f,-f;, o ¢,=-c, +c,, etc.

Consecuencia: METODO de GAUSS para calcular determi  nantes de cualquier orden:  «Consiste en,
mediante la utilizacién de la propiedad anterior, transformar la matriz en triangular inferior o escalonada; el
determinante sera entonces igual al producto de los elementos de la diagonalls». Por ejemplo, para orden 4:

Ejemplo justificativo: ~ Aunque no es lo habitual, vamos a aplicar el método de Gauss para calcular un
determinante de orden 3 cuyo valor ya conozcamos, como por ejemplo:

3

1

-3
2|=6
1

o/ O

En primer lugar, y como se trata de hacer ceros debajo de la diagonal, es muy recomendable conseguir tener
un 1 (también vale un -1) en la esquina superior izquierda de la matriz; en este caso lo conseguimos
permutando f; y f,:

2=
1 f
f sty

Obsérvese que, debido a la propiedad @, hemos cambiado de signo el determinante. Este 1 en esa posicién
se llama pivote (de hecho, este método a veces se llama “pivotal”). Una vez conseguido el pivote, hacemos

ceros debajo de él:

1 0 1
41=-I0\I\4|=~(-6)=6
—3T 00

fy=f,-3f, Por Sarrus

la que cambia L no varia (la del pivote)

a * *

15 Ideado por el aleman Carl Friedrich Gauss (1777-1855). Trivial, por ejemplo, en el caso de orden 3, por Sarrus: (0 b *|=a-b-c

0 0 c
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Pero para lo que resulta verdaderamente (til este método es para determinantes de orden 4 o superior; por

ejemplo:
2 0 40 1
1 -1
2 2\2 1 2
2 IN\1 1
f, S,

Nétese que este método pivotal es ordenado, es decir, el pivote va saltando por la diagonal, y se trata en cada
paso de hacer ceros debajo de él. Ademas, como puede verse en el penultimo paso, el pivote no tiene por
qué ser necesariamente 1 (o -1). Una desventaja de este método es que a veces se hace laborioso conseguir
un pivote...

Ejercicios final tema: 4 a 14

Ejercicio PAEG: 3B jun 2013, 3A jun 2013, 3A sept 2012, 3B jun 2010 (+ matrices), 3A sept 2008, 1B jun
2003, 4B jun 2002, 3B jun 2005, 3A sept 2006, 1B sept 2010 (+ intervalos concavidad)

Ejercicios libro ed. Anaya: pag. 83: 3y 4; pags.. 95 y ss.: 8, 14, 20, 38 y 39 (propiedades de los determinantes), 3 y 15
(ecuaciones con determinantes)

l1l. DESARROLLO de un DETERMINANTE por los ELEMENT _OS de una FILA ™

Supongamos una matriz cuadrada:

Menor complementario del elemento a j: «Es el determinante que resulta de suprimir la fila i y la
columna j de la matriz A; se designa como a;»

Por ejemplo:

a11 a12 a 3 a14

a, 3, &,
A= Oy =83 85 8|~
a, 8, 8y
Ay 2 Q3 Ay
a, a3 a,
A= y Ay Gy Ay a. =la a a.l=
= L 42 ~ |9 23 24| = e
R p Qa3 Ay a a a
a o o a 31 Y33 Ay
41 r 45 44

etc...

Adjunto del elemento a j: «Es el menor complementario a; precedido del signo + o — segin que la suma
de lafila i y la columna j sea par o impar, respectivamente. Se designa como
Aij»:

A= (-n™ Q0

®Ver pags. 85y ss. del libro de ed. Anaya.
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En realidad, el signo al que hay que afectar el menor complementario a; se calcula mas facilmente mediante
la “regla del tablero de ajedrez”; por ejemplo, para una matriz cuadrada de orden 4:

+

+
* *

! gt %!
st ! ot %l
*! ot %!
st ! oxt o

Ejercicio 3: Escoger un determinante de orden 3 de valor conocido y hallar los adjuntos correspondientes a
una linea —por ejemplo, A1, A Y Az, correspondientes a la 12 fila—. Calcular a continuacion la
expresion aj;A;1+ag.Ar+aisAis y comprobar que se obtiene |A].

1 2 -
Supongamos |3 -6 9|cuyo valor es, como vimos, -24
2 1 3

Para ver el signo correspondiente a cada adjunto segun la regla del tablero de ajedrez sefialamos
dichos signos en la fila donde vamos a hacer el desarrollo, es decir, f;:

42Ty . '
A=B 6 9 —VAM:‘:L 3‘:—18— =-27
2 1 3
172 T
ayAy, ta,A, taA, =1(-27)+2.9+ (=) 15 =
A= 3 6 9 ) Alz__3 9:_(9_18):9 | 117 M1 127 M2 137 '13 ( ) ( )
3 =-27+18-15=-24=|A|
2 3
-+
2=ty s -6
A=|3 6 ¢ —»AB:‘Z ‘:3+12:15
2 1 3 ]

Puede comprobarse que si hacemos un desarrollo tal por cualquiera de las otras 5 lineas se
obtendra siempre el valor del determinante. Esto es precisamente lo que descubrid el francés
Pierre-Simon Laplace (1749-1827):

METODO de LAPLACE para calcular determinantes de cu alquier orden: «El determinante de una
matriz cuadrada es igual a la suma de los elementos de una fila (o columna) cualquiera multiplicados por
sus adjuntos correspondientes’’».

7 \Ver demostracion en péag. 86 del libro de ed. Anaya.
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Ejercicio 4. Desarrollar el determinante anterior por Laplace por otra linea y comprobar que se obtiene |A|.

Ejercicio 5: Desarrollar por Laplace el siguiente determinante de un ejemplo anterior, y comprobar que se
obtiene el mismo resultado (-6):

20 40
11 -11
2 2 2 1
12 1 1

(Ayuda: Adviértase que conviene desarrollar por una linea que contenga el mayor nimero de ceros posible)

B Notese que con el método de Laplace podemos justificar la validez del método de Gauss. En efecto, si en el
siguiente determinante:

hacemos un desarrollo por Laplace por ¢, obtendremos trivialmente a-b-c-d  (C.Q.D.)
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B Como es facil de advertir, a la hora de hacer un desarrollo por Laplace por una linea conviene tener el mayor
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ndmero posible de ceros; de ahi la conveniencia del siguiente

METODO PRACTICO (o Método mixto) para calcular dete rminantes de cualquier orden:  «Antes de
desarrollar por una fila (o columna) por Laplace conviene hacer el mayor nimero posible de ceros en ella,
aplicando la propiedad ®, es decir, sumando combinaciones lineales apropiadas*®»

Ejercicios final tema: 15 a 22
Ejercicio PAEG: 3B jun 2009

Ejercicios libro ed. Anaya: pag. 87: 3; pag. 88: 1; pags.. 95 y ss.: 9, 10 y 43 (célculo de determinantes de orden 4 o
superior); pag. 97: 19 (céalculo de determinantes en funcién de un parametro)

MATRIZ INVERSA *°

IV.1DEFINICION y CALCULO

Recordar: El inverso de 2 es 27" porque 2.2°'=2"1.2=1.De la misma forma se define la inversa de una
matriz:

Definicion: «La matriz inversa de una matriz cuadrada A se designa como A y es aquella que
verifica:

A-A=At.A=1

Dada A, no siempre existe A, pero si existe se dice que A es regular o inversible ; en caso contrario, A
se llama singular »

¢, Como se calcula? Necesitamos previamente la siguiente definicion:

Matriz adjunta de una matriz cuadrada A:  «Es la matriz formada por los adjuntos correspondientes
Aj. Se designa como Adj(A) »:

L

-'Adj(A)
| Al

La matriz inversa se calcula mediante la siguiente formula®: |A™ =

Consecuencia: OA™" < |A|£0

Observaciones: 12)Por lo tanto, en la practica es preferible comenzar por calcular |A| para ver si3 A™, y
en caso afirmativo calcular a continuacion la adjunta.

22) Existe otro método, debido a Gauss, para calcular la inversa, quiza mas laborioso.?*

18 Ver pag. 88 del libro de ed. Anaya.
19 Ver péags. 58 y 111 del libro de ed. Anaya.
20 \/er demostracion en pag. 112 del libro de ed. Anaya. El inglés Arthur Cayley (1821-1895) fue quien establecié esta férmula, en 1858.
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Ejemplo:
2 2 2
A=|2 1 0| —» |AIF4-8-6+8=-2= 0OA™"
3 2 2
10 20 2 1
11:(_2 2):2 A _(3 2):_4 13 [3 _2):_7
+ -
2 272 Yy - - 2 -4 -7
A=[2*1 0|4 A, =- =0/ A, = =2 A, =- =2 + Adj(A)=| 0 -2 -2
S -2 2 3 2 3 2
3 272 -2 4 6
A_—22_ (2 2)_ A 2—2_6
31 1 0 - 32 2 0 - 33 2 1 B
2 0 -2 1 1 2 0 -2 -1 0 1
- ‘AdjA)=|-4 2 4| > A'1=T-‘Adj(A)=—2 -4 -2 4|=| 2 1 -2
-7 -2 6 Al -7 -2 6 7/2 1 -3
-1 0 1)2 -2 2
Comprobacion: AtMA=| 2 1 2|2 1 0|=
7/2 1 3)\3 2 2
Ejemplo:
-1 4 2
A=|0 -3 0| —» |A]=6-6=0=|[A"
-1 1 2

IV.2USO de DERIVE PARA MATRICES y DETERMINANTES

= Introducir una matriz: []

= Hallar su determinante: DET][ ]+ =

= Trasponer una matriz: [ I+ =

= Adjunta de una matriz: ADJOINT][ ]+ =
* Inversa de una matriz: [ ]A(‘l) + =

L Ver péag. 58 del libro de ed. Anaya. Para calcular la inversa de una matriz de orden 4 es preferible por matriz adjunta; para orden 5 o

superior, compensa mas por Gauss...
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= Potencia de una matriz: [ ]An

Ejercicios final tema: 23 a 34

Ejercicio PAEG: 3B sept 2005, 1B sept 2003, 3B jun 99, 3A jun 2008

Ejercicios libro ed. Anaya: pag. 59: 1y 2; pag. 72: 16 a 18; pag. 112: 1y 2; pag. 120: 9y 10 « Célculo de Al
pag. 120: 12, 28, 29, 30y 37 « Célculo de Al con parametro

IV.3ECUACIONES MATRICIALES

«Son aquellas en las que la incognita X y los coeficientes A, B, C... son matrices». También existen los
sistemas matriciales. Recordemos que no existe la divisiébn de matrices; por tanto, para despejar X hay que
multiplicar por una determinada matriz inversa por el mismo lado en ambos miembros  (pues el producto de
matrices no es conmutativo):

Ejemplo: Supongamos la siguiente ecuacién matricial:

AX+B=C donde A, B, Cy X son matrices

Comenzamos a despejar X aplicando las propiedades permitidas de matrices vistas en el tema
anterior:

AX=C-B

A continuacion, para despejar X, en este caso tenemos que multiplicar ambos miembros y por el mismo lado
—en concreto el izquierdo— por Al
A*AX=A"'(C-B)

Y teniendo en cuenta que, por la definicion de matriz inversa, A'lA:ﬂ, nos queda:
1 x=A"*(C-B)
Finalmente, y como la matriz 1 es el elemento neutro del producto:
X=A""(C-B

NOTA: En el antependltimo paso hubiera sido incorrecto proceder de la siguiente forma:

AT EX=(C=B)A

¢ Por qué?

Ejercicios final tema: 35 a 49

Ejercicio PAEG: 2B sept 2002, 3B sept 2007, 3A jun 2006, 3A jun 2004 «— Matrices de orden 2

1B jun 2001, 3B sept 2000, 3B jun 97, 3A sept 99, 1B sept 2001, 3B sept 2004, 2B sept 98,
1A jun 98, 3B sept 97, 3A jun 2009, 3A sept 2010, 3A sept 2009 «— Matrices de orden 3

Ejercicios libro ed. Anaya: pag. 121y ss.: 21 a 25y 32; pag. 74: 36
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V. RANGO de una MATRIZ #

Definicidn: «Un conjunto de vectores es linealmente dependiente (se suele abreviar como I.d.)cuando uno
de ellos puede expresarse como combinacion lineal de los restantes. En caso contrario, son
linealmente independientes  (L.i.)»:

NOTA: Alguno de los coeficientes de la combinacion lineal puede ser 0 (lo cual, por cierto, es lo habitual...)

Ejemplo:
1 -2 3 -1 2
2 1 2 4 5
A=
3 -1 1 3 74— f7h,
5 0 -1 7 12— T,

En este caso cualquiera de los siguientes conjuntos de vectores fila: {f1, f2}, {f1, fa}, {f1, fa}, {f2, f3},
{f2, f4} y {f3, f4} es Li. Ahora bien, en el momento en que introduzcamos en cualquiera de ellos un
vector de los restantes pasara a ser l.d.; por ejemplo, {f, f,, f3} es l.d. porque hay combinacién
lineal.

Por cierto, si f,=f,+f3, y fa=f1+f5, ¢ qué relacion hay entre {f;, f5, f4}? Compruébese.

JY entre {fy, f3, T4}?

Definicion: «Rango de una matriz = n° de filas (o columnas) l.i.»

En el ejemplo anterior, rgA=2, ya que hemos visto que como maximo hay 2 vectores fila L.i.

Observaciones: 12) «El rango por filas coincide con el rango por columnas»®®

Lo que dice este teorema es que si, por ejemplo, en la matriz anterior habia a lo sumo
2 filas L.i, también habra como méaximo 2 columnas l.i. Por cierto, ¢ Podria encontrarse
alguna de las combinaciones lineales por columnas?

2%)Vamos a reescribir, por motivos practicos, y a la luz de la definicion de dependencia
lineal, la propiedad ®:

|A|=0 < sus filas (o columnas) son I.d.

Por lo tanto, un determinante es una magnifica herramienta a modo de test para
descubrir la posible existencia de combinacién lineal™* y, por tanto, para hallar el
rango de un conjunto de vectores, o lo que es lo mismo, de una matriz.

= El rango de una matriz también se llama caracteristica. Ver pags. 63 a 65 y 89-90 del libro de ed. Anaya.
s Ver demostracion de este teorema en pag. 67 del libro de ed. Anaya.

24 . . . S . S .
Nétese que con ello descubrimos la existencia de combinacion lineal. Como es en concreto la combinacion es otro asunto; ahora bien,
normalmente basta Unicamente con saber si hay o no combinacion.
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Célculo préactico del rango de una matriz:  Existen 3 métodos:

1° Por determinantes % (Orlando menores) %:

Definicion: «Dada una matriz, un menor de orden k es cualquier determinante de orden k que podemos
obtener suprimiendo filas y/o columnas»:

Ejemplo: En la matriz del ejemplo anterior algunos menores de orden 2 serian los sefialados con
recuadro:

1 -2
= 5 1‘ =5 gue resulta de suprimir f3, f4, C3, C4 Y Cs
1 -2 -
11 =-1 que resulta de suprimir fy, f4, ¢4, C4 ¥ C5
-1 2 -
7 19 =-26 que resulta de suprimir f, f3, €1, Co y C3

Ejemplos de menores de orden 3 serian:

1 -2 3

2 1 -2=0 que resulta de suprimirfs, c4y Cs

3 -1 1

2 1 -2

3 -1 1|=0 que resulta de suprimir f, c; y Cs

5 0 -

2 -1 2

-1 3 7|=0 que resulta de suprimir f,, f3, C1, C, y C3
0 7 12

Por cierto, era de esperar que todos los menores de orden 3 fueran nulos ¢Por qué?

Menores de orden 4 hay claramente cinco, todos ellos obviamente nulos; he aqui dos ejemplos:

1 273 '—1’| 2 1 2 3 -

A= 21 -2 4'— —5 ————— > 21 =4 =0 que resulta de suprimir cs
:3 -1 1 3: 7 3 -1 1 3
5.0 -1 7,12 5 0 -1 7
1 3 -1 2

2 2 4 5 -

=0 que resulta de suprimir c,
3 1 3 7
5 -1 7 12

% Ver pag. 89 del libro de ed. Anaya.

2 Segln la R.A.E. orlar es afiadir algo alrededor de una hoja, parrafo, imagen, etc.
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LES. “Fernando de Mena’

4
Ha
iz 94y

Este ejemplo nos conduce al siguiente resultado:
«El rango de una matriz es igual al orden del mayor menor no nulo de dicha matriz»
Y en este hecho se basa el siguiente

Procedimiento ordenado para hallar el rango de una matriz (Orlando menores):

1 2!'3 -1 2 1°) Empezamos eligiendo un menor de orden 2 no nulo (p. ej. el
2 1) -2 %45 recuadrado), que, por tanto, nos garantiza que rgA>2, es decir, al
A=I371 1 3 7[~--menosfiyf,sonli:
5 0 -1 7 12 Tt~
S~h -2

2 1

‘:57&0 = rgA=2

(Si todos los menores de orden 2 que pudiéramos formar cubriendo
ordenadamente toda la matriz fueran nulos, concluiriamos que rgA=1)

2°) Al menor anterior le vamos orlando sucesivamente el resto de columnas
y la siguiente fila, es decir, f;: vamos calculando sucesivamente cada uno
de los tres menores de orden 3 posibles, es decir, |c; ¢, cs|, [c1 co el ¥
|cl (o 05|, y en cuanto encontremos uno de ellos no nulo = rgA>3

Ahora bien, si estos tres menores fueran nulos concluiriamos que f; es
combinacion lineal de f; y f, y pasariamos a repetir el procedimiento
anterior con f,: si los tres menores de orden 3 fueran también nulos,
como no nos quedan mas filas = rgA=2; pero si alguno fuera no nulo
= rgA>3

(En este ejemplo concreto podemos comprobar que los seis menores de orden 3 que
podemos formar y que cubren ordenadamente la matriz son todos nulos

3° Formariamos los dos menores de orden 4 posibles que cubren
ordenadamente la matriz y que resultan de orlar el menor de orden 3
anterior no nulo: si ambos son nulos = rgA=3; en caso contrario, y
como ya no nos quedan mas filas para orlar = rgA=4

Observaciones: 19) rg Apwm=min(m,n)

Por lo tanto, si por ejemplo la matriz es 4x5 y hemos obtenido que el rg es 4, significa que
hay 4 columnas li.,, es decir, cualquier columna es combinacién lineal de las cuatro
restantes.

2%) Si, por ejemplo, todos los menores de orden 3 que puedan formarse cubriendo
ordenadamente la matriz son nulos, el rango se queda en 2, es decir, por razones
obvias de dependencia lineal el rango no puede saltar a 4 (pues todos los menores
de orden 4 por fuerza serian nulos).

3%) El procedimiento es de abajo a arriba, es decir, empezamos estudiando si el rango
al menos es 2, y vamos subiendo. Ahora bien, si hay un parametro en la matriz y
hay que estudiar el rango en funciéon de éste se recomienda proceder de arriba
abajo, por el motivo que veremos cuando hagamos los ejercicios del final del tema.
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4?) La Unica matriz de rango O es la matriz nula, O.

"

5%) Para hallar el rango con Derive: RANK] + =

Ejemplo:

2> 111 3 0 1°) Empezamos eligiendo el menor de orden 2 recuadrado, que, al ser no

:__1 1:"5~1\:2 nulo, nos garantiza que rgA>2, es decir, al menos f; y f, son
A = - = ~N - 1 -

1 2 -15 1 ~~Lis

2 4 29 2 T~

~~» |2 —
1 1‘—3#0 = rgA =2

2°) Al menor anterior le vamos orlando sucesivamente el resto de columnas
y la siguiente fila, es decir, f3:

2 1 -
lc,c,c,|=|-1 1 0|=-2+2+1-1=0
12 -
2 1 -13|0 ) 1 3
a=|ft Lt 0 12 lc,c,c,|5|-1 1 1/=10+1-6-3+5-4#0 = rgA=3
1 2 -15 125

(Notese que ya no es necesario hallar |c; ¢, cs|; ahora bien, si estos tres
menores hubieran sido nulos concluiriamos que f; es combinacion lineal
de f; yf, y pasariamos a repetir el procedimiento anterior orlando con f,).

3°) Calculamos a continuaciéon los dos menores de orden 4 posibles que
cubren ordenadamente la matriz y que resultan de orlar el menor de
orden 3 anterior no nulo:

2 1 -13
|cccc|-_110 e =0

172 ¥3 ¥4 12_15

2 4 -2 9

13 0

11 -2
- =920 =[1gA=4]

2 5 1

4 9

(Si ambos hubiesen sido nulos = rgA=3)
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2° Por Gauss %’ (i.e. por matrices):

3 transformaciones permitidas  entre matrices (el rango no varia):
12) Podemos permutar 2 filas (o columnas) vy el rango de la matriz no varia.
En efecto, si existe combinacion lineal, evidentemente el hecho de que permutemos dos filas (o
columnas) no va a hacer que ésta desaparezca; simplemente, cambiara de expresion.
2%) Podemos multiplicar (o dividir) una fila (o columna) por un nimero  (#0) y el rango no varia.
En efecto, si existe combinacion lineal, el hecho de que multipliquemos una fila (o columna) por un

ndmero (#0) tampoco va a hacer que ésta desaparezca; en todo caso, cambiara de expresion.

3%) A una fila (o columna) podemos sumarle (o restarle) una combinacion lineal de las restantes
y el rango no varia.

idem.

3 supresiones permitidas en una matriz (el rango no varia):
12) Podemos suprimir filas (o0 columnas) nulas y el rango de la matriz no varia.
En efecto, un vector fila (0 columna) formado integramente por 0 no puede aportar nada a efectos
de combinacion lineal.
22) Podemos suprimir una fila (o columna) proporcional a otra  y el rango no varia.

En efecto, el hecho de que exista una fila (o columna) proporcional a otra no aporta nada al rango

de la matriz, es decir, si suprimimos una de las dos (jNo las dos!) evidentemente el rango no
variard. Por ejemplo:

|
=
g = W

3
£0
1 111 1]

[0, ISR
RN

~1 312 -1
=rg( ):2 porque ‘1

iCUIDADO! En general, si hay n filas (o columnas) proporcionales entre si, se suprimen n-1 (jno
todas!), y nos quedamos con una.

3%) Podemos suprimir una fila (o columna) que sea ¢ ombinacion lineal de las restantes vy el
rango no varia.

La razon es analoga a la del caso anterior:

1 -2 3 -1 2
2 1 -2 4 5 1 -2 3 -12
g =rg
1137 2 1 -2 4 5

fo=f +f, 5—0—t—7 12

=2 orque 1
= porq >

f =t

Por Gltimo, a veces se utiliza el hecho de que rgA=rgA ', de obvia justificacion.

27 Ver pag. 66 del libro de ed. Anaya.
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Célculo del rango por Gauss: «Mediante las 6 operaciones anteriores hacemos 0 de bajo de la
diagonal; el rango sera entonces igual al n° de ele  mentos no nulos en ella»

Por ejemplo, supongamos que hemos aplicado las 6 operaciones permitidas y llegamos a la siguiente
matriz triangular:

ya que, en efecto, el menor |c; ¢, c3| es no nulo. Hay que hacer hincapié en que, a la hora de hacer el
recuento final de elementos no nulos sobre la diagonal, hay casos en los que se puede evitar algin 0 a

base de permutar columnas. Por ejemplo, supongamos que al aplicar Gauss llegamos a la siguiente
matriz:

N R B
Wk o

Podriamos concluir equivocadamente que el rango es 2. Ahora bien, si permutamos columnas y seguimos
triangularizando la matriz:

{123 45 143265 (1 4 3 25
.=rg|0NO0 1 1 1|=rg|O0\1 1 0 1|=rg|O\1 1 0 1|=3
0 O\N1 2 3 0 221 0 3 0 0N-10 1
N\ AN N\
cz‘:.c4 f3=f3—2f2
2345 _ (13245)

0333 903033

suprimimos f,, por ser oca f, c,5¢C,

De todas formas, y como ya comentamos al hablar del calculo de determinantes, Ina desventaja del método
de Gauss es que a veces se hace laborioso conseguir un pivote.

3° Método mixto (método practico):  «Se recomienda calcular el rango por menores, pero  aplicando,
cuando proceda, alguna de las seis operaciones perm itidas»

Ejercicios final tema: 50 a 53
Ejercicio PAEG: 3A jun 2007, 3A sept 2004, 3A sept 98, 4B jun 98 — Rango en funcién de un parametro
3B jun 2012 « tedrico + matriz inversa

Ejercicios libro ed. Anaya: pag. 73: 29; pags.. 96 y ss.: 12, 13, 16 a 18 (rango en funcion de un parametro); pag. 64: 2 a 5;
pags. 73y ss.: 27 y 28 (dependencia lineal de vectores)
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53 EJERCICIOS de DETERMINANTES

2° BACH.

Célculo de determinantes. Propiedades:

1. Calcular los siguientes determinantes de orden 2:

a) 7 - b) 4 1 c) 00 d) 3 7 e) 7 2
2 4 6 O 31 3 7 4 12
hy 13 6 Ht o h[r 2 k|3 11 ) |[-140 7
4 -2 11 0 7 -2 21 77 60 -3

(Soluc: a) 30; b) -66; c) 0; d) 0; €)0; f) 0; g) 2; h) -50; i) 0; }) 0; k) 0;1) 0)

f)33 55
3 5

9)136
4 2

2. Hallar el valor del determinante de: a) La matriz nula de orden 2 b) La identidad de orden 2 c) Cualquier

matriz diagonal de orden 2

3. Calcular los siguientes determinantes de orden 3 aplicando la regla de Sarrus:

12 3 3 2 1 13 - 111 3 25
a1 1 - b)lz 1 5 A5 4 6 dig 7 6 e)|1 7 3
20 5 3 4 5 2 2 3 10 - 4 1 0
5 1 4 9 0 3 0 4 - 10 47 59
9Dl 3 6 h) -1 1 D1 2 1 D]io 10 9
9 6 8 021 30 1 0 0 10

(Soluc: a) -15; b) -36; c) -11; d) 0; e) -168; f) 385; g) -114; h) 3; i) 14; j) 1000)

(Soluc: a) 0; b) 1; c) el producto de los elementos de la diagonal)

7 -4 3
o 111
0 05

j) |d

abc
4. Si |A| =|d e f|=4, utilizar las propiedades de los determinantes para hallar razonadamente:
g h i
g h i a d 3¢
a) |2A| by | A' | c) |-5A| dja b c e)lb e 3h
d e f c f 3i
29 2h 2i 2a+3d 4c+6f 2b+3e b 3a c
g)| a b c hy| -d —2f -e ) |h 3g i
d+2a e+2b f+2c g 2i h 2e 6d 2f

(Soluc: a) 32; b) 4; c) -500; d) 4; e)12; f) -4; @) 8; h) 16; i) 24; j) -4)

Texto bajo Licencia Creative Commons Atribucion-NoComercial 3.0 Unported. 168

Contactar en: alfonsogonzalopez@yahoo.es



5.

6.

10.

11.

12.

13.

Texto bajo Licencia Creative Commons Atribucion-NoComercial 3.0 Unported. 169 Contactar en: alfonsogonzalopez@yahoo.es

ALFONSO GONZALEZ
IES FERNANDO DE MENA. DPTO. DE MATEMATICAS

ab c 2a 2c 2b
Si|p q r|=25, calcular razonadamente el valor de [2u 2w 2v (Soluc: 200)
u v w 2p 2r 2q

Demostrar, sin desarrollar, que el siguiente determinante vale O:

1 a b+c
1 b a+c
1 c a+b

Xy z
Si|3 0 2/=5, calcular, sin desarrollar, los siguientes determinantes:
11
2x 2y 2z X y z x-1 y-1 z-
a)|3/2 0 1 b)|3x+3 3y 3z+2| «c¢)| 4 1 3 (Soluc: todos valen 5)
1 1 1 x+1 y+1 z+1 1 1 1

Sin desarrollar los determinantes, demostrar la identidad

1 a2 a3 bc a az
1 p? p¥=jca b p?
1 ¢c?2 ¢% lab ¢ ¢?

Justificar que si A es una matriz cuadrada de orden 3 y k un nimero real, entonces det(kA):k3 det(A)
Justificar, mediante una matriz de orden 3, que det A=det A'

Resolver el problema 22 de los ejercicios del tema anterior mediante determinantes
(Ayuda: aplicar que el determinante de un producto de matrices es el producto de los determinantes)

Resolver las ecuaciones siguientes:

11 1 a b c
a)l x 1|=0 b) la x c¢|=0
11 X2 a b x
(Ayuda: Previamente hacer ceros debajo de la diagonal) (Soluc: a) x=%1; b) x=b, x=c)

(S) Resolver la ecuacion det(A-x1)=0, siendo

A=

kN R
= N O
N b O

, 1 la matriz unidad de dimensién 3 y xOO la incognita.  (Soluc: x=0, x=1, x=4)
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14. Calcular por Gauss (es decir, haciendo ceros bajo la diagonal) los siguientes determinantes:

1 1 1 1 3 21 1 1 11 3 11 2 2 1 3 2 2 4
a) -1 1 1 b) 3 532 c) -1 x 1 1 d) 13 1 e) 1112 f) 0 -15 1
-1 -1 1 3 6 3 2 -1 -1 x 1 113 4 3 1 3 2 1 3 2
-1 -1 -1 6 4 5 3 -1 -1 -1 x 1113 4 302 4 3 2 6
3 2 2 4 3 2 4 0 1 20 5 1 13 2 15 1 10 6 0 - 101 -
9) 0 -15 1 h) 0 -1 10 6 i) -4 =12 0 6 i) 1 -1 1 6 K) -1 -3 0 O 1) 1111
2 1 3 2 5 0 -2 5 2 0 5 15 2 7 -2 5 0 1 5 12 1 -
4 3 2 6 -1 2 4 6 0 3 2 -1 9 0 4 0 5 13 12 0 0121
(SOl:a) 8; b) -2; c) (x+1)%, d) 48; e)2; f)-3; g) 140; h) 364; i) -4254; j) -2098; k) -1312; I) 10)
15. Calcular por el método mas conveniente (preferentemente por Laplace , haciendo ceros previamente):
2 3 -2 4 10 -1 2 12 3 4 5 1 2 2 3 -5 4 4 35 -23
3 2 12 2 12 6 35 1 |2 4 7 3/ 0 &8 4°
a) b)yj2 3 2 -2 ¢ d) e) [~ Dl 3 5 3 5
3 2 3 4 24 2 1 0 0 1 7 -1 1 3 2 -3 -5
-2 4 0 5 31 5 -3 34 12 8 -1 17 4 -3 4 -2 4 4 7 4 4
3 3 6 3 3
2 1 0 -2 11010 20 -1 1 2 2 7 4 1 -1 -10
1 -11 3 0 2003 LOL 1o 2 -4 -4 3 6 2 2 1 1
9) N1 0 2 14 Do 2 3 ) K) 1)
2 1 -1 0 ) 0 4 1 11 1 - 2 0 5 -6 o o0 2 -
-1 4 0 2 11 4 13 2 0 -4 -6 15 4 -1 2 1 3
3 1 10 1

(SOl:a) -286; b) -72; c) 0; d) 2; e) 1899; f) 6; g) -52; h) 7; i) -10; j) -2; k) O; I) -5)

16. (S) Calcular el valor del siguiente determinante:

10 10 10
5a 5b 5c (soluc: 50(b-a)(c-a)(c-b))
a2 b2 C2
17. (S) Calcular:
abc -ab g2
bt 2p* -ab
b’c®> -b°c 3abc

(Ayuda: extraer previamente factores del determinante) (Soluc: 2a%b*c?)

18. (S) Calcular:

1 1 1
1+a 1 1

1 1+b 1

1 1 1+c

(Ayuda: hacer ceros en la u? columna) (Soluc: -abc)
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19. (S) Calcular el valor del siguiente determinante:

X X X W
X X W X
X W X X
W X X X

(Ayuda: sale facilmente sumando a la U@ fila las restantes, y después sacando factor comun)

(Soluc: 3(x+1)(3-%)°)

20. (S) Calcular el valor del determinante:

a+l a a a
a a+l a a
a a at+tl a
a a a a+

(Ayuda: sale facilmente sumando a la 42 fila las demas, y extrayendo factor comin)  (Soluc: 4a+1)

21. (S) Resolver la ecuacion:

X x> X
2x+1 x*+2x 3x7 _
X+2 2x+1 3x

1 1 1

- W W -

(Ayuda: hacer ceros debajo de la diagonal, factorizando los polinomios que vayamos obteniendo, para asi
poder sacar factores comunes) (Soluc: x=1)

22. Resolver la siguiente ecuacion, sabiendo que una solucion es x = - (a+b+c+d):

X O o o o
1
o

O O X T T

L O O D X
O T T X
o X O O O

(Ayuda: sumar a la 12 col. las otras, y después sacar factor comun)

(Soluc: las otras raices son x=a, x=h, x=c y x=d)

Matriz inversa:

23. Definir matriz inversa. Hallar las matrices inversas de las siguientes matrices, y comprobar el resultado:

100 110 5 3 1 1 2 g 12 14 4
a0 2 0 b)J]1 0 1 C)(l J d| 2 0 -1 e)( 3 4) N0 2 4
0 0 3 0 10 -6 -1 0 0 0 1
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11 3 3 2 5
(2 0 -5 ( 10 0) 10 -1, -1 3):
9| 15120 =10 2y iy . _, Sol @) 1o 12 o P 001'C)(1 —2]'
-1 3 6 5 2 -3 0 0 1/3 -11 1

a2 amal 24 an (Y2 2 Y. d)
Ve 12 5 @5 D012 2 95 N g8, msf )nosepuede
2 5 2 00 1 V4 42 U4

24. Calcular, para los valores del parametro a que lo haga posible, la matriz inversa de

(Soluc: para a#5 existe inversa)

~N w O

7
4
0

g v O

25. Averiguar para qué valores del parametro t, la matriz A no tiene inversa. Calcular la matriz inversa de A
para t=2, si es posible:

10
A=/0 t 3 (Soluc: para t=1 o t=3 no tiene inversa)
4 1

1 -1 -1
26. Dadalamatriz A=|1 -1 0
1 0 m

a) Determinar para qué valores del pardmetro m existe A™  (Soluc: JA™7m)

b) Hallar dicha inversa para m=1

27. Comprobar que existe la inversa de la siguiente matriz cualquiera que sea el valor de a y calcularla:
1 a-3
A=
(—1 2- aJ
28. (S) Se considera la matriz A = [; E] . Calcular (A"-A™)? A
29. (S) Dadas las matrices
4 -6 4 -3
A= B=
53 e 2
encontrar una matriz simétrica P no singular tal que B=P'AP
atb b
A=
2a a+b

¢Para qué valores reales de a y b la matriz A tiene inversa? Determinar la matriz A

(Soluc: para a=0 y b=0 [JA™)

30. (S) Sea la matriz
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31. (S) Determinar para qué valor o valores de x tiene inversa la matriz

3X X X
0 3x -x
0 0 x

y calcularla en funcién de x. (Soluc: para x=0 existe inversa)

32. Una cooperativa farmacéutica distribuye un producto en tres tipos de envases A, B y C, cuyos precios y

pesos son los de esta tabla:

Peso (g) Precio (€)
A 250 1
B 500 1,80
C 1000 3,30

A una farmacia se le ha suministrado 5 envases con un peso total de 2,5 kg por un importe de 8,90 €

¢,Cuantos envases de cada tipo ha comprado la farmacia? (Obligatorio utilizar matrices).

(Soluc: 2 tipo A, 2 tipo B, 1 tipo C)

33. (S) Sea A una matriz cuadrada. Si AZ+2A+]=0, comprobar que A es invertible.

34. Demostrar que DA™ D= 1/0AD

Ecuaciones matriciales:
35. (S) Hallar la matriz A que haga que G 3} =A [2 1]

2 5 3

36. (S) Sean las matrices A = [; 21] B= [01 ﬂ ; hallar una matriz X tal que A-X+B=A
. 2 3 _ 11
37. (S)Dadala matriz A = 12 , hallar una matriz X tal que AXA = ) 3

38. (S) Resolver la ecuacién matricial X- A=B+C, donde

[N
[y
o

o
[EEN
N

112 200
A=/3 4 6 B=11 2 C=|0 10
4 2 9 201

39. Resolver la ecuacién matricial AX+B=C, siendo

100 100 3 00
A=/1 2 0|,B=|0 1 0|yC=|2 5 2
12 4 0 01 0 13
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1 0 2 11
1 0 -1
A=|-1 2 B= c=|-2 3
2 2 3
4 -2 2 3 -1 1),

41. Resolver la ecuacion matricial A-X-A =B siendo

1 -1 -2 1 -1 2
A=|0 3 3 y B=|-1 0 1
1 0 -1 0 -1 1
42. Dadas las matrices:
5 4 -1 1 -1 0
A=-2 3 3 B=|2 1 -1
1 6 4 3 0 1

a) Hallar la matriz inversa de A-1, siendo 1 la matriz unidad de orden 3

b) Resolver la ecuacién matricial XA-2B=X

43. Resolver la ecuacion matricial CX+AB=C siendo

1 0 10 -1 2 -2 3
A=-1 2 B=[ J cC=|1 3 -1
2 -2 3

4 -2 1 0 1

44. Resolver la ecuacion matricial AX-BCX=A siendo:

_1—13 —10(:—0_12
A=|-1 0 -3| B=|-12 |5 1 o
-1 2 1 0 1
1 2 3 1 1 1 1 0
45. Dadas las matrices A={2 1], B:(Z 1 1] Yc=l-1 2 1
0 1 1 11
resolver la ecuacién matricial ABX-CX=2C
46. Resolver la ecuacion matricial A2X-B=A? siendo:
100 -1 0 O
A=|0 2 O B={0 -3 O
00 1 0O 0 -1

(Ayuda: calcular primero A’ y renombrarla como C)
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47. (S) Resolver la ecuacién 3 2)(x X )(2 3)_(29 40
4 3)(x, x, )\1 2) (34 47

48. Despejar X en las siguientes ecuaciones matriciales:

a) AX=B [Soluc: Xx=A"-B] | i) BX+AB=C [Soluc: X=B™*-(C-AB)]
b) XA=B [Soluc: x=B-A™"] | j) AX+C=BCX [Soluc: X=D™-C donde D=BC-A]
c) AX-B=A [Soluc: Xx=A™-(A+B)= FA™-B] | k) ABX+2C=CX [Soluc: X=D™-2C donde D=C-AB]
d) BXB=C [Soluc: Xx=B™-C-B"] | |y AX+B?=C [Soluc: X=A"™(C-B?)]
e) AXB=C [Soluc: Xx=A""-C-B"] | m) A*X=BC [Soluc: Xx=D™-BC donde D=A?]
f) XA=B-A [Soluc: X=(B-A)-A"=B-A™-1] | n) AX-BC=A [Soluc: X=A"™ (A+B% C)= FA'B%C]
g) CX+2B=A [Soluc: X=C™(A-2B)]

h) XA-3B=X [Soluc: X=3B-D™ donde D=A-1]

49. TEORIA: a) ¢Existe la division de matrices? ¢Cuél es, entonces, la forma de despejar la matriz X en
una expresion de la forma
A-X+B=C

, donde A y B son matrices?
b) Si una matriz A tiene inversa, ¢cual es la relacion entre |A'l| y |A]?

c) Comprobar que

LAdj(A)=Adj (A")|

es decir, la traspuesta de la adjunta es la adjunta de la traspuesta. Utilizar una matriz
cuadrada de orden 3.

d) Probar que

[det[TAdi(A) ] = [det(A) "

donde A es una matriz cuadrada de orden n.

e) Comprobar, utilizando matrices cuadradas de orden 3:

[(A-B) '=B™ - A7|

Rango de una matriz. Independencia lineal:

50. Definir rango de una matriz. Calcular el rango de las siguientes matrices:

10 -3 1 2 31 1 12 -1 5 -1 2 3 -123 45
a)A=/2 3 -6| bB=|2 0 14| c¢C=|2 -1 2 4| d)D=|10 -2 4 6| eE=| 12 1 3 2
4 6 -11 1 -2 -2 3 4 14 -2 15 -3 6 9 77

> 43 4 5 112 b 2 o Lo o 4 3 0 5
IF=|1 2 1.3 2 go=|t 23 hyH=|2 2 2 HI1=[0 1 0 pa=| 2 20 4
4 8 7 6 11 2 13 y o 9 00 1 3 2 8 7

0 4 4 0 -7 10 3
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1 2 3 4
5 6 7 8 1 2 3 4
k) K= ) L=
9 10 11 12 1 -120
13 14 15 16
1 0 -1 2 3
000 2 -1 0 1 3
00=[0 0 0 PP, a6 q) Q=
00O
5 2 -1 4 9

N A e
o g N

2 -11 2 4
4 -2 3 -5 1 3 10 2
M= n)N=
-8 4 -6 10 3 2 2 26
5 1 3 4 2
3
6
9

(Soluc: a) rgA=3; b) rgB=2; c) rgC=3; d) rgD=1; e) rgE=2; f) rgF=2; g) rgG=2; h) rgH=1; i) rg/=3; j) rgJ=3; k) rgK=2;

[) rgL=2; m) rgM=1; n) rgN=3; 0) rgO=0; p) rgP=

2)

51.
1 0 2
a 11 a 1 0 3 1 1
allal b) |la 2a a c) 0 2 -1
11 a 0 a 3a
1 -1 a
-4 1 1 0 -3 2 -2 3 1 1
2 o 21 2 -3 2 -3 -1 -1
f) 9)
1 3 13 1 5 -5 7 2 3
4 a-2 4 a 4 -2 a -3 -1 a-1

Calcular, segun los valores del parametro a, el rango de las siguientes matrices:

1 1 -1 2
L1 s a 333 2
d) 11 0 e)|3 3 a 3 a-1
a 1102 1
4 2 0
1 -1 2 -2 3
1 -1 0 2
hy |2
30 1 -25
1 -1 a+2 1 2

(Soluc: a) azly a#2=rg=3; a=1=rg=1; a=-2=rg=2; a20 y a=z3/5=rg=3; b) a=0=rg=1; a=3/5=rg=2; ¢) rg=3 [ a;
d) a2 y az8=rg=4, a=2 0 a=3= rg=3; e) az3=rg=3; a=3=rg=2,; f) rg=3 [Ja; g) a22= rg=4, a=2= rg=3,

h) az2=rg=4; a=2= rg:3)

52.

de dependencia:
u=(2,1,7,3)
v=(1,1,3,0)
w=(1,-4,8,15)

(Ayuda: aplicar Gauss)  (Soluc: rg=2; -5u+9v+w=0)

53.
ejemplo.
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Calcular el rango de los siguientes vectores fila. Caso de ser linealmente dependientes, hallar una relacion

Explicar por qué si en un conjunto de vectores esta el 0, entonces son linealmente dependientes. Poner un
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LES. “Fernando de Mena’

INTRODUCCION. DEFINICIONES *

Concepto de SS.EE.LL.: Conviene recordar qué era un sistema de ecuaciones lineales (abreviado,
SS.EE.LL.), algo ya visto en cursos anteriores. Por ejemplo, el siguiente sistema:

2x+3y =8
Xx-y=-1

es un sistema de 2 ecuaciones y 2 incognitas (abreviadamente, 2x2). Su solucién es Unica, como puede
comprobarse: x=1, y=2. N6tese que la solucidn, aunque Unica, esta formada por una pareja de nimeros (iNo
son dos soluciones!). Un sistema tal con solucion Unica recibe el nombre de compatible determinado . El
adjetivo lineal se aplica porque las incdgnitas no aparecen elevadas a un exponente, ni multiplicadas entre si,
ni dividiendo, ni dentro de una raiz, etc, sino formando lo que en temas anteriores hemos definido como una
combinacion lineal®.

Por su parte, el siguiente sistema:

2x+3y =8
-4x -6y =-16

puede comprobarse que tiene oo soluciones, no soélo la x=1, y=2 anterior, sino también x=4, y=0; x=7, y=-2;
x=-2, y=4, etc. Un sistema con oo soluciones se llama compatible indeterminado . La razon, recuérdese,
salta a la vista: la 22 ecuacién (en adelante, E,) es proporcional a la 12 (E;), por lo que puede eliminarse,
guedando E,, ecuacion con 2 incdgnitas, que obviamente se satisfara para oo pares X, V.

Finalmente, puede comprobarse que

2x+3y =8
-4x -6y =10

carece de solucion, ya que si simplificamos E,:

2x+3y =8
2x+3y=-5

vemos que es imposible que una misma expresion sea a la vez igual a dos nimeros diferentes. Un sistema
gue carece de solucién se llama incompatible .

Cuadro resumen *

DETERMINADO: solucién Unica
COMPATIBLE: Tiene solucién

TIPOS DE SISTEMAS INDETERMINADO: oo soluciones
(desde el p. de v. del
n° de soluciones) INCOMPATIBLE: No tiene solucién

! Para reforzar todo lo tratado en este apartado, ver pags. 30 y 31 del libro de ed. Anaya.
2 por ejemplo, el siguiente sistema seria no lineal:

2x* +3xy =8

}—\/7:—1

X
3 Ver pag. 32 del libro de ed. Anaya.
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Recordamos de cursos pasados que en principio habia tres métodos para resolver este tipo de sistemas:
sustitucién, igualacion y reduccién. Nosotros este curso vamos a utilizar el método de reduccién; en concreto
un caso particular, llamado método de Gauss (lo veremos en este apartado). Ademas, también veremos un
método mejor, la regla de Cramer (apdo Ill), que utiliza determinantes. Por otra parte, los sistemas que
abordaremos habitualmente seran 3x3.

4,

Notacion matricial de un SS.EE.LL. Sea un SS.EE.LL. 3x3 genérico:

allx + a12y + a132 = bl
a'21x + a'22y + a'23z = b2
a31)( + a32y + a332 = b3

Es obvio comprobar que dicho sistema puede expresarse en notacién matricial de la siguiente forma:

X b,
s [|Y]=] P,
l\/|=rfT.1a.1trizt de _—Y a, a,, 7 b,
coeficientes, .
o del sistema / \ B—'matrlz de
X=matriz de términos
incdgnitas independientes

Es decir, MX=B. Si la matriz de coeficientes o matriz del §istema, M , la orlamos con la columna de términos
independientes se obtiene la llamada matriz ampliada, M , que va a jugar un papel fundamental a lo largo del
tema:

1
1
a, a4, a; a, &, a; i b,
- —_— 1
M=la, a, ay M*=la, a, a, :bz
1
85 85 Ag 85 85 Aag iba
M=matriz de M =matriz
coeficientes, ampliada

o del sistema

Expresar un sistema en forma matricial tiene gran utilidad, pues permite resolverlo, en ciertos casos, utilizando
la matriz inversa:

Ejemplo 1: Resolvamos el sistema

3Xx+y+z=4
5x+2y+3z=6
x+z=0
Lo expresamos en forma matricial:
3 1 1)\(x 4
5 2 3||ly|=|6
10 1){z 0

es decir, MX=B = M !MX=M"'B = 1 x=M"!B = X=M"'B

4 Ver pag. 113 del libro de ed. Anaya.
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Calculemos, por tanto, M1, la inversa de la matriz del sistema:

311
M=|5 2 3 — |M|= = OM™ => El sistema tiene solucién Gnica (comp. dtdo.)
101
M, = M, =~ M,; =
311
M=[5 2 3|4 m,=- M,, = M,, = - L Adj(M) =
h ot
M, = M, =- M,, =
 'AdiM) = - M'lzl—'\:;l-‘Adj(M):  X=M'.B=

Ejercicios final tema: 1
Ejercicios libro ed. Anaya: pag. 113: 1y 2; pag. 120 y ss.: 13, 14 y 20 (Expresar y resolver en forma matricial)

Resefia historica: Como vimos en el tema anterior, el italiano Gerolamo Cardano (1501-1576) utilizd determinantes en 1545
para la resolucién de sistemas de dos ecuaciones con dos incégnitas. El aleman Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) hizo lo
propio en 1693 en relacion con los sistemas de ecuaciones lineales de mayor orden. En 1748, en un tratado péstumo de algebra
del escocés Colin MacLaurin (1698-1746) aparece laregla para obtener la solucion de un sistema de n ecuaciones lineales
con nincégnitas cuandones 2, 3 o 4 mediante el uso de determinantes. En 1750, el suizo Gabriel Cramer (1704-1752) da la
regla para el caso general, aunque no ofrece demostracion alguna.

En 1875 el francés Eugéne Rouché (1832-1910) enuncié el famoso teorema sobre la existencia de soluciones de un SS.EE.LL.
Posteriormente, varios matematicos se disputaron su demostracion, aunque fue el aleman Ferdinand Georg Frobenius (1849-

1917) quien completd su enunciado y demostracion, zanjando el tema.

Método de Gauss ° de resolucién de SS.EE.LL.: Es similar al procedimiento visto en el tema anterior
para resolver determinantes o hallar el rango de una matriz, mediante la aplicaciéon de las 6 operaciones
resefiadas en su dia. Ahora bien, conviene matizar dichas operaciones, pues en el tema anterior aludian a
filas o columnas, mientras que aqui s6lo pueden referirse a ecuaciones (es decir, filas); evidentemente, y por
ejemplo, no tiene sentido permutar columnas, pues se alteraria el sistema. Por tanto, el método de Gauss es
un método de reduccion. Las operaciones permitidas para lograr sistemas equivalentes, es decir, que
tengan la misma soluciéon , son:

3 transformaciones permitidas  entre sistemas (i.e. para obtener un sistema equivalente):
12) Podemos permutar 2 ecuaciones del sistema  para obtener un sistema equivalente.

En efecto, el hecho de que permutemos dos ecuaciones no va a hacer que cambien las soluciones
del sistema.

2%) Podemos multiplicar (o dividir) cualquier ecuacién del sistema por un nimero (#20) para lograr
un sistema equivalente.

® Carl Friedrich Gauss (1777-1855), fisico y matematico aleman, apodado “El Principe de las Matemaéticas”. Se puede profundizar sobre
este método en las pags.. 36-38 y 39 del libro de ed. Anaya.
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En efecto, el hecho de que multipliguemos una ecuacién por un namero (£0) tampoco va a hacer
gue cambie su solucién; en todo caso, cambiara el aspecto del sistema.

3%) A una ecuacion podemos sumarle (o restarle) una combinacion lineal de las restantes vy el
sistema seguira siendo equivalente.

idem.

3 supresiones permitidas en un sistema (el sistema resultante sera equivalente):

12) Podemos suprimir ecuaciones nulas vy el sistema resultante sera equivalente al anterior.
En efecto, si al aplicar las transformaciones permitidas obtenemos en un momento dado una
expresion 0=0, dicha expresion no aporta nada, sera espuria.

2%) Podemos suprimir  una ecuacion proporcional a otra , resultando asi un sistema equivalente.
En efecto, el hecho de que exista una ecuacion proporcional a otra no aporta nada al sistema, es
decir, si suprimimos una de las dos (jNo las dos!) evidentemente no variara su solucion.

3%) Podemos suprimir una ecuacion que sea combinaci  6n lineal de las restantes

Larazén es analoga a la del caso anterior:

Método de Gauss: «Mediante las 6 operaciones anteriores hacemos 0 de  bajo de la diagonal, hasta
transformar el sistema en triangular inferior; en e  se momento podemos empezar a resolverlo
facilmente, normalmente de abajo a arriba»

Ejemplo 2: Resolvamos el sistema del ejemplo anterior, esta vez por Gauss. Tenemos que empezar
permutando E1 y E3 para conseguir un pivote (x 0 —x) en la posicion inicial:

3x+y+z=4 X +z=0 X +z=0 X +z=0
5x%2y+3z2=6; ———» SXxPy+3z=6; ————» 2y-2z=6; —» y-2z2=4; ——»

x ~tz=0| Ei°B 3x+ywz=4| 2R y-2z=4| 52°%  2y_27:-¢

E,=E,-3E,
X +z=0

_—> V- 27 =4 sustituimos sustituimos
E.=E.-2E [ | enE, . 1 enE, , .

3372 27 = 2| —»z=-1—> y+2=4]y=2 —— > x-1=0;|x=1]

En la préactica este procedimiento se realiza de forma mas cémoda y rapida en forma matricial,
prescindiendo de las incognitas, es decir, con la matriz ampliada:

31 144 Do 1io0 10 1]0 10 10
52 316 — |52 36| — > |02 2i6|—> |00 2!4|—»
: E SE : E2=E2—5El : EZSES :
1 0N\140 1753 |3 N1 4 0 18214 0 2216
: ! E,=E,-3E, i d
10 110
— > |0 -2 E 4 sustituimos sustituimos
E,=E;-2E, 0 0N2 E—Z 222—2;'Z=—1'LE?VY+2:4;: y=2: enE, X—lZO;:X=1
Xy I
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Observaciones: 12) Si tras aplicar las 6 transformaciones/supresiones permitidas llegamos a algo del
siguiente estilo:
\* * *

0\\\* *
0 0NO

*

*

2 )= 0Ox+0y+0z=2; 0=2 Il = INCOMPATIBLE

28) Recordar que, como ya se ha indicado, si obtenemos dos ecuaciones iguales o
proporcionales podemos suprimir una de ellas:

Por lo tanto tendremos mas incognitas que ecuaciones, de forma que al despejar cada
incégnita tendremos que expresar la solucion en funcién de una de ellas, es decir, de un
pardmetro = oo soluciones = COMPATIBLE INDETERMINADO

ll. DISCUSION de un SS.EE.LL.: TEOREMA de ROUCHE-F ROBENIUS °

7.

Teorema de Rouché-Frobenius Vamos a enunciarlo, por comodidad, para un sistema 3x3 -su
formulacién para un sistema mas general, mxn, seria analoga—; supongamos un SS.EE.LL. 3x3 genérico:

allx + a12y + a132 = bl
a'21)( + a'22y + a'23z = b2

a31)( + a32y + a332 = b3

Recordar del apartado anterior que si expresamos dicho sistema en forma matricial, tenemos:

1
a, 8, a; i b,
* . M* = i b
M =matriz___— Sl8an 8, 8310,
ampliada !
P 85 85 Aag i b,
M=matriz de

coeficientes,
o del sistema

El teorema de Rouché-Frobenius indica la posible existencia y n° de soluciones del sistema:

rgM=rgM En° incégnitas = COMP. DTDO.

rgM=rgM kn° incégnitas = COMP. INDTDO.

rgM#zrgM” = INCOMPAT.

6 Para reforzar todo lo tratado en este apartado, ver pags. 102-103 y 109-110 del libro de ed. Anaya.

" como ya hemos indicado en la introduccion, en 1875 el francés Eugéne Rouché (1832-1910) enunci6 este teorema.
Posteriormente, varios matematicos se disputaron su demostracién, aunque fue el aleman Ferdinand Georg Frobenius (1849-
1917) quien completd su enunciado y demostracion, zanjando el tema.
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Observaciones: 12) Ver la demostracion en la pag. 102 del libro de ed. Anaya

2%) Noétese que la condicién de compatibilidad  de un sistema, es decir, la condicién para
gue tenga solucién, es la recuadrada en trazo fino:

rgM=rgM"~ CONDICION DE COMPATIBILIDAD

3% rgMSrgM*Sn° incognitas = “si rgM alcanza su valor maximo, entonces coincide con
rgM*u

4%) En el caso de un sistema compatible indeterminado, el n° de parametros que aparecen
viene dado por:
n° parametros=n° incognitas-rgM

52) Utilidad del teorema de Rouché-Frobenius: Permite saber como son las soluciones de
un sistema sin necesidad de resolverlo. Esto, como veremos mas adelante, sera
particularmente util en Geometria. Por cierto, a la hora de discutir un sistema —es decir,
estudiar como van a ser sus soluciones—, se recomienda estudiar el rango por
determinantes, no por Gauss.

Ejemplo 3:

a) Aunque ya sabemos que, por tener solucion Unica, va a resultar compatible determinado, vamos a discutir
el sistema del ejemplo anterior, para ilustrar sobre el procedimiento:

3 1] 114 érg M?
M'=ll5 2| 3i6 Ny
10 110 ‘5 2¢0:>rgM22
_'_;I
M Orlamos el menor de orden 2 anterior con cs:
3 1 1
IM|=5 2 3=6+3-2-5#%0=rgM=3=rgM*=n° incégnitas = sist. comp. dtdo.

101

b) Discutamos el siguiente sistema:

3Xx+y+z=4 Jrg M?
5x+2y+3z=6 —>|v|*:

0
2]
2X+y+2z=2 1

N o w

4
6
2

N W

1
) Z0=>rgM=2

5
l_'_l
M .
Orlamos el menor de orden 2 anterior con cs:

311
IM|=|5 2 3/=12+6+5-4-9-10=0=rgM=2
2 12

rg M*?

Orlamos el menor de orden 2 anterior con C,:

314
c,C,C,I=5 2 6/=12+12+20-16-10-18=0=rgM* =2
212
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Por lo tanto, rgM=rgM*=2<n° incégnitas=3 = sist. comp. indtdo. (uniparamétrico)

(En el proximo apdo. veremos como resolverlo por Cramer; baste adelantar que si rgM*=2, significa que
sobra una de las ecuaciones, por ser combinacion lineal de las otras; por lo tanto, podriamos eliminar, p.
ej., Es, y obtendriamos mas incégnitas que ecuaciones, es decir, habria que expresar las soluciones en
funcién de una de las incégnitas, que se llamaria parametro).

¢) Finalmente, discutamos el siguiente sistema:

3x+y+z=4 3 1] 114  crgM?
5x+2y+3z=6, —>M"=|[5_2| 316 1
X —7=1 10 -111 5 2¢O:>rgM22
—_—
M Orlamos el menor de orden 2 anterior con cs:
31 1
IM|I=5 2 3|=-6+3-2+5=0=rgM=2
10 -
rg M*?

Orlamos el menor de orden 2 anterior con C,:

314
c,c,c,|=5 2 6/=6+6-8-520=rgM*=3
101

Por lo tanto, rgM=2#rgM*=3 = sist. incompatible (] soluc)

lIl. RESOLUCION de SS.EE.LL: REGLA de CRAMER °®

Para poder aplicar el método que vamos a explicar a continuacién el sistema ha de ser «tipo Cramer»:

Sistema «tipo Cramer »: «Es aquel SS.EE.LL. que verifica las siguientes dos condiciones:
13) n° ecuaciones=n° incognitas  (i.e. sistema cuadrado)

23) detM #0».

NOTA: Si detM=0 =- Alguna ecuacion es combinacion lineal de las otras (i.e. esa ecuacion “sobra”); por lo
tanto, basta con detectar dicha ecuacion, eliminarla y, normalmente, pasar una de las incognitas como
parametro al otro miembro, con lo que el sistema pasara a ser tipo Cramer.

La regla de Cramer permite obtener la solucion de un SS.EE.LL. de forma sencilla, mediante el calculo de una
serie de determinantes; su enunciado es el siguiente:

b, a, aj a; b, ay a, a, b
a X+a,y+a,z=0b, b, a, a, a, b, ay a, a, b,
a, xta,y+a,,z= b2 :> X = b3 a; Ag : y= as b3 ) : — ay 8y b3
a,X+a,y+a,z=b, M| M| M|

8 Para reforzar todo lo tratado en este apartado, ver pags. 104 a 107 del libro de ed. Anaya.
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Observaciones: 12) Ver la demostracion en la pag. 105 del libro de ed. Anaya
2%) Para sistemas de orden 2, 0 >4, las férmulas serian analogas.

3%) Obviamente, si el sistema lo hemos discutido por menores, es decir, por determinantes,
lo resolveremos por Cramer; ahora bien, si lo hemos discutido por matrices, esto es, por
Gauss, lo resolveremos también por Gauss.

43) A la hora de pasar al otro miembro una de las incognitas como parametro con el fin,
como ya hemos indicado en la Ultima nota, de convertir el sistema en tipo Cramer,
tenemos que cerciorarnos de que el nuevo sistema es efectivamente tipo Cramer, es
decir, |M|#0.

Ejemplo 4: Vamos a resolver por Cramer el sistema del ejemplo anterior; para ello, lo mas comodo es verlo
en forma matricial:

3 1] 1§ 4 Vemos que tiene igual n°® de ecuaciones e incégnitas, y falta ver si |[M|Z0 para ver
M = 5 2 35 6 si es tipo Cramer:
10 1i0
[ 311
M IM|=5 2 3|=6+3-2-5=2#0= tipo Cramer
101
Por tanto, podemos aplicar la regla de Cramer:
4 1 1 341 314
6 2 3 5 6 3 5 2 6
0 01 8-6_2 1 0 1] 18+12-6-20 _4 = 100 _6-8_-2
X=t—'=— ~=_=1 = = =— = z=—  '=— ~=_—=1
2 2 2 L y 2 2 2 — 2 2 2 —B

Ejercicios final tema: 2 a 26 (discutir y resolver, sin parametro)

Ejercicios libro ed. Anaya: pag. 34: 1y2; pag. 35: 3; p4g. 38: 1y 2; p4g. 39: 1y 2; pag. 44 y ss.: 1 a 22 (método de Gauss)
pag. 103: 1y 2; pag. 104: 1y 2; pag. 107: 1; pag. 119: 1 a 3 (Gauss o Cramer)
pag. 45: 23 a 32 (problemas de planteamiento)

V. SISTEMAS HOMOGENEOS °

Es aquel que tiene todos sus términos independientes 0:

1
a, X +a,y +a,2=0 a, a, a;i0
1
azlx + a22y + a23z = 0 M* = a21 a22 a23 i 0
1
a,X+ayy+a,z=0 A 8p 510
M

Caracteristicas: 1% Es inmediato comprobar que siempre va a tener la solucién (0,0,0), llamada solucion
trivial . Este es el caso compat. dtdo. = rgM=rgM*=3=n° incégnitas = |M|#0

° Para reforzar todo lo tratado en este apartado, ver pags. 108 del libro de ed. Anaya.
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2?) Por lo tanto, para que el sistema sea compatible indeterminado tendremos que imponer
[M|=0, para que rgM=rgM*<3=n° incognitas (NOTA: Es obvio que en este tipo de
sistemas siempre va a ser rgM=rgM*)

3%) Como ya hemos observado, siempre va a ser rgM=rgM* —> un sistema homogéneo
nunca puede ser incompatible

Ejercicios final tema: 27 a 30 (sistemas homogéneos)
31 a 43 (sistemas con parametro)
44 a 47 (homogéneos con parametro)
48 a 55 (problemas de planteamiento de sistemas)
Ejercicios PAEG: 1A jun 97; 1A sept 97; 1B sept 99; 3B sept 2001; 2B jun 2002; 4B sept 2002; 2B sept 2003;
3B jun 2004; 3A jun 2005; 3A sept 2005; 3B jun 2006; 3B sept 2006; 2B jun 2000; 3A jun
2010; 3B jun 2008; 3B sept 2010; 3B sept 2009; 3B sept 2012; 3A jun 2012; 3B sept 2011;
3B jun 2011; 3A sept 2007 (+ Rouché-Frobenius tedrico) « sistemas con parametro

3B jun 2007; 3B sept 2008; 3B sept 2006; 3A sept 2011 (+ rango matriz) < homogéneos
con parametro

Ejercicios libro ed. Anaya: pag. 108: 1y 2; pag. 119: 5 (sistemas homogéneos)
pag. 110: 1y 2; pag. 119y ss.: 4, 6, 8, 15 a 19, 26, 27, 33, 43 a 46 (sistemas con parametro)
pag. 119: 7 (homogéneos con parametro)
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55 EJERCICIOS de SISTEMAS de ECUACIONES

2° BACH.

Sistemas en forma matricial:

1. Expresar y resolver en forma matricial los sistemas de los ejercicios 4, 5, 6... de esta hoja.

Discusion vy resolucion de sistemas (sin parametro):

2. Enunciar la regla de Cramer para un sistema 3x3. Aplicarla a la resolucién -previa discusion por Rouché-
Frobenius- del siguiente sistema:

X-2y+z=8
2x+y-3z=-9
X+y+z=2

(Soluc: comp. dtdo.; x=1, y=-2, z=3)

3. Enunciar el teorema de Rouché-Frobenius. Aplicarlo a la discusion del sistema que figura a continuacion.
Posteriormente, resolverlo por el método deseado (Gauss o Cramer):

X-2y+z=8
2x+y-3z=-9
3x-y-2z=-1

4. x+y+z=11
2x-y+z=5
3x+2y+z=24

(comp. dtdo.; x=4, y=5, z=2)
5. x+y+z=3
X-y+z=7

X+y-z=1

(comp. dtdo.; x=4, y=2, z=5)

6. xty+z=2
2x+3y+5z=11
X-5y+6z=29

(comp. dtdo.; x=1, y=-2, z=3)

7. X+ty+z=6
X +z=4
y+z=5

(comp. dtdo.; x=1, y=2, z=3)

Texto bajo Licencia Creative Commons Atribucion-NoComercial 3.0 Unported.

(Soluc: comp. indtdo.; x=-2+ A, y=-5+ A, z= A)

8.

10.

11.

Discutir y resolver los siguientes SS.EE.LL., e indicar de qué tipo se tratan:

X+y-z+t=-8
X-y+z+t=2
Xty+z-1t=6
-Xty+z+t=-4

(comp. dtdo.; x=1, y=-2, z=3, t=-4)
X+ty+z+t=2
2X-y-z-2t=5
3x+2y+3z-1t=20
-Xx+y-z+2t=-10

(comp. dtdo.; x=1, y=2, z=3, t=-4)
X-y+z=2

X+2y-3z=-4

X-y+z=1

(incompatible)

4x -3y =-5
6x - by =-9

(comp. dtdo.; x=1, y=3)
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12. x+y=12
y+z=8
X+z=6

(comp. dtdo.; x=5, y=7, z=1)

13. x-y+ z=3
2y+3z=15
x+y =12

(comp. dtdo.; x=3, y=3, z=3)

14. x+y+z=3
2x-y+3z=4
X-2y+2z=1

Ayuda: la 32 fila es comb. lin. de las otras
(comp. indtdo.; x=5-4A, z=-2+3A, y=A)

15. x-2y+z=0
-3x+3z=4
-2X+y+z=2

(comp. indtdo.; x=A-4/3, y=A-2/3, z=A)
16. y+9z=2

2x+y+3z=-1

-X+3z=-2

(incompatible)

*17. X-y+z=-1

-X+y-z=1

X-y-z=0

(comp. indtdo.; x=A, y=1/2+ A, z=-1/2)
18. y-t+w=1

2x+y+z-t+2w=2

2X-y+z+t=0

4x-3y+2z+3t-w=-1

(comp. indtdo.; x=(1-A-v)/2, y=1+u-w;
A4,V arbitrarios)

Sistemas homogéneos (sin parametro):

27. 2x-y+z=0
X-2y+3z=0
y-z=0

(Soluc: x=0, y=0, z=0)
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

28.

189

2x+3y-7z=-1
3x+4y-6z=5
bx -2y +4z=-7

(comp. dtdo.; x=-1, y=5, z=2)

x-2y+z=1
2x+y-z=0
3x-y=1
x+3y-2z=0

(incompatible)

X-y+z=-1
X+y+z=1
X+3y+z=3

(comp. indtdo.; x=-A, y=1, z=A)

2x-2y+z=1
X+ty-z=-2
3x-y=-1
X+2y-z=-1

(comp. dtdo.; x=0, y=1, z=3)

2x+y-4z=1
X-y-2z=3
4x-y-8z=2

(incompatible)

X+y-2z-3t=0
X+y-3z+2t=-2
2xX-y+z-t=1
X+2y-2z+2t=3

(comp. dtdo.; x=1, y=3, z=2, t=0)

Inventar un sistema que sea compatible determinado,
otro indeterminado y otro incompatible.

¢ Por qué se hace la discusion de un SS.EE.LL. antes
de resolverlo?

-3x+y-2z=0
X-2y+z=0
-x-3y=0

(Soluc: x=-3A/5, y=A/5, z=A)
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29. 7x+9y+9z=0 30. 4x+12y+4z=0
3x+2y+z=0 2x-13y+2z=0
X+y-z=0 12x-12y+12z=0
(Soluc: x=0, y=0, z=0) (Soluc: x=-A, y=0, z=4)

Discusion vy resolucion de sistemas con un parametro

31. (S) Discutir segun los valores de m, el sistema

X—-2y+z=3
5x -5y +2z=m
2x+y-z=1

Resolverlo ademas para m=10. (Soluc: m=10= comp.indtdo.; m#10= incomp.)

32. (S) Se considera el sistema
5x-2y-pz=3
-y+z= 1
X-—y+z=p
y se pide: a) Discutir el sistema segun los valores de p (Soluc: p=-2= incomp.; p22= comp.dtdo.)

b) Resolverlo para p=2.

33. (S) Determinar para qué valores de k tiene solucién el sistema

Xx+3y-3z=4
2x-y+z=1
3x+2y+kz=5

y resolverlo cuando tenga infinitas soluciones. (Soluc: k#2= comp. dtdo.; k=-2= comp. indtdo.)

34. (S) Se considera el sistema

3x-2y-mz=4
X-y+z=1
2x-y+z=m

a) Discutir el sistema segun los valores de m. (Soluc: m#2=scomp. dtdo.; m=-2= incomp.)

b) Resolver el sistema para m=1

35. (S) Dado el sistema de ecuaciones lineales

ax—-y+z=2
x+ay-z=1
x-z2=0

se pide: a) Discutir el sistema segun los valores de a  (Soluc: a#0 y a1 = comp. dtdo.; a=0 0 a=-1= incomp.)

b) Resolverlo para a=1
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36. (S) Discutir el sistema segun los valores del parametro a y resolverlo cuando sea compatible:
-X-y-z=-2
(@-x+(@-1y-2z=-2
ax+(@a+ly=1

(Soluc: az1= comp. dtdo.;a=-1=incomp.)

37. (S) Hallar los valores del parametro a que hacen compatible el sistema

ax+3y =2
3x+2y=-5
2x+ay =3

y resolverlo para uno de ellos. (Soluc: a=13/5 y a=-5)

38. (S) Determinar los valores de a para los que el sistema siguiente sea incompatible:

(@a+3)x+4y =1
(a-ly+z=0
-4x-4y+(@a-1)z=-1
(Soluc: a=-1)

39. (S) Discutir el siguiente sistema, segun los valores de m y resolverlo cuando sea posible:

mx+y+mz=m

X+2y+z=m
— X+y _ Z:m2
(Soluc: m#0 = incomp.; m=0= comp. indtdo.)
40. (S) Resolver el sistema de ecuaciones
3x —2y+4z=8
2x+3y —3z=4
X—-3y—-5z=-6

Ax+4y+6z=18

Ayuda: se recomienda previamente estudiar el caracter de dicho sistema. (Soluc: x=2, y=z=1)

41. (S) Discutir el siguiente sistema segun los valores del pardmetro a:

2x+y —z=0
ax-y-z=a-1
3x—-2az=a-1

(Soluc: a#l y az3= comp. dtdo.; a=1= comp. indtdo.; a=-3= incomp.)

Texto bajo Licencia Creative Commons Atribucion-NoComercial 3.0 Unported. 191 Contactar en: alfonsogonzalopez@yahoo.es



ALFONSO GONZALEZ
IES FERNANDO DE MENA. DPTO. DE MATEMATICAS

42. (S) Estudiar segun los valores de a el sistema

X-—ay+z=-1
-X+y-z=a
x-y-z=0

y resolverlo cuando no tenga solucién Gnica. (Soluc: a#1= comp. dtdo.; a=1= comp. indtdo.)

43. (S) Discutir el siguiente sistema para los diferentes valores de a y resolverlo para a=0:

(a+l)x+y+2z=-2
2x+y+(a+1)z=3
X+(@+ly+2z=-2

(Ayuda: hacer el cambio a+1=t)

(Soluc: a#4 y a#l y aZ0= comp. dtdo.; a=1=incomp.; a=0 0 a=-4= comp. indtdo.)

Sistemas homogéneos con parametro:

44, (S) Se considera el sistema
7x+9y+9z=0
3x+2y+mz=0
x+my —z=0

Se pide: a) Discutir el sistema segun los valores de m. b) Resolverlo para m=5.

(Soluc: m#5 y m#1/7 = comp. dtdo.; m=5 o0 m=1/7 = comp. indtdo.)

45. (S) Dado el sistema de ecuaciones lineales
4Ax+12y+4z=0
2x —13y+2z=0
(m+2)x —12y+12z=0

a) Determinar el valor de m para que tenga solucion distinta de la trivial. (Soluc: m=10)
b) Resolverlo para el valor de m encontrado.

46. (S) Resolver el siguiente sistema para los valores de A que lo hacen compatible indeterminado:

-7-A 6 6 ) (x) (O
-3 2-A 3 ||yl=|o
6 6 5-A)lz) lo

(Soluc: es comp. indtdo. para A=-1y A=2)

47. (S) Determinar los valores de A para los cuales el sistema:
Ax+y —z=0
= Ax+(A-1)y=0
—X — 2y+(A\+1)z=0

tiene solucién distinta de la trivial y obténgase la solucion para uno de los valores de A. (Soluc: A=1, A=-1%+2)
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Problemas de planteamiento de sistemas:

48. En un almacén un mayorista compra 5 unidades de un producto A, 4 de B y 3 de C, pagando un total de
8.600 €. Otro cliente compra 2 paquetes de A, 7 de B y 4 de C, gastando 7.300 €. Un tercer cliente compra
8 de A, 13de By 5 de C, pagando lo que los otros dos juntos. ¢,Cuanto vale cada producto?
(Soluc: A=1.000, B=300 y C=800 €.)

49. Una gran multinacional destina 900.000 € para gratificar a sus 51 empleados. Concede 25.000 € a los
empleados de nivel A, 20.000 a los de nivel B y 15.000 a los de nivel C. Teniendo en cuenta que para los
de nivel B destina en total el doble que para los del A, ¢ cuantos empleados hay en cada nivel?

(Soluc: A=6, B=15 y C=30 empleados)

50. La suma de las edades de tres personas es, en el momento actual, 73 afios. Dentro de 10 afios la edad de
la mayor de ellas sera el doble de la edad de la persona mas joven. Hace doce afios la persona con edad
intermedia tenia el doble de afios que la mas joven. Hallar las edades de las tres personas.

(Soluc: 15, 18 y 40 afios)

51. La edad de un padre es igual a la suma de las de sus dos hijos. Cuando pasen tantos afios como tiene el
hijo mayor, el padre tendra 70 afios y la suma de las edades de los tres sera de 164 afios. ¢ Qué edad tiene
ahora cada uno? (Soluc: 22, 24 y 46 afios)

52. Tres amigos suben a una bascula de dos en dos: Andrés y Benjamin suman 173 kg, Andrés y Carlos 152
kg, mientras que entre Benjamin y Carlos pesan 165 kg. ¢, Cuanto pesa cada uno?
(Soluc: Andrés=80 kg; Benjamin=93 kg; Carlos=72 kg)

53. Un modisto ofrece cuatro tipos de tejido de gran calidad a distintos precios. Un comprador gast6 7.000 € en
2 m del primero, 3 m del segundo y 1 m del tercero. Otro gasto 6.500 € comprando 1 m del primero, 2 m del
segundo y 2 m del cuarto. Un tercero comprd 3 m del primero, 3 m del tercero y 2 m del cuarto, gastando
7.000 €. Al vendedor le sobraron 2 m, 1 m, 2 m y 1 m respectivamente, por un valor de 5.750 €. ¢Cual era
el precio de cada tejido?  (Soluc: 1.000, 1.500, 500 y 1.250 €, respectivamente)

54. En una mesa de una cafeteria tomaron dos cafés, 1 refresco y dos tés, costandoles 5,30 €. En otra mesa
pagaron 8,40 € por tres cafés, 3 refrescos y 1 té. Por otra parte, dos amigos tomaron un café y un refresco
en la barra, donde el precio es un 10% mas barato, pagando 2,25 €. ¢ Qué cuesta cada bebida?

(Soluc: café=1 €, refresco=1,50 €, t¢=0,90 €)

55. Un especulador tiene colocado su dinero en tres depdsitos bancarios diferentes X, Y y Z. El dinero invertido
en X le produce un 4% de beneficio, en Y un 7%, y en Z un 6%. Sus beneficios totales fueron de 327.000 €
anuales. Debido a la bajada de tipos motivada por la crisis, el segundo afio el rendimiento es del 3.5% en X,
el 6% en Y y el 5% en Z, siendo sus beneficios de 278.000 €. ¢Cuanto dinero tiene invertido en cada
deposito si en total tiene 5.000.000 €7 (Soluc: X=200.000 €; Y=3.100.000 €; Z=1.700.000 €)
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|. DEFINICIONES*

[M(’)dulo: Indica la intensidad, y viene dado por
( la longitud de la flecha que representa
al vector.

Vectoriales: Un vector es un segmento | Direccién : Viene dada por la recta sobre la
orientado que, para ser< gue esta la flecha que representa al
definido, precisa de los vector.
siguientes tres elementos:

Magnitudes Sentido: Es el que apunta la flecha que
representa al vector (Para una
misma direccion, hay dos

\ posibilidades).

Ejemplos: La velocidad, la fuerza, la aceleracion, etc.

Escalares: Basta un nimero —un escalar- para ser definidas (Por ejemplo, la temperatura,
\ masa, tiempo, densidad, la energia, etc.).

Notacion:

Como vemos en el dibujo al margen, un vector se representa mediante
una flecha. En concreto, se trata de un vector que va del punto A al punto B, por
lo que se representa como ATB. En otros casos, se puede nombrar simplemente
comou . Nétese qgue el vector tiene una direccion, es decir, esta construido

sobre una recta. Por otra parte, su médulo, que, como hemos dicho arriba, es la

— -

longitud de la flecha, se representa como |u| o |AB|, es decir, con el nombre del
-

vector entre | |. A veces, se indica con dobles barras, esto es, ||AB|| y se suele denominar norma del vector.

Nosotros utilizaremos indistintamente ambas notaciones. Finalmente, el sentido del vector es el que apunta su

flecha. Por lo tanto, se define el vector nulo como AA=0.

Vector nulo: Se designa como 0, y es aquel que tiene mdodulo cero. Se representa por un punto (por lo cual,
no tiene mucho sentido considerar su direccion y sentido...).

Vector opuesto: Dado un vector u, se define su opuesto, que se designa como - u, como aquel que tiene
el mismo médulo, la misma direccidn, pero distinto sentido:

! Para reforzar todo lo tratado en este apartado, ver pag. 134 del libro de ed. Anaya.
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Vector unitario: Es todo vector que tenga médulo 1. Por ejemplo, los siguientes vectores son unitarios:

_UZI,/ A ~

1
1
L
1
1
1
1
EE R R i G r .....
1
1
1
'

ey

Vector iguales o equipolentes:  «Dos vectores u y Vv son equipolentes si tienen el mismo mddulo,
direccion y sentido» . Se indica como u ~ Vv, aunque, en general, también
se suele poner simplemente u = v .

N En la figura, a y b son equipolentes, y lo mismo podemos decir

c A\ decyd.

\
\
o {'

Puesto que, si trasladamos un vector de forma equipolente, es decir, sin variar su médulo, direccién y
sentido, sigue siendo el mismo vector, se dice que los vectores son libres en el espacio. Por lo tanto, se
define:

Vvi= Conjunto de todos los vectores libres del espacio

Acabamos de hablar de vectores libres. Ahora bien, si los referimos a un punto, entonces seran
vectores fijos. El punto que habitualmente se utiliza es el origen:

Coordenadas de un vector referido al origen % Coinciden con las coordenadas del punto extremo del
vector:
z
y
,,,,,,,,,, e,
,,,,,,,,,, ’ S
4 7’ I
..... - ..:’. I, /’4» !
_____ MU =(43) T M v =(243)
TN ! ) ! r
,,,,, -~ - ]
! / . E y) z E/ ,’i y
O I ] ’
,,,,,,,,,, 1 1,7
____________ v
EN EL PLANO EN EL ESPACIO
X

2 puede también verse en la pag. 154 del libro de ed. Anaya.
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En el siguiente apartado vamos a ver mas formalmente el porqué de esto. Solamente una ultima
observacion: la orientacion del triedro x,y,z no es arbitraria; las 3 posibilidades validas son las siguientes:

Pero la mas frecuente es la primera. Veremos la explicacién de esto en el apartado IV, producto
vectorial.

Ejercicios final tema: 1y?2

Il. OPERACIONES
Il SUMA DE VECTORES ®

Gréaficamente: Hay dos formas posibles de sumar vectores; ambas, obviamente, conducen al mismo vector
suma. Para mayor simplicidad, vamos a ver ambas en el plano, y para vectores referidos al

origen:
----- Vi S Uy
u // ,,,,, u /;/, !
A ]
\"

REGLA DEL PARALELOGRAMO

Como vemos, en la 12 forma (que se usa mas en Matematicas) se engancha el segundo vector al
extremo del primero, y el vector suma de ambos sera aquel que tiene su origen en el del primero y su extremo
en el del Gltimo. En el caso de la regla del paralelogramo (muy utilizada en Fisica, para sumar fuerzas), los
dos vectores se ponen con origen comun, y se traza a continuacién el paralelogramo que definen; el vector
suma sera entonces la diagonal de dicho paralelogramo que arranca del origen de ambos vectores. Puede
comprobarse analiticamente que ambas formas funcion an.

En el espacio se procederia de manera analoga.

i

Analiticamente: u =(uy,uy,u,) I
1My ¥z
u+v =(u, +v,,u, +v,,u, +v,)
\ :(vx,vy,vz)
Propiedades: CONMUTATIVA: u+v =v+u
ASOCIATIVA: u+(v+w)=(u+v)+w

3Ver pag. 135 del libro de ed. Anaya.
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ELEMENTO NEUTRO: u+0=u

-

ELEMENTO OPUESTO: u+(-u)=0

(Todas estas propiedades son de inmediata demostracion, tanto analitica como graficamente).

I.II RESTA DE VECTORES *
Graficamente: Para restar dos vectores, sumamos al primero el opuesto del segundo, es decir,

u-v = u+(-vVv). De las dos formas, vamos a utilizar, por ejemplo, la regla del paralelogramo:

v

\

Analiticamente, se restan las componentes.

De la resta de vectores pueden deducirse dos formulas importantes muy utilizadas:

Coordenadas del vector que une dos puntos: Se obtienen restando las componentes del punto extremo
menos el punto origen del vector:

AB=B-A )

(Ver demostracion en pag. 155 del libro de ed. Anaya).

Coordenadas del punto medio de un segmento: Dado un segmento de extremos A y B, las coordenadas
de su punto medio seran la semisuma de dichos
extremos.

S
M B
e A+B
N o0 O O A M== 2)

(Ver demostracion en pag. 155 del libro de ed. Anaya).

1.1 PRODUCTO POR UN ESCALAR °
Gréaficamente: Veamoslo con un ejemplo. Si queremos hacer 3u, lo que haremos es u+u+u, es decir,

aplicamos la suma de vectores. Si lo que queremos construir es —-2u, haremos
-2u=(-u)+(-u):

4Ver pag. 135 del libro de ed. Anaya.
Ver pag. 134 del libro de ed. Anaya.
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En resumen: Se define el vector k u como aquel que tiene MODULO: Ik ull=|k||ul

DIRECCION: ladeu

SENTIDO: elde u , Sik>0
opuesto, si k<0

Todo esto puede comprobarse que concuerda analiticamente:
Analiticamente: u=(uy,Uy,u,) - ku =(ku,,kuy,ku,)

Propiedades: ASOCIATIVA: Apuw)=AWwu
DISTRIBUTIVA respecto a la suma de vectores:  A(U+V)=AUu+AvV
DISTRIBUTIVA respecto a la suma de escalares: (A +)u =Au+udu

ELEMENTO NEUTRO: lu=u

(Todas estas propiedades son de inmediata demostracion, tanto analitica como graficamente).

1.1V COMBINACION LINEAL DE VECTORES °

Se dice que el vector x es combinacion lineal de u,v,w... si se puede expresar como

>ﬂ<:)\6+u\ﬂ/+nwﬂ+... donde A,u,n 00

Observaciones:
1°) Alguno de los A, 4, N ... pueden ser 0

2% Recordar: «Un conjunto de vectores es linealmente dependiente si alguno de ellos se puede
expresar como combinacion lineal de los restantes; en caso contrario, son linealmente
independientes» .

Veamos, en la siguiente tabla resumen, todas las posibilidades de dependencia lineal en funcién del numero
de vectores y de su posicion:

6Ver péags. 136 y 137 del libro de ed. Anaya.
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N S 2 | 3 ¢ DEPENDENCIA
VECTORES POSICION PLANO V ESPACIO V T
: V=AU I.d
Alineados: — o .
/U'/' (uy v proporcionales)
2
I ..
No alineados: = o i
&_bﬂ (uy v son base de V*)
\
l. d.
Coplanarios: o .
(u,vyw soncomb. lin.)
3
P w
& ..
No coplanarios: o .
- (u,vyw son base de V)
\
A T I d.
/K» (u,v,wyx soncomb. lin.)
\%

- - o

3°) Definicion:  «{u, v,w} forman una base de Ve si cualquier x se puede expresar como combinacion lineal

de los vectores de la base, es decir,

D)\,u,nDD/ ;:Aa+u\7+nv3 »

\ - - o

«Se dice entonces que A,lLyn son las coordenadas de x enlabase {u,v,w}»

4°) Como vimos en el 4° caso del cuadro anterior, «En V° tres vectores cualesquiera no coplanarios
forman una base» .

En particular, consideremos los vectores i =(1,0,0)

j =(0,1,0)

kK =(0,0,2)

- - -

que son perpendiculares entre si, y unitarios. Pues bien, {i,j,k} es una base ortonormal de V°.

Definicién: «Base ortonormal de V* son tres vectores perpendiculares entre si y unita  rios» .

7 .
Y no proporcionales, naturalmente...
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-

Notese, por lo tanto, que {i,j,k} no es la Unica base ortonormal de V°, pero si la mas

simple, y por eso se denomina base candnica de V°.

Definicion: «Una base ortogonal de v? esta formada por tres vectores perpendiculares ent  re si».

Veamos, con un ejemplo, cudl es la ventaja de utilizar la base candnica en V&

En la figura, podemos expresar v como combinacién lineal de

-

(0K}

(22,4,3) v=(2i+4])+3k =[(2,0,0)+(0,4,0)] +(0,0,3) = (2,4,3)

- -
<

J Nétese que 2, 4 y 3 son las coordenadas de\7 en la base {i,j,k}.
En otra base tendria distintas coordenadas.

Ejercicios final tema: 3 a9
Ejercicios libro ed. Anaya: pag. 149 y ss.: 1 a 6, 21, 28, 29, 32 y 37 (vectores); pag. 154: 1; pag. 176: 1 (ptos. en el
espacio); pag. 156: 2y 3; pag. 176: 4, 5y 6 (pto. medio)

ll. PRODUCTO ESCALAR ®

Vamos a definir el producto escalar de dos vectores, uy v, que se designa como u-V ,y cuyo resultado es

un escalar:

Definicion: «El producto escalar de dos vectores es igual al pr  oducto de sus mddulos por el coseno
del angulo que forman»

u-v = |G| |\7| cosa A3)

\7 =0 = G O \7 (Condicion de perpendicularidad )

2) u-\7>0 = a <90°

c

Consecuencias: 1)

3) U-v<0 - 90°< qa < 180°

8Ver pags. 138 y 139 del libro de ed. Anaya.
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Expresion analiica * |u =(u,,u,,u,)| - -
UsV =U,V, +UyVy +U,v, (4)
vV =(V,,Vy,V,)
Propiedades: CONMUTATIVA: u-v=v-u

ASOCIATIVA MIXTA:

DISTRIBUTIVA:

AU-v)=(Au) v =u-(Av)

u-(v+tw)=u-v+u-w

(Todas estas propiedades son de inmediata demostracion™®, tanto analitica como graficamente).

Una observacién sobre notacion:

Es muy importante, a la hora de simbolizar el producto escalar de dos

vectores, no olvidar el - entre ambos: u-v =v-u. Ahora bien, si de lo que se trata es de multiplicar un

-

escalar por un vector, para distinguir es recomendable no indicar el producto conun-: Au

Aplicaciones del producto escalar

1°) Médulo de un vector: Consideremos el producto escalar de un vector u consigo mismo:

Despejamos || u I

R R L2
u-u = uf-Juf-cos0°=u]

Jul=vu-u

Si las componentes del vector son u =(X,Y,z), nos queda:

Consecuencias:

a) Distancia entre dos puntos

PQ

d(P.Q)

Jul =yx? +y? +22 5)

Supongamos dos puntos en el espacio, P(X1,y1,21) Y Q(X2,¥2,25), cuya
distancia de separacion, d(P,Q), queremos conocer. Es obvio que

dicha distancia (ver dibujo) coincidira con el | PQ]|:

PQ = Q -P= (eryzizz) _(X1!y1121) = (Xz - X11y2 _yl’zz - Zl)

= [PQ[=|dP.Q) = Jix, — %) + (v, —v P + (-2 | (6)

Ver en la pag. 139 del libro de ed. Anaya la demostracion de que esta férmula y la definicién grafica coinciden.

Nos remitimos, para ello, a la pag. 139 del libro de ed. Anaya.

b ver péag. 138 del libro de ed. Anaya.
Péag. 188 del libro de ed. Anaya.
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b) ¢ Cémo obtener un vector con la misma direccion que 13,

uno dado, pero unitario?
Supongamos que nos dan un vector u, y queremos obtener un vector con su misma direccion,
pero unitario. La respuesta, viendo el dibujo (lo hemos indicado en el plano, para una mejor

visualizacion; pero en el espacio seria analogo), es obvia: habra que dividirlo por su modulo; es decir,

se tratara del vector u ||a||

La demostracion es también evidente:

* Si u lo dividimos por un nimero, como es | u||, obtendremos un vector con la misma direccion (y

sentido).
i/1u]

. J/|| u | es unitario, ya que su médulo es: = %" u |=1

Jul

(C.Q.D)

Observacion: En realidad, habria otro vector con la misma direccién que u y unitario, pero de sentido

contrario; se trataria del vector opuesto a u/||u | (El uz del dibujo).

2°) Angulo entre dos vectores:  Se obtiene facilmente, sin mas que despejar en u-v =|u| |v| cosa

\Y; :(vx,vy,vz)

c |
<\

UV, +UyV

yUy +uZVZ

()

cosa = S =
) i Vi rud e Vi evE v

Ejercicios final tema: 10a 21
Ejercicios PAEG: 4B jun 2008
Ejercicios libro ed. Anaya: pag. 139: 1; pag. 149y ss.: 7, 8, 10, 11, 12, 24 a 27, 30, 34, 35, 36, 38y 39; pag. 204: 5y 7

13 Péag. 134 del libro de ed. Anaya.
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IV. PRODUCTO VECTORIAL *

Vamos a definir el producto vectorial de dos vectores, u x Vv , cuyo resultado es un vector:

1

- Definicién: EIl producto vectorial de dos vectores uy v es igual a otro

Auxv . o
vector, denominado u xV , que tiene:
/V MODULO: fuxv[=[u]v]-sena
_Ja__yu N N N N
DIRECCION: uxvOuy v
SENTIDO: el del avance de un sacacorchos al llevar u a \7
v — VX l]

Observacion: El producto escalar u x v valdra cero en alguno de los siguientes casos:
1) Cuando alguno de los dos vectores sea el vector 0 (caso trivial), ya que, en tal caso, su
maodulo seria 0.

2) Si ambos vectores tienen la misma direccion, es decir, son paralelos, o lo que es lo mismo,
sus componentes son proporcionales, pues en ese caso, sena =0. Hay dos

posibilidades:

MISMO SENTIDO SENTIDO OPUESTO

Expresion analitica **: ik
UXV =u, U, U, (8)
Ve Vy oV,
Propiedades: ANTICONMUTATIVA: Uxv =-vXxu
No verifica la asociativa: ux vxw)# (uxv)xw
-( - - - - -
ASOCIATIVA MIXTA: AMUXV)=ZAUXV ZUXAV

DISTRIBUTIVA respecto a lasuma: UX(V+W) =UXV+UXW

(Todas estas propiedades son de inmediata demostracién'®, tanto analitica —es decir, mediante las
propiedades de los determinantes- como graficamente).

Ver pag. 142 del libro de ed. Anaya.

15 Ver en la pag. 143 del libro de ed. Anaya la complicada demostracién de esta formula.

16 " .
Nos remitimos, para ello, al libro de ed. Anaya.
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Interpretacion geométrica:  «El mddulo del producto vectorial de dos vectores e s igual al &area del
paralelogramo que determinan»

Dem:

v
1
Ah R sena:% = h=|v|-sena

u vl

Multiplicamos ambos miembros por || u I

h-ul=[u]-|v|-sena = uxv i (C.Q.D)
H(_J

N

Base x Altura = Area del paralelogramo

Consecuencia: Area del triangulo  *’

«El area de un triangulo es igual al semimaodulo del producto vectorial de dos vectores cualesquiera que
lo definan»:

1 — —
Sasc = 3 I ABXAC| 9)

Ejercicios final tema: 22 a 33
Ejercicios PAEG: 4B jun 2005, 4A jun 2008

Ejercicios libro ed. Anaya: pag. 141: 1, 2, 3; pag. 144: 1, 2, 3; p4g. 149 y ss.: 13 a 16, 22, 23 y 33 (prod. vectorial); pag.
195: 1; pag. 205: 23 (area triangulo)

PRODUCTO MIXTO *®

Vamos a definir un dltimo producto vectorial, en este caso de tres vectores, u, v y w, llamado producto
mixto, cuyo resultado es un escalar:

[ —

Definicion: Se define el producto mixto de tres vectores, u, v y W, que se designa como [u,v,w], al

namero que resulta de la siguiente operacion:

- - -

[u,v,w]:a-(ng:/) (10)

" Ver péag. 194 del libro de ed. Anaya.
8 Ver pag. 145 del libro de ed. Anaya.
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LES. “Fernando de Mena"
Rea)

Expresion analitica: En la practica, para su célculo, lo mas cémodo no es utilizar la definicion anterior, sino el
siguiente determinante:

I I uX y z
[u,v,w] =det(u,v,w) =|v, Vv, Vv, (11)
Wy y z
Dem:
! J k vV, V V, Vv
N - - - - — \Vi \Vi Ind -
[uv,wl=u- gxw)=u-v, v, v |l=u-||” ° R R
Wy W, Wy z Wi Wy
X Wy W,

u, u, u,
= (uy,uy,uy) || 7 2| Ve Ve [V Yyl 1Yy Vel Y Vel Y Yyl oy
- x1Hy1Hz ’ ’ - Yx y z - X y z

Wy z Wy 2| |Wx Wy Wy z Wy z Wy Wy
Wy Wy, w,
(C.Q.D)

- - -

Observaciones: El producto mixto [u, v,w] valdra cero en alguno de los siguientes casos:

1) Cuando al menos uno de los vectores sea el vector 0 (caso trivial), ya que, en tal caso,
habria al menos una fila de 0 en el determinante.

2) Si al menos dos vectores son iguales o proporcionales —es decir, tienen la misma
direccion-, pues entonces tendriamos dos filas del determinante iguales o
proporcionales.

3) Si los tres vectores son combinacion lineal, es decir, linealmente dependientes —ya que.
en ese caso, sabemos que el determinante l6gicamente valdria cero-. Ahora bien, como
vimos en la tabla resumen de la pag. 6, ello significa que los tres vectores son
coplanarios. Por consiguiente;

Condicion de coplanariedad (dependencia lineal):

Uc u, U,
u,vywcoplanarios (lin.dep) < [u,v,w]=|v, v, v, (=0 (12)
Wy wy o w,

Es decir: «La condicion necesaria y suficiente para que tres vectores sean coplanarios es que su producto
mixto sea cero» (Seria el 3% caso de la tabla de la pag. 6).

Interpretacion geométrica:  «El valor absoluto del producto mixto de tres vecto res es igual al volumen
del paralelepipedo que determinan».
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Dem:

| u-(vxw)|=]| u ||| vxw ||-cosa = Areabase-h = Vol 4 aeiepipedo

Y
Area base
cosa = ——

. (C.Q.D)
Jul

Aplicacién: Volumen del tetraedro 19

«El volumen de un tetraedro es igual a la sexta par te del valor absoluto del producto mixto de
tres vectores cualesquiera que lo definan»

B
i —
Vagcp = 5 | [AB,AC, AD] | (13)
D D
AC c

En el libro de ed. Anaya (pag. 195) puede verse graficamente por qué el volumen del tetraedro es la 1/6 parte
del volumen del paralelepipedo que lo contiene.

Ejercicios final tema: 34y ss.
Ejercicios PAEG: 4B jun 2011

Ejercicios libro ed. Anaya: pag. 145: 1, 2; pag. 149 y ss.: 17 a 20, 31; pag. 195: 2; pag. 205y ss.: 24 a 26 y 55 (volumen
tetraedro)

° Ver péag. 195 del libro de ed. Anaya.
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39 EJERCICIOS de VECTORES 2° BACH.

VECTORES. OPERACIONES:

1. Comprobar si los vectores ATI>3 y CHD son equipolentes, siendo A(2,1,3), B(5,4,1), C(2,1,5) y D(3,2,-1). En caso

negativo, hallar las coordenadas del punto D' para que KBy CT:)’ sean equipolentes.

(Soluc: no son equipolentes; D'(5,4,3))
z G =
2. Considerar el cubo de arista unidad de la figura. Indicar las coordenadas de c
- - - - D
dos vectores equipolentes a AB y otro equipolente a AD . Hallar |AE| y |AF|
®] E
y
- - - — - - A
3. (S)Dos vectores a y b sontales que | a |=10, | b [=10V3 y | a +b |=20. B
- o
Hallar el angulo que forman los vectores a y b. (Soluc: 90°) X

- - -> -
4. Dados u=(1,4,3)y v =(2,3,2), dibujarlos sobre los mismos ejes, y hallar, grafica y analitcamente: u+ v,

- - - - - -
u-v,2u,3v y2u+3v

5. Dados U=(52,15),v=(-1,2,1),w =(2,-1,3), se pide:
a) Expresar ucomo combinacién lineal de vyw  (Soluc: & = 3v +4w)
b) Expresar w como combinacion lineal de uy v (Soluc: W:%D—%&)
c) ¢ Son linealmente dependientes o independientes u,vy w?

d) (Cuéles elrangode uvyw ?

e) Volver a hacer el apartado a por matrices (Gauss) y el ¢ por determinantes.
6. a) Hallar el valor de k para que u=(1,2,-1),v =(0,1,2), w = (-1,k,3) sean linealmente dependientes.
(Soluc: k=-1)

b) Obtener, en ese caso, una relacion de dependencia entre U,vyw  (Soluc: u=v -w)

7. Considerar los vectores a=(3,1,0), b=(1,4,0), c=(0,5,3)
a) Razonar que forman una base de V?
b) Hallar las coordenadas de x =(7,0,3) en la base anterior. (Soluc: x =3a—-2b+c)

¢) Intentar dibujar la situacion anterior.

8. Las coordenadas de dos vértices consecutivos de un paralelogramo son A(1,0,0) y B(0,1,0). Las coordenadas
del centro M son M(0,0,1). Hallar las coordenadas de los vértices C y D. Dibujar la situacion. (Soluc: C(0,-1,2)
y D(_11012))

9. (S) Dados los puntos A(2,3,9) y B(1,-2,6), hallar tres puntos P, Q y R que dividen al segmento AB en cuatro
partes iguales. (Soluc: P(7/4,7/4,33/4), Q(3/2,1/12,15/2), R(5/4,-3/4,27/4))
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PRODUCTO ESCALAR:

10. Dados A(1,2,3) y B(2,1,4), se pide:
. } g -
a) Dibujar OA y OB
b) Hallar d(A,B) (Soluc: V3 u)
c) Hallar el angulo entre O_:A y O_)B (Soluc: =21° 4' 14")

d) Hallar m tal que (0,3,m) sea L a O_)B (Soluc: m=-3/4)

-> 2> -5
11. Sean{ i , j , k }los vectores de la base ortonormal canénica de V°. Hallar:

- >

a) i-i b) TT c) TK d) TT e) TE f) EK (Soluc: 1;0; 0; 1; 0; 1)
12. (S) Calcular los valores de x e y para que el vector (x,y,1) sea ortogonal a los vectores (3,2,0) y (2,1,-1)
(Soluc: x=2, y=-3)
- o - —

- —
13. Considérese un triangulo equilatero ABC de lado 6 u. Hallar AB-AC, AB-BCy BC - AC
(Soluc: 18, -18, 18)

. . - =25 - - - - - - - -
14. Desarrollar las siguientes expresiones: a) (u - v ) b) RQu+3v)(u+v) c)(u+v)(u-v)

-> > -
15. Inventar tres vectores cualesquiera u,Vvy w,y comprobar que se verifica la propiedad distributiva:

— — - = S > —
16. Demostrar que el vector a =(b -c )d -(b -d) c es ortogonal al vector b

- - - 2, > 2, -> -
17. Sean u y v dos vectores tales que (u +v )*=25y (u - v )"=9. Calcular el producto escalar u - v (Soluc: 4)

- - - - - - - , -
18. Sean u y v dos vectores tales que | u | =9y (u+v)(u-v)=17. Calcular el médulo del vector v
(Soluc: 8)

_)
19. Obtener tres vectores cualesquiera L a u = (3,-1,5) ¢ Cudl es su expresion general?
(Soluc: (a,b,c) tal que 3a-b+5c=0)

- -
20. Dados u =(3,-15) y v =(3,0,3), se pide:
a) Obtener un vector cualquiera | a ambos. (Soluc: p. €j. (-1,2,1))

b) Obtener un vector cualquiera | a ambos y unitario.  (Soluc: (-16/6, /3, ¥6/6); también vale el opuesto)

c) Obtener un vector cualquiera L a ambos y de médulo 3 (Soluc: (-16/2, 16, 6/2); también vale el opuesto)
21. Encontrar los vectores unitarios de IR® que son perpendiculares a V= (1,0,1)y forman un angulo de 60° con

"o (%%%) (Soluc: (1/2,1212,-112) y (-1/2, 212,1/2))
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‘acubtems (cilsd s

PRODUCTO VECTORIAL:

— — - —
22. Dados los puntos del ejercicio 10, hallar OA xOB. Obtener también el angulo entre OA y OB por producto
vectorial, y comprobar que se obtiene el mismo resultado que por producto escalar.

- -
23. Dados los vectores u =(2-11) y v = (1-2-1), se pide:
a) Angulo que forman.
b) Un vector perpendicular a ambos.

— -
c) Hallar el valor de m para que el vector w =(2,m,—4) sea L a v

-> > >
24. Inventar tres vectores cualesquiera u,vy w,y comprobar que el producto vectorial: a) Verifica la propiedad

anticonmutativa. b) No verifica la asociativa. ¢) Si verifica la asociativa mixta, y la distributiva respecto a la
suma.

25. Dibuijar el triangulo de vértices A(1,3,5), B(2,7,8) y C(5,1,-11) y calcular su area. (Soluc: 1118 u?)

- o> - -> o
i i

-> =2
X i=j.

N
, kX ¢, Qué consecuencia tiene este hecho?

- - - -
€ lixjxkxi

28. Hallar los dos vectores unitarios ortogonales a (2,-2,3) y (3,-3,2). (Soluc: (2/2,v2/2,0) y (-v2/2,-v2/2,0))

26. Comprobar analiticamente que i=k, jxk=
., - o) 2> o> (5 - - -
Obtenertamblen(ixj]xk, iX[]XkJ,{I |J

~—¢

27. Hacer de nuevo el gjercicio 20 por producto vectorial.

29. (S) Considérese la figura siguiente:
A(1,1,0) D

B(-1,-1,-1) C(2,2,0)

Se pide: a) Coordenadas de D para que ABCD sea un paralelogramo. (Soluc: D(4,4,1))

b) Area de este paralelogramo.  (Soluc: Sagco=12 u%)

30. (S) Explicar cémo puede hallarse el area de un triangulo a partir de las coordenadas de sus tres vértices (en
el espacio). Aplicarlo a A(1,0,1), B(-1,0,0), C(0,2,3). (Soluc: 315/2 u?)

31. Dados u=(-121) y v = (110)
a) Hallar a y b para que u y vseanla w= (a,2,b) (Soluc: a=-2, b=-6)
b) Hallar el &ngulo que forman u y v (Soluc: =273°13'17")

c) Hallar un vector perpendicular a u ya X = (-1,1,0) y unitario.(Sol: (- v8/3,- v3/3,/3); también vale el opuesto)
32. Considerar el triangulo de vértices A(1,0,2), B(2,2,2) y C(3,-1,2)

a) Hallar su area. (Soluc: 5/2 u?)
b) Hallar el &ngulo correspondiente al vértice A (Soluc: 90°)
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33. a) Demostrar (por equipolencia de vectores) que los siguientes puntos forman un paralelogramo en el
espacio:
C('1131'2) D(-1,6,-7

A0,-1,2) B(0,2,-3)

b) Hallar el area del triangulo ABC  (Soluc: ( 4/98/2 u?)

PRODUCTO MIXTO:

34. Dibujar el tetraedro de vértices A(2,1,0), B(0,1,0), C(3,3,7) y D(0,0,0) y hallar su volumen. (Soluc: 7/3 u®)
35. Hallar el volumen del tetraedro cuyos vértices son A(2,1,4), B(1,0,2), C(4,3,2) y D(1,5,6) (Soluc: 5 u®)

36. Dados los puntos A(1,-2,0), B(-2,4,4) y C(3,-1,-1), se pide:
a) Hallar un vector 1 a AB y AC (Soluc: (2,-1,3))

b) Hallar el &ngulo que forman los vectores AB y AC (Soluc: 2102° 4' 7%
c) Hallar el area del triangulo determinado por los tres puntos anteriores. (Soluc: 5y14/2u%)

d) Hallar el volumen del tetraedro de vértices los tres puntos anteriores y el origen. (Soluc: 10/3 u®)

37. Dados U=(a,2,3), v=(3,2,a) Y w=(a2,1), se pide:
a) Hallar a para que wsealau y v (Soluc: a=1)

b) Hallar a para que u , v y W sean coplanarios. (Soluc: a=-2, a=3)
drding
38. Hallar [ i, j,k] e interpretar graficamente el resultado obtenido. (Soluc: 1)

39. TEORIA: a) Demostrar que si u, vy w son linealmente independientes, también lo son los vectores u+v ,
U-w Yy U-v+w

b) Justificar que cualquier conjunto de vectores que contenga el vector nulo es L.D.

c) ¢Puede haber dos vectores yy v tales que u-v =3, |G| =1, |\7| =2?

d) Justificar por qué el producto mixto de los vectores a, by a+b es siempre nulo.
N N [

- -
e) Si u-v = u'w, ¢podemos concluirque v =w?¢YsSies uxv =uxw?

L, — — , i ,
f) Si|uv]|H|ull|l w||. qué podemos concluir del &ngulo que forman?

g) Sean é,ByE tres vectores linealmente independientes. Indicar razonadamente cuéles de los
siguientes productos mixtos valen cero:

- o S5 oS> o - o> o o > o> > >
[a+c,a—c,a+b+c} [a+c,b,a+b] [a—c,b—c,c—a}
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|. ECUACION PARAMETRICA Y CONTINUA DE LA RECTA *

Determinacion principal de una recta

Es evidente que una recta r, tanto en el plano como en el
espacio (ver dibujo), va a quedar determinada por un punto
cualquiera de ella (A O r) y un vector director, es decir, que tenga
su misma direccion (uﬁr # 6). Ambos elementos, punto y vector

director, constituyen la determinacion principal de la recta. En la

préactica, escribiremos:

{A}

¢ Por qué utilizamos el calificativo “principal”? Porque, obviamente, no es la Unica forma de determinar
una recta. Existen infinitas formas: por ejemplo, es evidente que sélo existe una recta que pase por dos
puntos, 0 una recta paralela a otra dada y que pase por un punto exterior a ésta, o perpendicular a un plano y
gue pase por un punto dado, etc. Ahora bien, nétese que siempre nos daran dos datos para determinar una

recta.

Ejercicio final tema: 1

Ecuacion de la recta :

Considerar la recta r de la figura adjunta. Supongamos que

nos dan su determinacion principal, es decir, {A,u,}.

Supongamos un punto genérico X O r, es decir, un punto
cualquiera de r, que puede variar. Es evidente que si X esta en la

recta, entonces el vector AX sera proporcional a u, (por ejemplo,

en el dibujo se ve que AX es aproximadamente el triple que u, ),

es decir:

XOr = AX = Au, )

donde A O [ se llama parametro , y va a jugar un papel fundamental en todo el tema. Dando valores positivos

y negativos a A se irian obteniendo los infinitos puntos X que irian trazando la recta’.

Por otra parte, es evidente en el dibujo la siguiente suma vectorial:

X = a+ AX @)

! para reforzar todo Io tratado en este apartado, puede consultarse la pag. 157 del libro de ed. Anaya.

2 . . _— .
Esto puede verse de forma interactiva en el siguiente enlace, muy interesante y recomendable:
http://recursostic.educacion.es/descartes/web/materiales didacticos/Puntos_rectas planos d3/Representacion_de_rectas.htm
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Reemplazando AX de (1) en (2) obtenemos la ecuacién vectorial de la recta:

—

X = E;.+)\Ur (donde A O [J) EC. VECTORIAL 3)

En la préactica, la ecuacion vectorial no es util en si misma, pero si si la descomponemos en sus tres
coordenadas, obteniendo asi las ecuaciones paramétricas

X =a+Au
y=b+Av EC. PARAMETRICAS 4)
Z=Cc+Aw

Observaciones: 1) Dando valores a A O [J se obtienen los infinitos puntos (x,y,z) de la recta.
28)Y viceversa, a un mismo punto (X,y,z) le tiene que corresponder el mismo A para las tres
ecuaciones.
3%) Desventaja: La forma paramétrica de una recta no es Unica, es decir, una misma recta
tiene infinitas formas de ecuaciones paramétricas®, todas ellas validas.

Si despejamos A de las tres ecuaciones e igualamos, obtenemos la ecuacién continua

Xx-a_y-b _z-c
u % w

EC. CONTINUA (5)

Observaciones: 1%) Todo punto (x,y,z) que verifique las tres igualdades O r, y viceversa.
2%) Desventaja: La forma continua de una recta no es Unica, es decir, una misma recta tiene
infinitas formas de ecuacion continua, todas ellas validas.
3%) Si algiin denominador es 0, la recta no se puede poner en continua sino, como veremos
en el apartado lll, en implicitas.

Ejercicios finaltema: 2 a6
Ejercicios PAEG: 1B sept 2002
Ejercicios libro ed. Anaya: pag. 176 y ss.: 10y 11

Condiciéon para gue 3 (0 mas) puntos estén alineados 4.

AqA3 Como puede verse en el dibujo adjunto, es obvio que, para
A1A2 . - .
As gue tres puntos A;, A, y Az estén alineados, es condicion necesaria y
Az . .
A suficiente que al formar dos vectores cualesquiera con ellos® —por
—

-
ejemplo, A;A, y A;A; -, estos sean proporcionales. Si colocamos
ambos vectores formando una matriz 2x3, ello querr4q decir que su

rango seré 1:

Ello es debido a que, obviamente, una recta tiene infinitos posibles vectores directores, y también podemos sustituir infinitos puntos
(a,b,c) en las ecuaciones paramétricas.

4 Ver pag. 155 del libro de ed. Anaya.

5 — —
También valdria el par A;A, Y A,A,
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A A, A, alineados = AjA; OAA, = rg[AlAz,AlA3] =1 (6)

Ejercicio final tema: 7

Ejercicios libro ed. Anaya: pag. 176: 2 y 8 (ptos. alineados, sin parametro); pag. 156: 1; pag. 176: 3 (con parametro)

Il. ECUACION PARAMETRICA Y GENERAL DEL PLANO °

Determinacion principal del plano

Como puede verse en el dibujo, un plano va a quedar determinado,

por ejemplo, por un punto cualquiera sobre él (A O T0) y dos vectores no

‘ nulos y no proporcionales paralelos a él (ay v ), que llamaremos
vectores direccionales del plano. Esta terna constituye la determinacion

principal del plano. En la practica, escribiremos:

:{A,a,;}

Al igual que en el caso de la recta, obviamente existen infinitas formas de determinar un plano: la mas
habitual es considerar el plano que pasa por tres puntos no alineados, o un plano paralelo a otro y que pase

por un punto exterior a éste, o perpendicular a una recta y que pase por un punto dado, etc.

Ejercicio final tema: 8

Ecuacion del plano

Considerar el plano Ttde la figura adjunta. Supongamos que

nos dan su determinacion principal, es decir, {A,u,Vv}.

Supongamos un punto genérico X O T{ es decir, un punto
cualquiera de Tt que puede variar. Es evidente que si X esta en eI
plano, entonces el vector AX sera comb|naC|on lineal de u y v
(por ejemplo, en el dibujo se ve que AX es aproximadamente

3 J+ 2 \7 ), es decir:

XOm= AX =Au+pv  (7)

donde A y p O [J son parametros. Dando valores a ambos parametros se irian obteniendo los infinitos puntos

X que irian trazando el plano7.

® para reforzar todo lo tratado en este apartado, puede consultarse la pag. 164 del libro de ed. Anaya.

! Esto también puede verse de forma interactiva en el siguiente enlace:
http://recursostic.educacion.es/descartes/web/materiales didacticos/Puntos _rectas planos_d3/representacion_de planos.htm
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Por otra parte, es evidente en el dibujo la siguiente suma vectorial:
X = a+AX (8)

Reemplazando AX de (7) en (8) obtenemos la ecuacién vectorial del plano:

—

X =a+tAu+ u\7 (donde A, u O [J) EC. VECTORIAL (9)

En la practica, también esta ecuacién vectorial no es (til en si misma, pero si si la desglosamos en sus
tres componentes, obteniendo asi las ecuaciones paramétricas del plano; para ellos, suponemos

u=(u,uy,u,)y v =(v,,Vy,V,):

X =a+Au, +uv,
y=b+Au, +pv, EC. PARAMETRICAS (10)
Z=C+Au, +uv,

Observaciones: 1%) Dando valores a A y p O [ se obtienen los infinitos puntos (x,y,z) que constituyen el
plano.
28)Y viceversa, a un mismo punto (x,y,z) le tiene que corresponder los mismos A y 4 en las
tres ecuaciones.
3%) Desventaja: Un mismo plano puede tener infinitas formas paramétricas, todas ellas
igualmente validas.

Por otra parte, nétese que (7) nos indica que AX, u y v son combinacion lineal, es decir, si formamos

el determinante de orden 3 formado por los tres vectores, éste valdra cero:

Xx—-a y-b z-c
AX=Au+puv = def[AX,u,v]=0 = | u, uy u, |=0 (11)

Vy vy v,
Y, desarrollando el determinante, y simplificando, siempre vamos a obtener una expresion del tipo:

[Ax+By+Cz+D=0]  EC. GRAL. 0 IMPLICITA (12)

gue se llama ecuacion general o implicita del plano, y es la forma mas cominmente utilizada para expresar

un plano.

Observaciones: 1%) Los infinitos puntos (x,y,z) que forman el plano han de verificar la igualdad anterior, y
viceversa: si un punto (X,y,z) verifica la igualdad, entonces O Tt (y, obviamente, en caso
contrario, no pertenecera).

2%) Ventaja: La forma general o implicita es Unica (salvo simplificacion de sus coeficientes).
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3%)Veremos en el proximo subapartado que los coeficientes (A,B,C) representan las
componentes de un vector O TT, al que designaremos como n,, llamado vector normal
del plano Tt

Ejercicios final tema: 9 a 16
Ejercicios PAEG: 2Ajun 99; 4B jun 2004 « 4A sept 97; 4A jun 2012 (+area tridngulo+volumen tetraedro+optimizacion)

Ejercicios libro ed. Anaya: pag. 165: 1; pags. 177 y ss.: 23 y 32 (ec. gral. del plano); pag. 169: 1 y 2 (dibujar rectas y
planos); pags. 177 y ss.: 20, 25, 26, 29, 34, 35, 43y 46; pag. 185: 5

Vector normal del plano (nﬁn) 8

- Como puede verse en el dibujo adjunto, otra determinacion muy
habitual de un plano es dar un punto cualquiera sobre él (A O T) y un

—

vector n, perpendicular al plano:

= {A, nn} Determinacién normal del plano

A continuacion, vamos a probar algo que ya hemos adelantado en el subapartado anterior: «Los
coeficientes a, b y ¢ de la ecuacién general o impl icita del plano, ax+by+cz+d=0, son las componentes
de un vector [ a dicho plano» .

Dem: nqn =(a,b,c)

Supongamos que nos dan la determinacion normal del plano, es
decir, nos dan:

n:[ =(a,b,c) o
A(X0,Y0:20)

como puede verse en el dibujo. Notese que el punto A(Xe,Yo0Zo) €s fijo, y supongamos un punto genérico
X(x,y,z) del plano, es decir, un punto que puede variar a lo largo del plano. Si consideramos el vector que une
ambos puntos, es decir, AX = (X —Xq,Y ~Yq,Z~Zy), €S evidente que dicho vector sera O a n:T , con lo cual

su producto escalar sera nulo:
ATX O nqn = Aqx-nq,T =0 = (X—Xg,Y~Y0,.Z2—Zp) (a,b,c) =0

Efectuamos el producto escalar, y, para simplificar, renombramos la cantidad constante axy-byg-cz, como d:

(X=Xg,¥Y—Y0.Z2—2p) (a,b,c) =ax+by +cz—-ax, —by, -cz;, =0 = ax+by+cz+d=0

es decir, obtenemos la ecuacion general o implicita del plano. (C.Q.D)

8 Ver pag. 165 del libro de ed. Anaya.
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Consecuencia: Familia o Haz de planos paralelos
ax+by+cz+k=0 ) ) o
«La expresion ax+by+cz+K=0 representa una haz de in finitos

planos, todos ellos paralelos, los cuales se obtien en dando
valores a K»

axtby+cz+k’=0

ax+by+cz+k”=0
: Ejercicios final tema: 17 a 22
: Ejercicios PAEG: 3B jun 2002; 4A sept 97; 3B jun 2002; 4B jun 2010
Ejercicios libro ed. Anaya: pags. 177 y ss.: 18, 21, 37, 41, 45 y 52; pag.

184: 1 a 4; pags. 206 y ss.: 31, 32, 33, 36, 40 y 62

Condicién para que 4 puntos (0 mas) sean coplanario S:

A Supongamos cuatro puntos Aj, Ay, Az y A no alineados®. Si
2

ademas estan sobre el mismo plano, es obvio que al formar tres
— — —
As vectores cualesquiera con ellos —por ejemplo, A;A, , AjA; Y AjA,

A (ver dibujo)lo—, estos seran combinacion lineal. Si colocamos los tres

vectores formando una matriz 3x3, ello querrd decir que su rango

seréll exactamente 2:

— — —

— — —
A4 A, AgyA ,coplanarios < AjA,,AjA3 Y AA, son comb. lin. = rg[AlAZ,A1A3,A1A4j =2 (13)

o lo que es igual, que su determinante sera cero.

Ejercicios final tema: 23y 24
Ejercicios libro ed. Anaya: pags. 177 y ss.: 27 (4 ptos. coplanarios, sin parametro) y 36 (con parametro)

lIl. ECUACIONES IMPLICITAS DE LA RECTA (RECTA N DE 2 PLANOS) *

Si dos planos Tt y TU son no paralelos, es decir,
secantes, es evidente que van a definir una recta r, lo cual se

] . ] T ax+Ry+cz+d=0
conoce como ecuacion o forma implicita de la recta r

{ ax+by+cz+d=0 y+C'z+d'=0
re

ax+by+cz+d=0 EC. IMPLICITA de larecta  (14)

De nuevo, la desventaja de esta forma es que no es Unica:
hay infinitas parejas de planos que definen la misma recta.

El caso en el que tres 0 méas puntos estan alineados ya se vio en el apdo. I.

0 L B X nd d nd
Naturalmente, también valdrian otras ternas, como por ejemplo A,A; , A,A; Y ALA,

Noétese que no puede ser rango 1, porque ello supondria que estan alineados.

2 Ver pags. 158 y 185 del libro de ed. Anaya.
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2x+y-5z=-4

Ejemplo: Dados los planos
3Xx-y+2z=1

} se pide:

a) Comprobar que son no paralelos, es decir, determinan una recta.

b) Resolver el sistema para hallar asi la ecuacion paramétrica de dicha recta.

Ejercicio final tema: 25
Ejercicios libro ed. Anaya: pags. 177 y ss.: 16 y 58

Observaciones: 1¥) Si lo Unico que queremos de una recta

expresada en implicita es extraer un posible
vector director u, de ella, entonces, viendo el

dibujo adjunto, es evidente que bastard con

hacer el siguiente producto vectorial:

— — —

U, =Ny XNg (15)

2%) Por otra parte, si lo que queremos es simplemente un punto cualquiera de la recta en
forma implicita, podemos obtenerlo por tanteo, es decir, sin necesidad de resolver el
sistema formado por dos planos, como en el Ejercicio final tema: 24

Ejercicios final tema: 26 a 29
Ejercicios libro ed. Anaya: pag. 159: 2y 3; pags. 177 y ss.: 38 y 51; pag. 185: 6

Recta que se apoya en dos rectas que se cruzan y en un
punto :

Supongamos que nos dan dos rectas r y s que se cruzan en

el espacio y un punto P exterior a ellas, y nos piden que hallemos
la ecuacién de la recta que se apoya en ry s y pasa por P. En el e
dibujo, hemos intentado mostrar que ambas rectas se cruzan

trazando sendos planos auxiliares que las contienen.

Texto bajo Licencia Creative Commons Atribucion-NoComercial 3.0 Unported. 223 Contactar en: alfonsogonzalopez@yahoo.es



ALFONSO GONZALEZ
IES FERNANDO DE MENA. DPTO. DE MATEMATICAS

1°" método: Utilizando la forma implicita de la recta:

Se trata de ir girando los planos auxiliares que contienen a ambas rectas de forma que sigan
conteniendo a las rectas, pero ademas ambos pasen por P (es evidente que esto no siempre se podra hacer,
es decir, este problema no siempre tiene solucién...):

/s
| % VA

[

Entonces, la recta pedida, t, sera la interseccién de los dos planos, es decir, vendra dada en forma

implicita por:
Ti: Plano que contiene ar y pasa por P

Ti: Plano que contiene a s y pasa por P

Observaciones: 1) Como ya hemos dicho, este problema no siempre va a tener solucion.

22) Hemos supuesto que las dos rectas se cruzan, pero lo dicho seria igualmente vélido para
el caso particular en que ambas rectas se corten.

. L X
Ejemplo: Hallar la ecuacion de la recta que se apoya en las rectas r : 3 ==——=—-1ys

pasa por P(1,0,2)
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2° método: Utilizando la forma paramétrica y continua de la recta:

1° Pasamos r a paramétricas, obteniendo asi un punto genérico de r, que, por tanto, dependera de un
parametro, p. €j. A

2° Pasamos s a paramétricas, obteniendo asi un punto genérico de s, que, por tanto, dependera de
un parametro, p. €j. U

3° Hallamos la recta que pasa por los dos puntos anteriores, en continua. Obtendremos asi una
expresion que depende de Ay

4° Descomponemos la expresion anterior en dos ecuaciones con dos incégnitas, es decir, un sistema,
gue resolvemos, para hallar A y u

50 Sustituimos esos valores de A y p en la forma continua del 3* paso, operamos y simplificamos. De
esta forma, la recta pedida la daremos en forma continua.

Ejemplo: Volver a hacer el ejemplo anterior por este método. Comprobar que se obtiene la misma recta.
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Ejercicios final tema: 30 a 32 (Recta que se apoya en otras dos y en un punto)
33 a 41 (Rectas y planos en general)
42 a 46 (Areas y volimenes)
Ejercicios PAEG: 4A sept 2005; 4A jun 97; 4B jun 2009 (Rectas y planos en general)
Ejercicios libro ed. Anaya: pag. 179: 42 y 54 (Rectas y planos en general)
pag. 206 y ss.: 27, 46, 51, 52, 54 y 59 (Areas y volimenes)

PROBLEMAS SOBRE PROYECCIONES

IV.1 Punto simétrico respecto a un plano.
Proyeccion ortogonal de un punto sobre un plano

Nos dan el punto P y la ecuacion del plano Tt y tenemos que hallar P’, punto simétrico de P respecto
del plano Tt Procederemos asi:

1°) Hallamos la ecuacién paramétrica de larectar La Ty que
pasa por P.

2°) Hallamos el punto M, proyeccion ortogonal de P sobre
T, sustituyendo para ello las ecuaciones paramétricas recién
obtenidas de r en la ecuacion del plano.

3°) Utilizamos la férmula del punto medio para hallar P’;

=¥:P'=2M—P

Ver ejercicio resuelto 2 pag. 199 del libro de ed. Anaya
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Ejercicios final tema: 47 y 48

IV.2) Punto simétrico respecto a una recta.
Proyeccion ortogonal de un punto sobre una recta

Nos dan la recta r y el punto P, y tenemos que hallar el punto simétrico P’ respecto de dicha recta.
Procederemos asi:

r 1°) Hallamos la ecuacidn general del plano Ttque es Lary
que contiene a P.

2°) Hallamos el punto M, proyeccion ortogonal de P sobrer
resolviendo para ello el sistema formado porry TU

3°) Utilizamos la formula del punto medio para hallar P’:

Mz%:P':ZM—P

Ver ejercicio resuelto 3 pag. 199 del libro de ed. Anaya

Ejercicios final tema: 49y 50

IV.3) Proyeccién ortogonal de una recta sobre un pl __ano

Nos dan la recta r y el plano Tt y tenemos que hallar r’, proyeccion de r sobre TT

Para ello, calculamos en primer lugar el plano Q que contiene a
ryes.a Tl La recta r' serd entonces la interseccion de dicho
plano y 11, expresada por tanto en forma implicita:

r=QN

Ver ejercicio resuelto 8 pag. 201 del libro de ed. Anaya

Ejercicios final tema: 51y 52

Ejercicios PAEG: 4A sept 2012, 4B sept 98; 1B jun 2002; 2B sept 2000; 4B jun 2006 (proyeccion [0 de P sobre )
3B jun 2000; 3B jun 2001; 4B sept 2006 (proyeccion [0 de P sobrer)
1A jun 99 (proyeccién O de r sobre 1)

Ejercicios libro ed. Anaya: pags. 207 yss.: 44,47y5 7
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52 EJERCICIOS de RECTAS y PLANOS 2° BACH.

NOTA: En los ejercicios de Geometria se recomienda comenzar, antes de nada, por:

B Imaginarse la situacion; podemos ayudarnos, para ello, de boligrafos (para representar rectas), la mesa o
una hoja de papel (planos), una goma de borrar (puntos), etc.

m O bien, procurar representar graficamente, de una forma aproximada, la situacion. Esto Ultimo es lo
mas recomendable (aunque en la PAEG no se exija...).
A continuacién, tendremos que preguntarnos, ¢,qué nos piden?:

m Si nos piden una recta: Tendremos que obtener, a partir de los datos, un punto de ella y un posible
vector director.

® Si nos piden un plano: Tendremos que decidir, en funcién de los datos, cudl de las dos determinaciones
mas usuales nos interesa mas:

N
- Un punto del plano y un vector normal n

- Un punto del plano y dos vectores direccionales.

Por ultimo, se recomienda vivamente comprobar que las ecuaciones obtenidas satisfacen los datos y las
condiciones del enunciado.

Ecuacion de la recta:

1. Razonar si las siguientes situaciones pueden ser, o no, una posible determinaciéon de una recta. Puede ser Uutil
un dibujo:
a) Rectar // a otrar'y que pasa por un punto P exterior a ésta Ultima.
b) Rectar L a otrar'y que pasa por un punto P exterior a ésta Ultima.
c) Rectar que corta L aotrar'y pasa por un punto P exterior a esta Ultima.
d) Rectar L a un plano  y que pasa por un punto P.
e) Rectar // a un plano n y que pasa por un punto P exterior a dicho plano.
f) Rectar M de dos planos n y ' no paralelos.
(Sol: a) SI; b) NO; ¢) SI; d) SI; e) NO; f) Si)

2. Dado el punto P(-1,1,2) y el vector G:(1,3,2), se pide: a) Hallar la recta determinada por ambos, en

paramétricas y continua. b) Obtener tres puntos cualesquiera de dicha recta. ¢) Estudiar si los puntos (-3,-5,-2)
y (2,10,6) pertenecen a la recta.
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3. Dados los puntos A(1,-2,4) y B(3,2,10) se pide: a) Hallar la recta determinada por ambos, en paramétricas y
continua. b) Obtener tres puntos cualesquiera de dicha recta. ¢) Estudiar si los puntos (1,2,3) y (2,1,0)
pertenecen a larecta. (Soluc: ¢) NO; NO)

4. Con los datos del ejercicio anterior, hallar otras dos posibles formas paramétricas alternativas, y volver a hacer
los apartados b y c.

5. Hallar las ecuaciones paramétricas y continua de los ejes de coordenadas.

6. Hallar las ecuaciones de las medianas del triangulo de vértices A(2,3,4), B(1,-1,5) y C(5,5,4). Hallar también las
coordenadas del baricentro de dicho triangulo.

(Sol: Ma:(X-2)/2=(y-3)/-2=(z-4)/1; My:(x-1)/5=(y+1)/10=(z-5)/-2; M:(x-5)/7=(y-5)/8=(z-4)/-1; G(8/3,7/3,13/3))

7. (S) Determinar los valores de m para que los puntos A(m,2,-3), B(2,m,1) y C(5,3,-2) estén alineados y hallar las
ecuaciones de la recta que los contiene.  (Soluc: m=6)

Ecuacion del plano:

8. Razonar si las siguientes situaciones pueden constituir una posible determinacién de un plano. Intentar hacer un
dibujo aclaratorio:

a) Plano & que contiene a una rectar y a un punto P exterior a ésta.

b) Plano n que contiene a una rectar y a un punto P de ésta.

c) Plano & 1 a unarectary que pasa por un punto P.

d) Plano n// a otro ' y que contiene a un punto P exterior a éste ultimo.
e) Plano rn// a unarectar'y que contiene a un punto P exterior a ésta.
f) Plano © que contiene a dos rectas r y r' paralelas.

g) Plano & que contiene a dos rectas r y ' secantes.

h) Plano = que contiene a una recta r y es paralelo a otra r' que se cruza con la anterior (esto es, ambas rectas
no se tocan).

i) Plano = L a otro ©' y que pasa por dos puntos P y Q.
(Sol: @) Si; b) NO; ¢) Si; d) Si; e) NO; ) Si; g) Si; h) Si; i) Si)

9. Ha_lI)ar la ecuacion paramétrica y general del plano determinado por el punto P(1,2,3) y los vectores U= (2,-1,5)
y V=(3,24). (Soluc: 2x-y-z+3=0)

10. Hallar la ecuacién paramétrica y general del plano determinado por los puntos A(2,1,3), B(1,1,1) y C(5,1,8).
(Soluc: y=1)

11. Dados los puntos A(5,-1,-1), B(1,0,1) y C(-2,-3,0) se pide:
a) Hallar la ecuacion paramétrica y general del plano que determinan.  (Soluc: x-2y+3z-4=0)

b) Estudiar si los puntos (3,1,1) y (1,2,3) pertenecen a dicho plano.  (Soluc: Si; NO)
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c) Hallar otros dos puntos cualesquiera de este plano.
d) Comprobar que el vector formado por los 3 coeficientes de la ecuacién general es L al plano.

12. Hallar una ecuaciones paramétricas para el plano x-2y+3z-1=0 (Soluc: x=1+21-3y, y=4, z=1)
13. Hallar la ecuacion de los planos cartesianos OXY, OYZ y OXZ en paramétricas e implicita.

14. (S) Hallar la ecuacion del plano que pasa por la recta x=2t, y=3+t, z=1-t, y por el punto A(2,-1,2).
(Soluc: 3x+4y+10z-22=0)

15. (S) Hallar la ecuacién del plano paralelo a las rectasr: ~ x=2+A s:  x=-2-3A
y=3 =1+A
z=1+2A z= -A

y que contiene al punto P(2,3,4).  (Soluc: -2x-5y+z+15=0)

16. (S) Dadas las rectas

r.x+2_y—1_z+1 x-1_y-3 _z
"3 2 -1 -2 -2 3

determinar la ecuacion del plano que contiene ary es paraleloas.  (Soluc: 4x-7y-2z+13=0)

%
Vector normal nr

17. Hallar la ecuacion del plano perpendicular al vector n_ =(2,-3,1) y que pasa por el punto P(1,1,-3)
(Soluc: 2x-3y+z+4=0)

18. Hallar la ecuacion del plano paralelo a x+2y+3z+4=0 y que pasa por el punto (3,0,-1) (Soluc: x+2y+3z=0)

- - -

19. Comprobar que los vectores u, y u, del ejercicio 15 son L al vector normal n_ del plano.

20. (S) Dada la recta

y los puntos A(3,1,2) y B(1,5,6), hallar la ecuacion del plano que contiene los puntos Ay By es perpendicular a la
rectar. (Soluc: 2x+3y-2z-5=0)

21. (S) Hallar el plano que pasa por los puntos A(0,2,0) y B(1,0,1) y es perpendicular al plano x-2y-z=7.
(Soluc: 2x+y-2=0)

22. (S) Dados el plano m: 2x-3y+z=0 y larectar:  x=1+A
y=2-A
z=-1+2\
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hallar la ecuacion del plano que contiene a la recta r y es perpendicular al plano 1. (Soluc: 5x+3y-z-12=0)

23. Hallar el valor de a para que los puntos A(1,2,-1), B(2,1,a), C(0,4,0) y D(2,0,-2) sean coplanarios.
(Soluc: vaelR)

24. (S) ¢Qué relacion se ha de verificar entre los parametros a, b y ¢ para que los puntos A(1,0,1), B(1,1,0), C(0,1,1)
y D(a,b,c) sean coplanarios?  (Soluc: a+b+c=2)

Recta en implicitas:

25. a) Pasar la siguiente recta, expresada en implicitas, a paramétricas, resolviendo el sistema:

2Xx+y+z-3=0
X+y+3z-4=0

XxX=1-X
b) Pasar y- _2)! aimplicitas. c) idem con X_IZ - y_+21 zg
zZ=3+X N

26. Dada 3x+2y-z=1 se pide: a) Hallar un posible vector director.
X—2y+3z=0 .
b) Hallar un punto cualquiera de r

c) Con la informacion anterior, indicar unas ecuaciones paramétricas para dicha

recta.
27. (S) Dadas lasrectas r: x-y+2z+1=0 S: 2x+y-3z-4=0
3x+y-z-1=0 X+y+z=0

hallar la ecuacion del plano que contiene ary es paraleloas. (Soluc: 27x+17y-23z-17=0)

28. (S) Se consideran el plano m: 2x-y+z+1=0, la recta s: x-3y=0, z=1 y el punto A(4,0,-1). Hallar el plano que pasa
por A, es paralelo a la recta s y perpendicular al plano 1. (Soluc: x-3y-5z-9=0)

29. (S) Determinar la ecuacién de la recta r que pasa por el punto A(1,0,2) y es perpendicular al plano determinado

por el origen de coordenadas y la recta x=2z-1 (Soluc: x=1-24, y=A, z=2+3))
y=z-2

Recta que se apoya en otras dos rectas y un punto:

30. (S) Determinar la recta que pasa por el punto A(1,-1,0) y corta a las rectas

X—2
3

rx=Y=2=-
-1

=z-1

S:

NN
N <

(Soluc: x=1+A, y=-1+4A, z=7A, 0 bien 3x+y-z-2=0, x-2y+z-3=0)
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31. (S) Dado el punto P(1,1,1) y las rectas r: x=1+A S:x= M
y=2-A y=3u
z=1+2A zZ=2-

hallar las ecuaciones paramétricas de la recta que pasapor Pycortaaryas. (Soluc: x=1, y=1+A, z=1)

X=3+t
32. idem con las rectas r : 3x+2y-z+1=0 Yy y= t!yelpuntoP(1,0,-1) (Soluc:x=1+3 A, y=A, z=-1+3 A)
2X-y+z+4=0 1ot
z=1+

Rectas y planos, en general:

33. Hallar unas ecuaciones implicitas para los ejes de coordenadas.
34. Hallar las ecuaciones paramétricas, continua e implicita de la recta L al plano 2x+3z-4=0 y que pasa por P(1,-1,2)

35. (S) Consideremos el plano 1 de ecuacion 20x+12y+15z-60=0. Hallar:

a) Los puntos A,B,C de interseccion de 11 con los ejes coordenados OX, OY, OZ. (Sol: A(3,0,0), B((0,5,0), C(0,0,4))

b) La distancia entre la recta OB y el eje OX. (Sol: cero, pues ambas rectas se cortan)

36. (S) Consideremos las rectas de ecuaciones

X+y—-z+3=0 -

r: y S: X+1= 3
-2x+z-1=0

a) Hallar n para que r y s sean paralelas.

b) Para el valor de n obtenido en el apartado anterior, determinar la ecuacion del plano que contiene ambas
rectas. (Soluc: n=1; 11x+y-6z+8=0)

37. Un plano corta a los ejes X,Y,Z en los puntos x=a, y=b, z=c respectivamente. Deducir que su forma general o
implicita es:

o | x
+
T <
+
O |N
1l
[EEN

la cual se conoce como ecuacion segmentaria.

38. (S) Dados los planos de ecuaciones 3x-y+z=1 y x+y-2z=0, hallar un vector cuya direccién sea paralela a
ambos. Explicar como se ha hecho. (Soluc: cualquier vector proporcional al (1,7,4))

39. (S) Se considera el plano de ecuacién x+3y+z=7, y los puntos A(1,1,1) y B(2,1,-1). Se pide ver que Ay B estan al
mismo lado del plano. (Ayuda: calcular los planos paralelos al dado que pasan por A y B respectivamente, y
comparar sus términos independientes)

40. (S) Hallar los valores de a para que los planos -x+y+az=0 y ax+2y+2z=0 corten al plano x-y+z=1 en dos rectas
perpendiculares. (Soluc: a=6)
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41. (S) Calcular un punto P de la recta r: x=0, z=0 de forma que el plano que contiene a P y a la recta s: x+y=1,
2x-z=-1 sea paralelo a la recta t: y+z=1, -x+y+z=0.  (Soluc: P(0,2,0))

Areas y volimenes:

42. (S) Calcular el area del triangulo cuyos vértices son los puntos de interseccion del plano 2x+y+3z-6=0 con los
ejes de coordenadas.  (Soluc: 314 u?)

43. (S) Un tridngulo tiene vértices (0,0,0), (1,1,1) y el tercer vértice situado en la recta x=2y, z=1. Calcular las
coordenadas del tercer vértice, sabiendo que el area del triangulo es 12/2. (Soluc: Hay 2 soluc: (0,0,1) y (2,1,1))

44. (S) Hallar un plano que pasando por A(0,2,0) y B(0,0,2) corte al eje OX en un punto C tal que el area del triangulo
ABC valga 4. (Advertencia: Hay 2 soluciones) (Soluc: x/16+y/2+z/2=1 y x/-6+y/2+2/2=1)

45. (S) Determinar un punto de la recta x/2=y=z/2 que forme con los puntos (0,0,0), (1,0,0) y (0,1,-1) un tetraedro de
volumen 1.  (Soluc: Hay 2 soluc: (4,2,4) y (-4,-2,-4))

46. (S) Hallar la ecuacion del plano que pasa por el punto P(1,2,3), siendo equilatero el triangulo formado por los
puntos en que corta a los ejes cartesianos. Calcular el volumen determinado por dicho plano y los ejes
coordenados.  (Soluc: x+y+z=6; 36 u°®

Problemas de proyecciones:

47. (S) Dado el plano de ecuacién x+2y+3z=1 y el punto A(1,1,1), hallar las coordenadas del pie de la
perpendicular trazada desde A a ese plano (la proyeccion ortogonal de A sobre él).  (Soluc: A'(9/14,4/14,-1/14))

48. (S) Calcular el area del triangulo de vértices A', B', C', proyeccién ortogonal del triangulo de vértices A(1,1,1),
B(1,1,2), C(1,2,1), sobre el plano x+y+z=1. (Soluc: A'(1/3,1/3,1/3), B'(0,0,1), C'(0,1,0); &rea=18/6 u°)

49. (S) Hallar la proyeccion del punto P(2,-1,3) sobre larecta r:  x=3t y calcular la distancia del punto P a la
rectar. y=5t-7
(Soluc: P'(3,-2,4); distancia=13 u.) Z=2t+2

50. (S) Hallar el punto simétrico de (2,0,3) respecto de larecta r : (soluc: (1,5,1))

x-1_y-2_ z-1
1 2

51. (S) Dados los puntos A(3,7,-2) y B(-1,9,1), calcular la longitud del segmento A'B', proyeccién ortogonal del
segmento AB sobre el plano x+3y-z-4=0. (Soluc: A'(1,1,0), B'(-32/11,36/11,32/11); longitud=1318/11 u)

52. (S) Hallar las ecuaciones de la recta r', proyeccion ortogonal der:  x=1+A  |sobre el plano x-y+2z+4=0
y=-2+3A\
(Soluc: 3x-y-2z+1=0, x-y+2z+4=0) z=3

Texto bajo Licencia Creative Commons Atribucion-NoComercial 3.0 Unported. 233 Contactar en: alfonsogonzalopez@yahoo.es






POSICIONES RELATIVAS de
RECTAS y PLANOS

MATEMATICAS Il 2° Bachillerato
= ¥ Alfonso Gonzalez
~ IES Fernando de Mena
e, oo e Dpto. de Matematicas






ALFONSO GONZALEZ
e IES FERNANDO DE MENA. DPTO. DE MATEMATICAS

Supongamos, por ejemplo, que queremos estudiar la posicion relativa de una recta que venga dada en
implicitas (es decir, 2 ecuaciones) y un plano (1 ecuacion). En principio, podriamos resolver el sistema 3x3
para ver los puntos comunes a ambos. Ahora bien, esto podemos hacerlo mas facilmente mediante el
teorema de Rouché-Frébenius, que nos permite saber el nUmero de soluciones -es decir, el nimero de
puntos en comun entre la recta y el plano- sin necesidad de resolver dicho sistema. Y esto es precisamente lo
gue haremos en este tema.

) POSICION RELATIVA DE DOS PLANOS *

m: ax+by+cz+d=0
m:ax+by+cz+d =0

1) POR RANGOS: estudiamos r a boc i d (2)
————————— g al bl CI : dl

Hay 3 casos: i) rg M=rg M '=2<3 = S.C.l. uniparamétrico = se cortan en una recta = SECANTES:

i) rg M=1#rg M =2 = S.I. = [ soluc. = no tienen puntos comunes = PARALELOS :

T
-

i) rg M=rg M '=1<3=S.C.I. biparamétrico = tienen en comun un plano = COINCIDENTES:

y 4

n=T7

2) POR Ny :

i) si n: =(a,b,c)y E = (a',b',c') no son proporcionales = SECANTES

iy woow " son proporcionales :{si dy d* son proporcionales = COINCIDENTES
" """ no son proporcionales = PARALELOS *

Ejercicios final tema: 1
Ejercicios PAEG: 4A jun 2009 (con parametro)
Ejercicios libro ed. Anaya: pag. 177 y ss.: 22, 44 y 47

L ver pag. 166 del libro de ed. Anaya.
% Nétese que en realidad todo esto coincide con el estudio por rangos, si observamos la matriz (1)
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I) POSICION RELATIVA DE TRES PLANOS 3

m: ax+by+cz+d=0 a b c id
m:ax+by+cz+d =0 Estudiemos rg|a’ b c'|d
1T" : a"X + blly + C"Z + dll — O a" b" C" i d"

i) rg M=rg M =3 = S.C.D. = soluc. Unica, es decir, se cortan en un punto

(prisma)

iii) rg M=rg M '=2<3 = S.C.I. uniparamétrico = se cortan en una recta :

caso particular:

=T

HAZ DE PLANOS
SECANTES”

% Este caso no viene explicado en el libro ed. Anaya, pero puede consultarse el ejercicio resuelto 10 de la pag. 173

4 . . . .
Supongamos dos planos Ty Tt secantes (es decir, se cortan en una recta); si queremos que un 3% plano cualquiera Tt
también contenga a esa recta, entonces debido a iii) habra de ser combinacion lineal de Tty 1t:

m: axtby+cz+d=0
: ax+by+cz+d =0

0 =ATL+u=0 =| A (ax+by+cz+d)+ p(ax+b'y+c'z+d)=0] (ECUACION DEL HAZ DE PLANOS
DEFINIDO POR Ty ')

Ejemplo: ejercicio 4 (ver también el ejercicio 96 de la pag. 211 del libro de ed. Anaya)
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iv) rg M=1#rg M'=2 = S.I. = [ soluc. es decir, no tienen puntos comunes

¢En qué se diferencia del caso ii)? Hay que tener en cuenta que:

B

rg M=1 = E , N Y n_. son proporcionales = los tres planos son paralelos:

caso particular:

' ,
=T

v) rg M=rg M '=1<3 = S.C.I. biparamétrico = tienen en comudn un plano = COINCIDENTES

NOTA: por n_no compensa estudiarlo pues es complicado.

Ejercicios final tema: 2,3, 10,11y 12
Ejercicios PAEG: 4A jun 99, 4B sept 2000 (con parametro)
Ejercicios libro ed. Anaya: pag. 167: 2; pags. 177 y ss.: 28 (sin parametro) y 48 (con parametro)

1) POSICION RELATIVA RECTA-PLANO °

1) POR RANGOS: esta opcidn interesa cuando la recta viene dada en implicitas, es decir, como interseccion
de dos planos:

r. ax+by+cz+d=0 a b cid
ax+by+cz+d =0 Estudiemos rg|a b ¢ | d

|
m:a'x+bh'y+c'z+d" = a’ b c"id

Hay 3 posibilidades:

i) rg M=rg M =3 = S.C.D. = soluc. Unica, es decir, SE CORTAN:

ii) rg M=2#rg M"'=3 = S.I. = ninglin punto en comin = r // Tt -

iii) rg M=rg M '=2<3 = S.C.I. uniparamétrico = r O 1t '

NOTA: no hay mas casos, pues es imposible que rg M=1 (téngase en cuenta que el hecho de que r venga dada
como interseccién de dos planos garantiza que rg M al menos es 2)

® Este caso no viene explicado en el libro ed. Anaya, pero pueden consultarse los ejercicios resueltos 2 y 3 de la pag. 167
y 11 de la pag. 174
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2) POR VECTORES: esta opcion interesa cuando la recta viene dada en paramétricas o continua:

r: x=a+ -

y=b+2v i) siu [h, #0 = SE CORTAN

Z=c+\w ii) si LIDhT:Oyademés @bec)dn=r0On
m:a'x+b'y+c'z+d'=0 @bec)n=r/n

Ejercicios final tema: 4,5,7,8y9

Ejercicios PAEG: 3B sept 2003, 4A jun 2010 (sin parametro); 4B sept 2001, 3B sept 2002, 4A sept 2008,
4B sept 2010, 4B jun 2012, 4A jun 2011 (con parédmetro)

Ejercicios libro ed. Anaya: pag. 167: 1; pags. 177 y ss.: 24, 39, 40 (sin parametro) y 50 (con parametro)

IV) POSICION RELATIVA DE DOS RECTAS °

Razdnese previamente que soélo caben cuatro posibilidades.

1) POR RANGOS: esta opcion interesa cuando ambas rectas vienen dadas en implicitas:

r: ax+by+cz+d=0 a b cid
ax+by+cz+d =0 a b ¢ i d

. " " " "o Estudiemos rg " " P
s: a'x+b'y+c'z+d" =0 a" b c"'d
a’”X + b"’y + C"'Z + d"' =0 am bm Cm : dm

y teniendo en cuenta que rg M al menos es 2 (dado que ambas rectas vienen dadas en implicitas), caben las
siguientes posibilidades:

i) rg M=3#rg M =4 = S.I. = [ soluc. es decir, no tienen puntos comunes = SE CRUZAN [debido a ™

i) rg M=rg M =3 = S.C.D. = soluc. Unica, es decir, un punto en comin = SE CORTAN

(*) En el caso i) no pueden ser ambas rectas paralelas, ya que [r /[ s = rg M=2
DEM: Supongamos r // s:

T

n.yn,or
> = los 4 vectores a estan en un mismo plano (el O
a ambas rectas) = so6lo puede haber dos de ellos I.i.
=rgM=2 (C.Q.D)
n.yn.Us

(Por la misma razon, en el caso iii) ambas rectas son paralelas)

® ver pags. 162 y 163 del libro de ed. Anaya.

Texto bajo Licencia Creative Commons Atribucion-NoComercial 3.0 Unported. 240 Contactar en: alfonsogonzalopez@yahoo.es



ALFONSO GONZALEZ
IES FERNANDO DE MENA. DPTO. DE MATEMATICAS

iii) rg M=2#rg M'=3 = S.I. = [ soluc. = no hay puntos comunes = PARALELAS [debido también a (*)]

iv) rg M=rg M '=2<3 = S.C.I. uniparamétrico = tienen en comun una recta = COINCIDENTES

2) POR VECTORES': esta opcién interesa cuando las dos rectas vienen dadas en paramétricas o continua:

i) [ra(u; \u,)=2 vl

rg( U, ,Ug , A/Ag )=3 = SE CRUZAN

DEM: rg(u, ,u, ,A A, )=3 = rg(u, ,Us)=2 = r y s no son paralelas, es decir se cortan o se cruzan; no
pueden cortarse pues entonces u,

,ug Y A A_ serian coplanarios, es decir seria rg(u, ,u, ,A A_)=2

i) [fo(u; ,ue )=2 y rg(u, ,u. , A A, )=2 = SE CORTAN

—

DEM: rg(u, ,ug )=2 = r y s no son paralelas, es decir se cortan o0 se cruzan; en este caso se cortan pues
rg(u, ,u;,A A, )=2 = U, ,Ugy A A, son coplanarios:

ii)

rg(u, ,us )=1 y rg(u, ,us , AA, )=2 = PARALELAS

DEM: rg(I,uS )=1 = ry s son paralela o coinciden; en este caso son paralelas pues rg(u, ,u,,A A, )=2
= U, ,u Y A A, son coplanarios:

As

iv) Irg(u, ,us )=1y rg(u, ,us ,AA, )=1 => COINCIDENTES

—_— —

_—

DEM: rg(u, ,ug,A,A,)=1= U ,u,y A A, tienen la misma direccion:

r=s

Ejercicios final tema: 6

Ejercicios PAEG: 2A jun 98, 1B sept 98, 4A sept 200 6, 4A jun 2007 (sin parametro); 4B sept 2009, 2B
sept 2001 (con parametro)

Ejercicios libro ed. Anaya: pag. 163: 1y 2; pags. 176 y ss.: 12, 13, 14, 17, 30, 31, 33 (sin parametro) y 53 (con parametro)

" Ver pags. 160y 161 del libro ed. Anaya y ejercicios resueltos 6 de la pag. 171y 9 de la pag. 173
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POSICION RELATIVA de RECTAS y PLANOS 2° BACH.

1. Estudiar la posicion relativa de los siguientes planos; caso de ser secantes, hallar las ecuaciones
paramétricas de la recta que definen:

a) 3x—y+22—1=0?r b) x+y—52=—4?r c)  xt+y-5z=-4 }
X+y-5z+4=0 -3x-3y+15z=1 -3x-3y+15z=12

(Soluc: secantes; paralelos; coincidentes)
2. Estudiar la posicion de los siguientes planos:

x+3y+2z=0
2x-y+z=0
4x-5y-3z=0 (Soluc: se cortan en el origen)

3. (S) Determinar el valor de k para que los siguientes planos se corten a lo largo de una recta:

X+y+z=2
2x+3y+z=3
kx+10y+4z=11 (Soluc: k=7)

4. (S) Hallar la ecuacion del plano que pasa por el origen de coordenadas y contiene la recta determinada por

los planos
X+y+z-1=0
x-y-2=0 (Soluc: x+3y+2z=0)

5. Determinar la posicion relativa de r y 1ten los siguientes casos; si se cortan, hallar el punto de interseccion:

a) r 2x+y+z=4 } b) r:x= 2t C) I X=5+A
X+y-2z=2 y=1+3t y=-3
T X-y+8z=1 z= t z= -A
TC 3x+2y-117-5=0 T X=1-20+f
y=3+3a+3[3
z=8+4a+f3

(Soluc: paralelos; se cortan en (6,10,3); rJm)

6. Determinar la posicion relativa de los siguientes pares de rectas. Caso de ser secantes, encontrar el punto de

interseccion:;

a) r: x=1+3A b) r: x=-4+6A c)r:  2x-y=0 dr 2x-z=5 }
y=2+4\ y=-5+8A 3x-z+1=0 } X+5y-2z=7
z=-1-2A z=8-4\ s: 3x-z=0 } S.  X+2y-z=4 }

S: X=7-3u S: X=3+ 3y-2z=0 7x+4y+5z=6
y=10-4p y=5+2u
z=-5+2u z=3-u

(Soluc: coincidentes; se cortan en (2,3,4); se cruzan; se cruzan)
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7. (S) Calcular la ecuacion del plano que pasa por (3,7,-5) y es paralelo al plano T 2x+3y+z+5=0. Ademas,

hallar la posicion relativa entre el plano que se acaba de calcular y larectar:  3x+2y+1=0
8x-2y-2z+2=0
(Soluc: 2x+3y+z-22=0; se cortan)

8. (S) Se considera la recta r: x-2y-2z=0 |y el plano 1t 2x+y+mz=n. Se pide:
x+5y-z=0

a) ¢,Para qué valores de my n, r y Ttson secantes?
b) ¢ Para qué valores de m y n, r y rtson paralelos?
c) ¢Para qué valores de m y n, Ttcontiene a la recta r?.

(Soluc: mz-23/7y [Jn; m=-23/7 y nZ0; m=-23/7 y n=0)

9. (S) Dado el plano 1t x+y+mz=ny la recta r: x/1=(y-2)/-1=2/2
a) Calcular m y n para que Tty r sean secantes
b) Calcular m y n para que Tty r sean paralelos
¢) Calcular m y n para que Ttcontenga ar.

(Soluc: mz0y [Jn; m=0y nz2; m=0y n=2)

10.(S) Determinar la posicion relativa de los planos:

T 2x+3y+z-1=0
Tt X-y+z+2=0
T 2x-2y+27+3=0

(Soluc: 1t // " y Tt corta a ambos)

11.(S) Estudiar, para los diferentes valores de a, la posicion relativa de los siguientes planos:

T ax+y+z=1
. X+ay+z=1
" x+y+az=1

(Soluc: a#1y az-2=se cortan en un punto; a=1 = coincidentes; a=-2 = se cortan dos a dos formando un prisma)

12.(S) Determinar para qué valores de A y [ los planos:

m  2x-y+3z-1=0

. X+2y-z+u=0

" X+Ay-6z+10=0
a) Tienen un Unico punto comdn
b) Pasan por una misma recta.

(Soluc: AZ27y [y, A=7y u=3)
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1. PROBLEMAS DE ANGULOS *
1.1 ANGULO DE DOS RECTAS:

Si las dos rectas son paralelas o coincidentes (lo cual es facil de detectar, pues, en tal caso, sus
vectores directores seran iguales o proporcionales) obviamente el angulo que forman seré cero. Por tanto, nos
interesan dos casos:

Proyectamos una de ellas
hasta que sean secantes

rys se cortan
rys se cruzan S~

Notese que en las dos situaciones el angulo a que vamos a considerar es el menor posible que forman
las dos rectas, y no su suplementario (180°—¢). En ambos casos, el angulo que forman las dos rectas se
obtiene andlogamente, ya que coincidira con el &ngulo que forman sus vectores directores:

u,ug
COS U = —=77—7

U, [MUs

El valor absoluto del numerador es necesario para que el producto escalar al que afecta sea siempre
positivo y por tanto el angulo obtenido sea agudo, ya que pudiera ocurrir que los dos vectores formaran un
angulo obtuso, en cuyo caso su producto escalar seria negativo.

Ejercicios final tema: 1y?2
Ejercicios PAEG: 4A sept 2011 (+ posicion relativa)
Ejercicios libro de ed. Anaya: pag. 187: 1; pags. 204y ss.: 1,2y 61

1.2 ANGULO DE DOS PLANOS:

Si los dos planos son paralelos o coincidentes (lo cual es facil de detectar, pues, en tal caso, sus
vectores normales Eserén iguales o proporcionales), evidentemente el angulo que forman sera cero. Por
tanto, lo realmente interesante es considerar que los dos planos se cortan, en cuyo caso el angulo que forman
los dos planos coincidird con el que forman sus vectores normales E como puede verse en la figura
siguiente. También aqui entenderemos por angulo entre ambos el menor de ellos, i.e. el agudo?, y por lo tanto
en la correspondiente férmula hay que tener en cuenta el producto escalar en valor absoluto:

Vista de perfil
'IT
NN
COS o = s —m—
Pl

1 Ver pags. 186 y 187 del libro de ed. Anaya.
2 A este angulo lo llamamos “diedro”.
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Ejercicios final tema: 3y 4
Ejercicios PAEG: 4 B sept 2003, 4 A sept 2007
Ejercicios libro de ed. Anaya: pag. 204: 4y 6

1.3 ANGULO RECTA-PLANO:

Si la recta, o bien es paralela, o bien esta contenida en el plano, (lo cual es facil de detectar, pues, en
tal caso, el LTlde la rectay el H,el plano seran perpendiculares, i.e. su producto escalar sera cero), el &ngulo
gue forman sera evidentemente cero. Por tanto, lo realmente interesante es considerar que la recta incide
sobre el plano. En tal caso, el angulo buscado o sera el complementario del que forman UT y
E, como puede apreciarse en la figura siguiente. Por consiguiente, utilizaremos una férmula similar a las
anteriores, pero en la que interviene el seno, ya que hay que recordar que el coseno de un angulo es igual al
seno de su complementario®:

—_

u.ng

sena =

ur

i

Ejercicios: 5,6y7
Ejercicios libro de ed. Anaya: pag. 187: 2; pags. 204 y ss: 3y 43

2. PROBLEMAS DE DISTANCIAS

2.1 d(P,m):*

Supongamos que nos dan un punto P(Xq,Y0,20) Y queremos obtener su distancia al plano 1 de ecuacion
Ax+By+Cz+D=0. Esta sera igual a la distancia entre P y P’, proyeccién ortogonal de P sobre T (ver figura), y
vendra dada por la siguiente formula:

P (X0,Y0,Z0)

|AXq +Byq +Czo +D|

VA? +B? +C?

d(P,m) =

: Ax+By+Cz+D=0

% sen a=cos(90°-a)

* Ver pag. 190 del libro de ed. Anaya.
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Demostracion >

Supongamos un punto cualquiera A(a,b,c) del plano 1; entonces, en el triangulo de la figura, se
cumplird que:
cosa = d(iﬂ)
[l

1)

Por otra parte, a es el &ngulo que forman AP y n_T;; por lo tanto, se cumplira que:
AP

COS O = s—=7—=7
o

)

Despejando d(P,1) de (1) y sustituyendo cos a de (2) se obtiene:

\AP-nn\ _|xo —a,yo —b,z¢ —€)-(A,B,C)| _|Ax, +By, +Cz, —aA -bB -cC]|

“E” /A2 +B2 +C2 /A2 +B2 +C2

d(P, ) = 3)

Ahora bien, como el punto A(a,b,c)dm, quiere decir que al sustituir las componentes de A en la ecuacion del
plano verificara la ecuacion de éste, es decir:

A(a,b,c)00Tr
—aA+bB+cC+D=0=-aA-bB-cC=D
m:AXx+By+Cz+D =0

y sustituyendo esto ultimo en (3) obtenemos la férmula deseada. (C.Q.D)

Observaciones:

1) Con esta formula también se puede hallar la distancia entre dos planos paralelos : basta con
obtener un punto cualquiera de cualquiera de los dos planos y hallar su distancia, mediante la férmula
anterior, al otro plano (ver pag. 191 del libro de ed. Anaya).

2) Anélogamente, la formula obtenida también da cuenta de la distancia recta-plano ® en este caso
habria que escoger un punto arbitrario de r y averiguar su distancia al plano (jno al revés!).

Ejercicios final tema: 8 a 16
Ejercicios PAEG UCL-M: 4B sept 2007, 4A jun 2006, 1B jun 2000, 4B jun 2003, 4A jun 2005, 4B sept 2008

[dP,m)]
4B jun 2007, 4A sept 2004 [d(r, )]

4A jun 2013, 4B sept 2011 (con pardmetro), 2B sept 97, 4A jun 2004 [d(I’,TT)]
Ejercicios libro de ed. Anaya: pag. 190: 2y 3; pag. 191: 4y 5; pags. 204 y ss: 10, 11, 12, 13, 14, 42, 45, 48, 53 y 64

® Puede verse una demostracion alternativa en el libro de ed. Anaya, pag. 190

® Obviamente, se sobreentiende que la recta es paralela al plano (ya que, si la recta esta sobre el plano, o lo corta, la distancia
evidentemente seria cero). Ver pag. 191 del libro de ed. Anaya.
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2.2dP,):’

Supongamos que nos dan un punto P y queremos obtener su distancia a una recta dada. Esta sera
igual a la distancia entre P y P’, proyeccion ortogonal de P sobre r (ver figura), y vendra dada por la siguiente
formula:

‘PAr XU,
d(P,r) = —
ul’
Demostracion ®
En el triangulo de la figura se cumple:
cosa = d(P.n (2)
HPAr

Por otra parte, por definicién del médulo del producto vectorial PA, x u_; , tendremos que:

‘PAr XU,

)

coso =senf = —

Ur

P

Despejando d(P,r) de (1) y sustituyendo cos o de (2) se obtiene la formula que buscamos. (C.Q.D.)

Observaciones:

1) Notese que no podemos simplificar el vectorﬁo\'r , pues entonces su modulo, y por tanto la distancia,
se verian modificados (no asi u, , pues aparece en numerador y denominador)

2) Con esta férmula también se puede hallar la distancia entre dos rectas paralelas : basta con obtener
un punto cualquiera de cualquiera de las dos rectas y hallar su distancia, mediante la formula anterior,
a la otra recta (ver pag. 192 del libro de ed. Anaya).

Ejercicios final tema: 17 a 22
Ejercicios PAEG: 4A sept 2010, 4B sept 2012, 4B jun 2013 (r//s), 4A sept 99, 4B sept 2005
Ejercicios libro ed. Anaya: pag. 189: 1; pags. 205y ss: 15a 18, 49y 60

2.3 Distancia entre dos rectas que se cruzan: _°

La distancia entre dos rectas r y s que se cruzan es la minima distancia entre ellas, i.e. la distancia
entre los dos puntos R y S de méxima aproximacion de ambas rectas (ver figura). Viene dada por la siguiente
formula:

" Ver pag. 188 del libro de ed. Anaya.
8 puede verse una justificacion similar de esta férmula en el libro de ed. Anaya, pag. 188
® Ver pags. 192 y 193 del libro de ed. Anaya.
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— — —

A A, U, Ug

r s*Hr

der,s) = ‘

U, XUg

Demostracion *°;

Cuando dos rectas se cruzan, siempre es posible encontrar sendos planos, Q y Q’, que las contengan y
gue sean paralelos (ver figura). La distancia buscada sera entonces la misma que la distancia entre dichos
planos. Por otra parte, recordemos que | el volumen de un paralelepipedo como el de la figura, de aristas
definidas por los vectores A A, u Yy ug venia dado por el mddulo del producto mixto de éstos:

—_—

Vol = ‘[A As,

(1)

Ahora bien, el volumen de un paralelepipedo es igual al &rea de la base por la altura; ésta Ultima obviamente
coincide con la distancia que buscamos, mientras que el area de la base era el médulo del producto vectorial
de los dos vectores que la forman, i.e. ‘

Vol =|u,Xug

-h )
=d(r,s)

Por ultimo, despejando h, es decir, d(r,s), de (2) y sustituyendo el valor del volumen de (1) se obtiene la
férmula deseada. (C.Q.D.)

Observaciones:

1) A,A, no se debe simplificar.

2) Podemos aplicar la formula anterior sin conocer a
priori su posicion relativa: en caso de que ambas se corten el
numerador se anularia...

3) Existe un método alternativo para hallar esta distancia,
gue consiste en hallar la ecuacién de uno de los dos planos, Q
o ', y hallar la distancia de un punto cualquiera de la otra
recta a dicho plano (ver ejemplo resuelto de esta forma en
pag. 192 del libro de ed. Anaya).

4) A veces también se pide la perpendicular comun de
dos rectas que se cruzan i.e. la recta que corta a ambas
perpendicularmente, y que, l6gicamente (ver figura), coincide
con la recta que une los dos puntos R y S mas préximos de

| r ambas rectas. Su obtencion es muy sencilla en forma implicita,
10 coman como interseccién de dos planos 1y 1, definidos asi:

1% pyede verse la misma demostracion en la pag. 192 del libro de ed. Anaya.
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m: {Ar,ur,urxus}}

! {As, Ug, urxus}

<4— Plano Ja Qy que contiene ar

<4— Plano 0aQ'y que contiene a s

5) Existe, ademas, un tercer método para hallar tanto la distancia entre las dos rectas que se cruzan
como la perpendicular comun, consistente en calcular previamente los dos puntos R y S de maxima
aproximacion de ambas rectas (ver figura) mediante producto escalar (ver ejemplo resuelto de esta
forma en pag. 193 del libro de ed. Anaya).

Ejercicios final tema: 23 a 28
Ejercicios PAEG: 2B jun 2003 (+ ptos. max. aprox.), 2B jun 2001 - 2A sept 99 (+ O comun), 2B jun 97, 4B

sept 2004 (+ angulo r,s)

Ejercicios libro de ed. Anaya: pag. 193: 6 y 7; pags. 205y ss: 19 a 22, 34, 35,50y 58

3. WEB RECOMENDADOS RELACIONADOS CON EL TEMA:

B En la red hay extensas colecciones de cursos y problemas de Geometria, resueltos estos Ultimos de forma
muy clara y facil de entender:

http://www.ifent.org/matematicas/rectasypla/ryp013.

htm

http://www.juntadeandalucia.es/averroes/iesarroyo/m

atematicas/materiales/2bach/naturaleza/u-6.pdf

B Pero la pagina mas interesante es la siguiente, del programa Descartes, que nos permite, entre otras cosas,
representar en el espacio planos, y variarlos en funcién de sus parametros:

iales didacticos/Puntos rectas planos d3/index.htm

http://recursostic.educacion.es/descartes/web/mater

4. CUADRO RESUMEN DE FORMULAS DE DISTANCIAS:

PUNTO Q(X1,Y1,21)

RECTAr{A,u, }

PLANO Tr: AXx+By+Cz+D=0

. —_— — Axq, +Byy +Czy +D
d = = PA, xu d(P,Tr)zl 0 Yo 0 |
PUNTO (P.Q)=|PQ o [ n2oce
P(X0.Y0.20) R ATTBTEC
0rOee :\/(Xl_xo)2+(Y1‘Yo)2+(21_zo)2 Ur
2
r/ls:
Coger un punto
cualquiera de una de
ellas y hallar su distancia
a la otra, mediante (1)
RECTA ry s se cruzan: Coger un punto cualquiera de
TATS } . la recta y hallar su distancia al
s{As Us ‘A,As,u, yUg plano, mediante (2)
dir,s) = ————
U, XUg
[ {Anuuxa ]
Ocomun: .
LI {As,us,u,xus}
Coger un punto cualquiera de
cualquiera de los dos planos y
PLANO hallar su distancia al otro
plano, mediante (2)
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5. CUADRO RESUMEN DE FORMULAS DE ANGULOS:

RECTA u, PLANO n,
RECTA Uy Ug u,ng
— COS O = == seno =—
ur ur ! us Ur ! n-n-
PLANO _ |nﬂ'nﬂ'
— COS O = 57— 77—
Ny n. |||,
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32 EJERCICIOS de ANGULOS y DISTANCIAS 2° BACH.

Problemas de angulos:

+1—i

1. Hallar el angulo que forman las rectas r: XT = =z-3y S x= y_22 =Z +15 (Soluc: 60°%)
. +1 .
2. Determinar m para que las rectasr: x—-1= yT =z ys: X +32 :% -2/ sean perpendiculares.
(Soluc: m=-1)
3. Hallar el angulo que forman los planos x+2y-z=3 y 2x-y+3z=0 (Soluc: 71°)

4. Dados los planos 3x-2y+5z-2=0 y kx+7y+z=0, hallar el valor de k para que sean perpendiculares.
(Soluc: k=3)

5. Hallar el &ngulo formado por el plano 1: x+2y-z-3=0 y larecta r: XTl =y-2=z+1 (Soluc: 309

6. (S) Hallar el angulo formado por el plano 1: 2x+3z=0 y la recta r: x-2y+3z=0 (Soluc: 8°)
2x+9y+8=0
7. (S) Hallar el angulo formado por la recta r: 3x+y-z=0 | y el plano 1r: 2x+3y-2z+5=0  (Soluc: 0°)
X-2y+z=0
d(P,m):
8. Hallar la distancia del punto A(1,2,5) al plano Tr: 2x+2y-z-5=0 (Soluc: 4/3)
9. Hallar la distancia del plano 1: 2x+y-z-3=0 al plano 11": 4x+2y-2z-7=0 (Soluc: v6/12)

10. (S) Demostrar que el punto A(-1,1,0) no es coplanario con los puntos B(0,0,0), C(0,1,0) y D(1,2,1) y hallar la

minima distancia del punto A al plano determinado por B, C y D. (Soluc: v2/2)
11. (S) Dadas las rectas r:x—_l :y_—l =z y s: X :y_—2 :Z—+1
2 3 -1 -3 3 2

a) Hallar la ecuacion general del plano 1 que contiene ary es paralelo as.  (Soluc: 9x-y+15z-8=0)

b) Determinar la distancia de s al plano 1. (Soluc: 25/v307)

12. (S) Calcular el valor de ¢ para que larecta r: 3x-2y+z+3=0 sea paralela al plano T: 2x-y+cz-2=0
4x-3y+4z+1=0

Para el valor de ¢ obtenido, calcular la distancia entre ry . (Soluc: c=-2; 7/3)

13. (S) Dado el plano 1: 2x-2y+z-3=0, hallar un punto P de la rectar: x=3+t de manera que la distancia de
P al plano 1 sea 1. y=-2-3t
(Soluc: hay dos soluciones: P(8/3,-1,-4/3) y P'(2,1,-2)) z=-1+t
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14. (S) Calcular las coordenadas de un punto de la recta r: : 3

x—2:y+1:z—2

5 Que equidiste de los planos Tr:

3x+4z-1=0y 1r'": 4x-3z-1=0 (Soluc: hay dos soluciones: (0,-4,0) y (1/4,-29/8,1/4))

15. (S) Hallar la ecuacioén del plano paralelo al de ecuacién 2x-2y+z-8=0 y que diste seis unidades del mismo.

(Soluc: hay dos soluciones: 2x-2y+z+10=0 y 2x-2y+z-26=0)

16. (S) Encontrar la ecuacion del plano paralelo al de ecuacion x+y+z=

el punto A(3,2,1) equidiste de ambos.  (Soluc: x+y+z=11)

de.n:
17. Hallar la distancia punto-recta en los siguientes casos:
a) (S) P(3,4,5) b) (S) P(1,3,-1)
r: x+1:y—+2:£ r: x-y=0
2 -1 X+y-z=0 ]
(Soluc: \/14_6) (Soluc: M)

18. (S) Calcular la distancia del punto P(1,-3,1) a larecta x+y-2z+3=0
3x+2y+z-1=0

1, determinado por la condicion de que

’ (Soluc: v6/3)

19. (S) Se consideran larecta r: x=0 } y el punto P(3,4,1). Hallar el plano 1T que contiene a la recta r

y=4z

y al punto P. Calcular la distanciade P ar. (Soluc: y-4z=0; 3)

20. (S) Se consideralarectar: x-2=0 ’ y el punto P(0,1,3). Se pide:
y+3=0

a) Hallar la distanciade P ar. (Soluc: 2v5)

b) Determinar el plano 1T que pasa por el punto P y contiene a larectar. (Soluc: 2x+y-1=0)

21. (S) Dados en el espacio los puntos A(1,1,2), B(2,1,1), C(1,2,1), D(0,1,1), calcular:

a) El area del triangulo ABC  (Soluc: v3/2 u%)
b) La distancia del punto A alarecta CD (Soluc: v6/2 u)

22. (S) Dado el triangulo de vértices A(1,1,1), B(0,3,5) y C(4,0,2), hallar su area y las longitudes de sus tres
alturas. (Soluc: area=+230 /2 U’ ha=+115 /17 u, he=+/230 /11u, hc=+/230 /21 u)

Distancia entre rectas que se cruzan. Perpendicular comun:

X+3 _y-9 _ z-8 . x-3
= = y s:
-2 -2 -2

23. Hallar la distancia entre las rectas r:

24. (S) Escribir las ecuaciones de la perpendicular comudn a las rectas r:

Soluc: X+y-2z=0
X+y-6z+2=0
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25. (S) Se consideran lasrectasr: x-2=0 | y s:x-2z=1 [ Se pide:
y+3=0 y+z=3

a) Estudiar la posicion relativaderys  (Soluc: se cruzan)
b) Hallar la minima distancia entre ambas (Soluc: 11v5/5)

- -4 .
26. (S) Dadas las rectas r: XT4:yT:z—2y S: x=-1-t hallar las ecuaciones de la recta que las
y=3+t .
corta perpendicularmente z=1+t Soluc: x+y-2=0
3x-y-2z-4=0
27. (S)Dadas lasrectasr; X-1=¥*2_271 o Xx*2_y-3_2z-2
2 4 -1 2 3

a) Estudiar su posicion relativa en el espacio. (Soluc: se cruzan)
b) Hallar la distancia entre ellas. (Soluc: 51/v237)

28. (S) Dadas las rectas r: x-4 =y-4=z Yy S: X=-2+3t
2 =3
y
z=1+t

a) Comprobar que las dos rectas se cruzan

b) Determinar un punto A de la recta r y un punto B de la recta s de manera que el vector que une Ay B sea
perpendicular a las rectasrys. (Soluc: A(42/11,43/11,-1/11) y B(32/11,3,29/11))

Distancia entre dos puntos:

29. (S) Encontrar los puntos situados a distancia cinco del origen y pertenecientes a la recta que pasa por
A(1,2,5) y B(6,5,6).  (Soluc: (32/7,29/7,40/7) y (0,7/5,24/5))

30. (S) La distancia del punto P(1,2,3) a otro A del eje de abscisas es 7. Hallar las coordenadas del punto A
(Soluc: hay dos soluciones: A(7,0,0) y A'(-5,0,0))

31. (S) Hallar el punto del plano x+y+z=1 que equidista de los puntos A(1,-1,2), B(3,1,2), C(1,1,0)
(Soluc: (4,-2,-1))

32. (S) Encontrar en la recta que pasa por los puntos A(-1,0,1) y B(1,2,3) un punto tal que su distancia al punto
C(2,-1,1) sea de tres unidades.  (Soluc: hay dos soluciones: (0,1,2) y (-2/3,1/3,4/3))
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LES. “Fernando de Mena"
Real)

GRAFICAS MAS REPRESENTATIVAS

En general, las curvas y=x", siendo n
positivo par, tienen esta forma.

(cuanto mayor es n, mas acusada es
la curvatura)

En general, las curvas y=x", siendo n
positivo impar (#£1), tienen esta forma.
(cuanto mayor es n, mas acusada es
la curvatura)

En general, la grafica de y=[f(x)| se
obtiene reflejando la de f(x) respecto
al eje QY en el semiplano superior.

1
Z|DEL 1% CUADRANTE.

En general,

_ax+ b
cx +d
donde c#0, es una hipérbola.
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y=1/x"

14

s 05
SEMICIRCUNFERENCIA

: ! : | o | | | )
’ : : : : : : y=ctg X : :
‘: ....... : 1 | y=Sec X, ! : :
- 1 I I Il
1 I I 1 1 1 I I '
A | it : ! AN i\ \LLL ;
. | 2n B2y | np e sp N2 | N2 m N\aw2 an

i U2 | o 1 R R L i 1 N N 1 N 1
] \ i ! | : : | : i |
— 4 l i M T L i i : ! : ‘ H ] :
21 [ lI:OSEC/ NTE I 122 ISECANTE ! : : 23 COTANGENTE| |

H 3
a | L 1 1 | 1 13 T

————— s
n2p=--- ) y=arg cos X L [ |
y=T|/2 copoogoosooo Soopoonooc
ypasen x e (17 1 1 1 “y=arc tg x '
-1 | \
1
AT e 2 26
[ -1 1 ARCOTANGENTE
----- -2
24| | ARCOBENG | 25 [|ARCOCPSENO
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TABLA de DERIVADAS ELEMENTALES

FUNCIONES SIMPLES FUNCIONES COMPUESTAS (Regla de la cadena)
1 y=k y'=0
2 y=X y'=1
3 y=k-x y'=k y=k-u y'=k-u'
4 y=x" (nO0) y'=n-x"" y=u" (nO0O) y=n-u""u'
5 y=uzv y'=u'zrv'
6 y=u-v y'=u-v+u-Vv'
_u ,_u-uly
7 y= v y v
g 1 gL 1 o
y - y=1 y=-1
9 — \/7 y' = i — \/G y= L'
y=Nx 2Vx y= 2Ju
10 y =4x derivarla como y=x"" y=%u derivarla como y=u""
11 y=a" y'=a“Ina y=a" y=u-a“Ina
12 y=¢e" y'=e* y=e" y'=e"-u'
13 y=u" aplicar derivacion logaritmica
~ _loge_ 1 _ ,_ufbge _ u
14 y=loga x ~ x  xna y=loga u u ulna
15 y=In x y'== y=Inu y' :%
16 y=sen X y'=C0s X y=sen u y'=u'-cos u
17 y=COS X y'=-sen x y=Ccos u y'=-u-senu
18 y=tg X y =1+tg’x = y=tg u y =(1+tg%u) m' = u
cos’x cosu
19 y=ctg x y =-(1+ctg’x) = y=ctg u y'= —(1+ ctgzu) o =—2
sen’x sen‘u
20 = y=— = y=—t
y=arc sen x o y=arcsenu -
21 = y=—— = y=-t
y=arc cos X A y=arc cos u 0
22 —_ t - 1 _ t o un
y=arc tg x y 1o y=arctgu y 1+
23 =arc ct — =arc ct = U
y=arc ctg x y 11 %2 y=arc ctg u y T

En esta tabla, k y n son nimeros reales, a es un nimero real positivo, y u y v son funciones.
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TABLA de INTEGRALES INMEDIATAS

FUNCIONES SIMPLES

FUNCIONES COMPUESTAS

1 Idx =X
) _[k dx = kx
n+l un+1
3 Ix” dx = (nz-1) ju’ u" dx = (n#-1)
n+
4 — dx=Inx ju— =Ilnu
X u
X u
5 jax dx =2 Iu’a“: a
Ina Ina
6 Iex dx =e* Iu’ e' =¢"
7 Icosxdx:senx ju' cosu=senu
8 _[sen X dx = —cos x ju' Sen u=-cos u
9 Icoizx dx = I(1+tgzx) dx = Jseczx dx =tg x Icoizu = Iu’ (1+tgzu) = Iu’ sec’u=tgu
1 _ 2 _ 2 _ u o (. 2N |.v 2 —
10 J. ™ dx —.[(1+ ctg x) dx —Icosec x dx = —ctg x .[senzu —Iu (1+ ctg u) = J.u cosec“u =-ctg u
sen
1 u'
11 I dx = arcsen x =arcsenu
1-x? 1-u
1 u’
12 Il+x2 dx = arctg x .[1+u2 =arctg u

En esta tabla, k y n son nimeros reales, a es un nimero real positivo, y u es una funcion.
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LES. “Fernando de Mena’

4
Ha
iz 94y

PROCESO LOGICO de INTEGRACION
de COCIENTES de POLINOMIOS

; mdx’?

“Jow

(EsP(X) la

P o
derivada de Q(x)? J.— dx =InQ(x)+C

Q(x)

Dividimos P(x) entre
Q(X) y reconstruimos
el integrando

¢ Es grad P(x)=grad Q(x)?

Haciendo el cambio
X-a=b-t se convierte
en f tipo arctg, o
In-arctg

¢Q(x) tiene raices
complejas a+bi?

Descomposicion en
fracciones simples del
integrando

¢ Q(x) tiene raices
IR simples?

Q(x) tiene raices IR
multiples =
Descomposicién en
fracciones simples del
integrando
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LES."

PRINCIPALES SIMBOLOS MATEMATICOS

SIMBOLO SIGNIFICADO
1 O Para todo
2 ] Existe al menos uno
3 ] Existe un Unico
4 r No existe
5 / Tal que
6 Tal que
7 < Menor que
8 = Igual que
9 > Mayor que
10 < Menor o igual que
11 > Mayor o igual que
12 0 Infinito
13 0 Composicion de funciones
14 O Proporcional a
15 O Perpendicular a
16 # Distinto de
17| = 0 Aproximadamente igual a
18 = Idéntico a
19 O Unién de conjuntos
20 n Interseccion de conjuntos
21 O Contenido en
22 O Contiene a
23 O Perteneciente a
24 O No perteneciente a
25 O Conjunto vacio
26 = Implica
27 - Si y s6lo si
28 > Sumatorio
29 n Productorio
30 N NuUmeros naturales
31 Z NuUmeros enteros
32 Q Nameros racionales
33 I NUmeros irracionales’
34 R NUmeros reales
35 C Numeros complejos

! En realidad esta notacién no es muy estandar; la forma correcta de nombrar los irracionales seria R-Q
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POSICIONES RELATIVAS de RECTAS y PLANOS

2 PLANOS:

ax+by+cz+d=
' ax+by+cz+d =

0

.

POSICION RELATIVA

rgM | rgM’
== < SECANTES
2 2 K’/ > (se cortan en una recta)
1 2 7 PARALELOS
1 1 pd COINCIDENTES
T ax+by+cz+d:0
3 PLANOS: Tt ax+by+cz+d =
TT" ”X + b"y + C”Z + d" —_— O
rgM | rgM’ POSICION RELATIVA
qu SE CORTAN EN UN
3 3 /,\/* PUNTO
/\,- —7
(,,f" o0 prisma
2 3 N triangular SE CORTAN DOS A
= DOS
o /\ ) HAZ DE PLANOS
\ 2 SECANTES
2 2 >4~ - -
. (se cortan en una
recta)
1 2 PARALELOS
1 1 COINCIDENTES
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r: ax+by+cz+d=0

ax+by+cz+d =0

RECTA-PLANO:

ma'x+b'y+c'z+d =0
rgM | rgM POSICION RELATIVA
3 3 e SECANTES
g (se cortan en un punto)
2 2 M RECTA CONTENIDA EN EL
PLANO
rr ax+by+cz+d=0
ax+by+cz+d =0 - —
r:x=A, +Au,
s:  a'x+b'y+c"z+d" =0 2 RECTAS: - H}
" " " " S:Xx=A_+Au
a"x+b"y+c"z+d" =0 s s
rgM | rgM’ POSICION RELATIVA rg(u,,us) rg(u,us,A/As)
s
3 4 7 SE CRUZAN 2 3
3 3 >< SE CORTAN 2 2
2 3 PARALELAS 1 2
2 2 COINCIDENTES 1 1
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DEPENDENCIA LINEAL de VECTORES

N ¢ 2 | 3 ¢DEPENDENCIA
VECTORES POSICION PLANO V : ESPACIO V LINEAL?
_ V=AU -
Alineados: /u/ o .
(uy v proporcionales)
2
> i
No alineados: &» . o i
v (uy v son base de V°)
I d.
Coplanarios: o .
(u,vyw soncomb. lin.)
3
el w
5 I
No coplanarios: o .
- (u,vyw son base de V°)
\"
X .
~ /V/V d I d.
1]
Z’ = (u,v,wyx soncomb. lin.)
\%

ALFABETO GRIEGO

Simbolo
Nombre
Mindscula = Mayuscula
1 Alfa a A 13 Ny v N
2 Beta B B 14 Xi £ -
° Gamma Y r 15 Omicron ) o]
4 Delta 3 A 16 Pi n 0
5 Epsilon £ E 17 Rho 0 P
¢ Zeta ¢ z 18 Sigma g, ¢ z
! Eta n H 19 Tau T T
8  Theta 0,9 (C] 20 fpsilon 0 v
9 lota 1 I 21 Fi 0b ®
10 Kappa K K 22 Ji X X
11 Lambda A A 23 Psi W W
. My H M 24 Omega ® Q
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CUADRO RESUMEN de FORMULAS de DISTANCIAS

d(P,m) = |Axy +Byy +Cz +D|

dP,n="—— (1) VA2 +B2 +C2
2

.0

=\/(X1 ~X0)? +(Y1=Yo)® +(21-2¢)?

rlls:

Coger un punto
cualquiera de una de
ellas y hallar su distancia
a la otra, mediante (1)

rys se cruzan: Coger un punto cualquiera de
la recta y hallar su distancia al
plano, mediante (2)

ety
dfr,s) =————

—_— —

Uy XUg

Dcomt’m:{n: {A"LT"LT'XQ}
' {A u, EXE}

s ¥sr Mr

Coger un punto cualquiera de
cualquiera de los dos planos y
hallar su distancia al otro
plano, mediante (2)

CUADRO RESUMEN de FORMULAS de ANGULOS

u,Ug
COS O = == Sen o =-+—
U, Us u, ."nn
n,-n.
COS 0 = 7— 77—
N A-ng
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