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TEMA 5: INTEGRALES

e Junio, Ejercicio 2, Opcién A

e Junio, Ejercicio 2, Opcion B

e Reserva 1, Ejercicio 2, Opcién A
e Reserva 1, Ejercicio 2, Opcion B
e Reserva 2, Ejercicio 2, Opcién A
e Reserva 2, Ejercicio 2, Opcion B
e Reserva 3, Ejercicio 2, Opcion A
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e Reserva 4, Ejercicio 2, Opcion A
e Reserva 4, Ejercicio 2, Opcion B
e Septiembre, Ejercicio 2, Opcion A

e Septiembre, Ejercicio 2, Opcion B
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Calcula J‘— dx
+X-2

MATEMATICAS II. 2015. JUNIO. EJERCICIO 2. OPCION A

RESOLUCION

Dividimos los dos polinomios, con lo cual la integral se descompone en:

2 — o
—dx —1dx+ Zx—zdx:—x+ 2X—2dx
X2 +x—2 X+ X-2 X+ X—2

Calculamos las raices del denominador: x?+x—2=0=x=1; x=-2
Descomponemos en fracciones simples:

x-2 A N B A(x+2)+B(x-1)
X24x—2 x-1 x+2  (x=1)-(x+2)

Como los denominadores son iguales, los numeradores también tienen que serlo. Para calcular Ay B
sustituimos los valores de las raices en los dos numeradores.

X=1=-1=3A=> A:—%

=-2=>-4=-3B=B=

Con lo cual:
4

—_— 2 ‘o
2—XdX:—X+ X=2 = de:
X“+XxX-2 XZ +X— 2 (x— 1) (x+2)

:—x—lln|x—]4+ﬂln|x+2|+c
3 3
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Determina la funcion f :(0,+o)— R sabiendo que f"(x)=In(x) y que su gréfica tiene
tangente horizontal en el punto P(1,2). (In denota la funcién logaritmo neperiano).
MATEMATICAS I11. 2015. JUNIO. EJERCICIO 2. OPCION B.

RESOLUCION

Integramos, por partes, para calcular f '(x)

f'(x):JIn(x) dx =xIn x—jdx:xln X—x+C

u=In(x); du =1 dx
X

dv=dx;v=x

Volvemos a integrar, por partes, para calcular f (x)

2
f(x):J(xIn X—x+C) dx:JxIn xdx—jxdx+ICdx :len xdx—X?+Cx:

2 2 2 2 2 2 2 2
:X—Inx— X—-idx—X—+Cx:X—Inx—X——X—+Cx+D=X—Inx—3x
2 2 X 2 2 4 2 2

+Cx+D

u=In(x); du :1 dx
X

2
dv:xdx;v:x—
2

Calculamos el valor de las constantes C y D.

Tangente horizontal = f'1)=0=0=1-In1-1+C=C=1

1-In1 3 7
Pasa por el punto (1,2) = f(l):2:>2:T—Z+1+D:> D:Z

x? 3x? 7
Luego, la primitiva que nos pidenes: f(x) = > Inx— + X +Z
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dx )
Calcula I— Sugerencia \/ X+2=t
(X—2)y X+2 (Sug )

MATEMATICAS Il. 2015. RESERVA 1. EJERCICIO 2. OPCION A.

RESOLUCION

Como el cambio es t =,/ x+2, vamos a calcular cuanto vale dx y x:

dt:;dx:dx:z X+ 2dt=2tdt
2. X+2

t=x+2=>t?=x+2=>x=t*-2

Sustituimos en la integral el cambio de variable

J' dx _ 2tdt [ _2tdt [ 2dt
(x=2)Jx+2 J(t?-2-2)t J(*-4)t J(t?*-4

Es una integral racional con raices reales simples. Descomponemos en fracciones simples:

2 A B A(lt-2)+B(t+2)
=" —+ =
t?—4 t+2 t-2 t?-4

Como los denominadores son iguales, los numeradores también tienen que serlo. Para calcular A, y B
sustituimos los valores de las raices en los dos numeradores

t=2=2=4B = B=

1
2
1
t=-2=2=-4A> A:—E

Con lo cual:

201 :J‘Adt+ Bt Iinjte2f+im|t-2|+cC
t2-4) Jt+2 Ji-2 2 2

Deshacemos el cambio de variable:

I(t2—4) ——§|n|t+2|+§|n|t—2|+C——Eln‘«/x+2+2‘+Eln‘m_2‘+c
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Sea g la funcion definida por g(x)=In(x) para x>0 (In denota la funciéon logaritmo
neperiano). Calcula el valor de a>1 para el que el area del recinto limitado por la grafica de g,
el eje de abscisas y larecta x=a es 1.

MATEMATICAS I1. 2015. RESERVA 1. EJERCICIO 2. OPCION B.

RESOLUCION

El recinto es:

Calculamos el area.

Azj In xdx
1

Hacemos la integral por partes:

u=Inx; du=l dx
X

Ilnx dx=x|nx—jdx= XxInx—x+C
dv=dx;v=x

Azj Inxdx=[xInx-x]; =(alna-a)-(linl1-1) =alna-a+1=1=alna-a=0=Ina=1=e'=a
1

Luego: a=e
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Sea f la funcion definida por f(x) =| In(x)| para x>0 (In denota la funcion logaritmo
neperiano).

a) Esboza el recinto limitado por la gréficade fy larecta y=1.

b) Calcula los puntos de corte de la grafica de fcon larecta y=1.

c) Calcula el area del recinto citado.
MATEMATICAS Il. 2015. RESERVA 2. EJERCICIO 2. OPCION A.

RESOLUCION

a) Dibujamos las dos funciones:

b) Calculamos los puntos de corte de las dos funciones

Inx=1=>x=¢e

|[Inx|=1= .
—Inx=1=>x=e"=

oD |

Calculamos el area que nos piden

A:jl[l—(—ln x)] dX+Ie[1—(In x)] dx =[x+ xIn x—x]11+[x—xlnx+x]: :%Jre_z U2

1 e
e

Recuerda que la integral de Inx es por partes:

Ilnx dx =xInx —Idx: xInx—x+C

u=Inx; du:E dx
X

dv=dx;v=x
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Calcula Ie 2 sen(x)dx
MATEMATICAS I1. 2015. RESERVA 2. EJERCICIO 2. OPCION B.

RESOLUCION

Hacemos la integral por partes.

Iezx-senxdx:—e“-cosx+2

u=e?: du=2e? dx u=e?: du=2e?*dx

dv=senxdx:; v=-cosXx dv =cos xdx; v=senx

I :—ezx-cosx+2[ezx-senx—2- I]
| +41 =—e?.cosx+2e?*-senx

—e*.cosx+2e? -senx
| = c +C

e?*.cosxdx =—e? -cosx+2[e 2X-senx—ZJ.ezx-senxdx}
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In(x)

Sea f la funcion definida por f(x)= o para x>0 (In denota la funcién logaritmo neperiano)

y sea F la primitiva de f tal que F(1)=2.
a) Calcula F'(e).

b) Halla la ecuacidn de la recta tangente a la grafica de F en el punto de abscisa x=e.
MATEMATICAS Il. 2015. RESERVA 3. EJERCICIO 2. OPCION A.

RESOLUCION

a) Como F(x) es una primitivade f(x), entonces: F(x) =J f(x) dx, y ademas: F'(x) = f(x).

Por lo tanto:

F(e)= f(e)zlg—ee:%

b) Calculamos F(x). Para ello hacemos el cambio de variable Inx=t, con lo cual

Inx:t:>£dx:dt
X

2 2
F(x):_[ln—x dx:fl gr=l cUN0" ¢
2X 2 4 4

2
Como F(1)=2:>%+C=2:>C=2

2
Por lo tanto: F(x) = %4‘ 2

Calculamos la recta tangente que nos piden: y—F(e)=F'(e)-(x—e)

2
F(e):M+2:l+2:g
4 4 4
Ine 1
F'(e)=f(e)=—=—
(e)=1(e) % 2e

Luego, la recta tangente es: y—% = Zi-(x—e)
e
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Sean f :[0,00) >Ry g:R— R las funciones definidas por f(x)=./2x y g(x)=%x2.

a) Halla los puntos de corte de las gréaficas de fy g. Haz un esbozo del recinto que limitan.
b) Calcula el area de dicho recinto.
MATEMATICAS I1. 2015. RESERVA 3. EJERCICIO 2. OPCION B.

RESOLUCION

a) Las dos funciones podemos representarlas haciendo una tabla de valores.

-2

—a

En el dibujo vemos que los puntos de corte son el (0,0) y (2,2).

b) Luego, el area que nos piden es:

www.emestrad a.org



~EMESTRADA
W EXAMENES DE
- SELECTIVIDAD

Calcula el valor de a>1 sabiendo que el area del recinto comprendido entre la parabola

y=—x’+ax ylarecta y=x es %

MATEMATICAS II. 2015. RESERVA 4. EJERCICIO 2. OPCION A.

RESOLUCION

Calculamos los puntos de corte entre las dos funciones.

y =—Xx*+ax

}:x2+(1—a)x:0:>x=0 ; x=a-1
y=X

Calculamos el area:

L X (@-)’ a@-)’ @-)°_4_
3 2 2,

a-1
A:J‘ (—x?+ax—x) dx=| ——+———
. 3 2 2 3

—=a’-3a?+3a-9=0

Resolviendo la ecuacién por Ruffini, sale que a=3
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X2 +1
X ?(x=1)
grafica pasa por el punto P(2,In2) (In denota logaritmo neperiano).
a) Calcula la recta tangente a la grafica de F en el punto P.

b) Determina la funcion F.
MATEMATICAS Il. 2015. RESERVA 4. EJERCICIO 2. OPCION B.

Sea f la funcion definida por f(x)= para x#0y x#1yseaF laprimitiva de f cuya

RESOLUCION

a) Como F(x) esuna primitivade f(x), entonces: F(x) :I f(x) dx, y ademas: F'(x) = f(x).

Calculamos la recta tangente que nos piden: y—F(2)=F'(2)-(x-2)

F(2)=In2
@)=f2)=2r1_5
F@=f@)=""=,

Luego, la recta tangente es: y—In2= % -(x=2)

2
b) Calculamos J‘ZX—H dx
X“-(x=1)

Las raices del denominador son: x=0; x=0; x=1
Descomponemos en fracciones simples:

x’+1 A B C Ax-(x-D)+B(x-1)+C-x?

__F - X S i
x*-(x-1) x x> x-1 x?-(x-1)

Como los denominadores son iguales, los numeradores también tienen que serlo. Para calcular A,By C
sustituimos los valores de las raices en los dos numeradores més otro valor que puede ser x =2

X=0=1=-B=B=-1

x=1=22=C=C=2

Xx=2=5=2A+B+4C = A=-1
Con lo cual:

2
F(x) ='[2X—+1 dx=I;1 dx+J._—21 dxt [—2 dx = —Inx+ 4 2In(x—1)+ C
X<+ (x=1) X X x-1 X

Como F(x) pasa por el punto (2,In2) entonces: In2=-In 2+%+2In1+C:>C:2In 2—%

Por lo tanto: F(x)=—1In x+1+2In(x—1)+2In2—%
X
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14

Calcula I x *sen(x)dx .

0

MATEMATICAS II. 2015. SEPTIEMBRE. EJERCICIO 2. OPCION A.

RESOLUCION

Vamos a calcular la integral F(x) = I x?sen(x) dx , que es una integral por partes.

F(x)z‘[xzsen(x)dx:—x2 -cosx+2J‘x-cosxdx:—x2-cosx+2~[x~senx—'|‘senxdx}:

=—X?-COSX+2X-SenXx+2cosX+C

u=x2: du=2x dx u=x; du=dx
dv =senxdx; v.=—cos X dv=cosxdx; v=senx

Por lo tanto, la integral que nos piden valdra:

I xzsen(x)dx:[—x2 -cosx+2x-senx+2cosx]:
0
:(—n2 -COSn+2n-Senn+2COSn)—(—02 -cosO+2-0-senO+Zcoso):
=n’-2-2=n°-4
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Sea f:R — R lafuncion definida por: f(x)=‘ x2—4‘

a) Haz un esbozo de la gréafica de f.
b) Calcula el area del recinto limitado por la graficade fy larecta y=5.

MATEMATICAS Il. 2015. SEPTIEMBRE. EJERCICIO 2. OPCION B.

RESOLUCION

X?—4 si x<-2
a) Abrimos la funcion: f (x)=<-x*+4 si —2<x<2,y hacemos el dibujo
X?—4 si x>2

L

—

b) Vemos por el dibujo que es simétrica respecto el eje OY, luego:

A:2U02(5+x2—4)dx +IZS(5—XZ+4)dx}=2“02(1+x2)dx +I;(9—x2)dx}:

el sl g5
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