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101 Za ragoza EJERCICIO DE: MATEMATICAS II

e TIEMPO DISPONIBLE: 1 hora 30 minutos

PUNTUACION QUE SE OTORGARA A ESTE EJERCICIO: (véanse las distintas partes del examen)

Elija una de las dos opciones propuestas, A o B. En cada pregunta se seiiala la puntuacion

maxima.

OPCION A

1. (3 puntos) Sea A un parametro real cualquiera. Considere la matriz:
A+1 -1 A+1
0 A 0
1 -2 A
a) (2 puntos) Determine el rango de esa matriz segun los valores de A.

b) (1 punto) Determine para qué valores de A existe la inversa de esa matriz y determine la inversa,

si existe, cuando A = —2.
SOLUCION
a) Sea A la matriz dada. El rango es el orden del mayor menor no nulo. Calculemos el determinante de la matriz:
A+l -1 A+1 A=0
|Al=| 0 & 0 [=R2(A+1)-A(A+1)=A(A+1)(h-1)=0 :<£ h=-1
1 -2 A A=1

»SiA#-1,0,1: |A|#0 = rgA=3.

0 -1 O

-1
*SiAi=-1: A=|0 -1 O | ycomoelmenor #0 = rgA=2
1 -2 -1
-1 1 1
*SiA=0: A=/0 0 0| ycomo el menor #0 = rgA=2
-2 0
-1 2
*Sii=1: A=|0 1 O/|ycomoelmenor #0 = rgA=2
-2 1

b) A es una matriz cuadrada 3x3 que tiene inversa cuando su rango es el maximo, es decir cuando
rgA=3 < |A|#£0 = 3A" para A#-1,0,1.Porlotanto, para A=-2existe A" .

-1 -1 -1 -1 -1 -1
A=|0 -2 0| = |A|=|0 -2 0|=—4-2=-6

1 -2 2 1 -2 2
* Calculemos la matriz adjunta de A:

-2 0 0 O 0 2 -1 -1 -1 -1
Ru=|y 7% 7 Remrly LT AeTly TP AaT L, LTY 0 AT )T
A -1 -1 -1 -1 5 . A -1 -1 o : A -1 -1
23 1 _2_ ’ 31__2 0 - ’ 32 T 0 0 - ’ 33_0 _2_




4 0 2
Luego Adj(A)=| 0 3 -3

-2 0 2
4 0 -2
= La matriz traspuesta de |a adjunta: (Adj(A))t: 0 3 0
2 -3 2
e (<23 0 3
* Por ultimo: A'1=M= 0 -12 o
AL s 12 1s

Comprobemos que la matriz obtenida es, en efecto, la matriz inversa de la dada:

-1 -1 -1)(-2/3 0 1/3 100
A-A'=|0 -2 0| O -12 o0 |=|0 1 O
1 -2 -2)(-1/3 1/2 -1/3) (0 0 1

2. (2 puntos)

a) (1 punto) Determine la posicion relativa de las rectas siguientes:

'{—x—2y+12=0 L X—2 y+3 =z
T 13y-2z-15=0 2T F = B
b) (1 punto) Calcule la distancia entre esas rectas.
SOLUCION
a) Obtengamos un punto y un vector de cada una de las rectas:
Xx—2y+12=0 Xx=-2y+12 Paray=0: x=12 , z=-15 = A(12,0,-15)
r: =
3y—-z-15=0 z=3y-15 Paray=1:x=10,z=-12 = B(10,1,-12)
X—2 y+3 z P 21_310)
S —=——=— = | _
5 2 v=(5,2,3)

A(12,0,-15)
i=AB=(-2,1,3)

Puesto que las coordenadas de los vectores direccionales U y v no son proporcionales, las rectas se cruzan o se

cortan.

Consideremos el vector AP con origen en un punto de r y extremo en

Q un punto de s: ﬁ:(—lo,—3,15).
u
Estudiemos la dependencia o independenciade u,Vvy AP:
-2 1 3
v

5 2 3|=-60-45-30+60-75-18#0 =

-10 -3 15

linealmente independientes = las rectas se cruzan.

b) Hallemos el plano © que contiene ary es paraleloas.

i ok

los vectores son

El vector tixV=|-2 1 3|=3{+15j-4k-5k+6j—6i=-37+21j-9k=(-3,21,-9) || (1,-7,3) es perpendicu-

5 2 3

lar al plano m. La ecuacion de w es: x—7y+3z+D=0 ycomo el punto A pertenece al plano:

12-454+D=0 = D=33 = mn: x—7y+3z+33=0

2+21+33

‘¢1+49+9

56

Bl

Portanto: d(r,s)=d(s,n)=d(P,n)=




3. (5 puntos)

a) (1,5 puntos) Considere la funcion
x? -3
f(x) =
Determine los maximos relativos, los minimos relativos y los puntos de inflexidn, si existen, de la
funcion f(x).

eX

b) (1,5 puntos) Usando el cambio de variable t = cos(x), calcule:
J‘cosz(x)
sen(x)
c) (2 puntos)

1) (1 punto) Calcule los valores de a y b para que la funcién f(x) = ax® + bx? tenga un
extremo relativo en el punto (1, 2).

2) (1 punto) Calcule el drea encerrada por la curva f(x) = 2x3 — 3x? y la parte positiva del eje

0X.
SOLUCION
2 X 2_3 X X 2 _ 2+3 _ 2
) g 2SN 3) ez
e e
(—2x+2)e"—(—x2+2x+3)ex ex(—2x+2+x2—2x—3) X —Ax—1
f”(X) = e2x = er = ex

* Los puntos de maximo y de minimo relativo estan entre las soluciones de la ecuacién f'(x)=0 (puntos criticos):

S 42%43=0 — X:—Zi\/4+12:—2i4:<:—1 = f(—]_):_z/e*l:_ze — (_1’_2e)
-2 -2 3 = fB)=6/e = (3,6/¢%)

Para discernir si los puntos criticos son maximos o minimos relativos los sustituimos en f"(x):

1+4-1
f'(-1)=———=4e>0 = el punto (—1 , —2e) es un minimo relativo de la funcién.
e
9-12-1 -4 6
f'8)=——=—=—5<0 = elpunto [3 '_3J es un maximo relativo de f(x).
e e e

* Los puntos de inflexidn estan entre las soluciones de la ecuacién f"(x)=0:

f'x)=0 = x*-4x-1=0 =

X_4ix/16+4_4i2£_<: 2-+/5=-0,236
2 2 2++/5=4,236
Se tiene: f’>0 f’<0 >0

2-5 245

Como en X :2—\/5 yen x :2+\/§ la curva cambia su curvatura, son dos puntos de inflexién de la funcion.

dt
b) t=cosx = dt=-senxdx = dx=——+
senx

cos’ x t dt t t t
= dx=— . =— dt=— dt= dt=(1
-[ senx -[senx senx J‘1—coszx Il—tz Itz—l @

t t-1 t’ 1 @)= dt+ dt=t+ [ dt=(2)
P+1 1 : it -1 -1
-t -1 -1

1

1 _ A, B _ At-A+Bt+B (A+B)t—A+B _ | A+B=0 1,1

-1 t+1 t-1 (t+1)(t-1) -1 ~-A+B=1 2’ 2




1 1 1 1 1 1 1. t-1 t-1
(2):t——j—dt+—J'—dt:t——In(t+1)+—|n(t—1)+C:t+—In—+C:t+ln ——+C=
2° t+1 27 t-1 2 2 2 t+1 t+1
-1
=cosx+In cosx +C
cosx+1

c) 1) f(x)=ax®+bx> = f'(x)=3ax”+2bx

fl)=2 = a+b=2 —2a—-2b=-4

= = a—-4,b=¢
f(1)=0 = 3a+2b=0 3a+2b=0

(1,2) extremo relativo de f(x) =

, 3
2) Puntos de corte de la funcién con OX: 2x* —3x*=0 = x’(2x—3)=0 = x=0, x==

w3 P
{T_T}

0

Por tanto:

Z *=0,84
32 32

A :‘ I:/z (2x3 —3x’ ) dx

81 27 OH_Q _27

OPCION B

1. (3 puntos)

a) (1,5 puntos) Considere la matriz y los vectores siguientes:

X y z a 1
M:(y z x>, A=(b>, B=<0>,
zZ x Yy c 1

donde x, y y Z son numeros reales.

1
Determine x , y y z para que el vector A = (2) sea solucion del sistema M A = B.
3

b) (1,5 puntos) Sean ahora la matriz y vectores siguientes:

a b ¢ X 1)
N=(b c a), X=(y>, B=<0),
c a b z 1

donde a, b y ¢ son niumeros reales que verificanquea +#0, a+ b =0, c = a.

Determine si el sistema N X = B es compatible determinado.

SOLUCION
x y z\)(1) (1 X+2y +3z =1 [(x +2y +3z =1
a) MA=B = |y z x|[2|=[0| = (y+2z2+3x =0 < <3x+y +22 =0
z x y)3 z+2x +3y =1 2x +3y +z =1

Utilizamos la regla de Cramer para resolver el sistema:

_ 1+4-3-6 -4 2 ' -
1+27+8-6-6-6 18 9 ’ 18 18 18

N W Rk, O -
w Bk NW =L N
P N WL, NN W




7= _1+9-2-6_2 1 Por tanto: x:—E , y:i , z:l
18 18 18 9 9 9 9
a -a a
b) a+b=0 = b=-a ; c=a = lamatrizdelos coeficienteses: |—-a a a}.Veamoscuél es su rango:
a a -a
a -a a
—a a a|=-a-a'-a’-a’-a*+a’=-4a#0 puesaz0 = rg=3 = el sistema es compatible determi-
a a -a
nado.

2. (2 puntos)

a) (1 punto) Determine, como intersecciéon de dos planos, la ecuacion de la recta paralela a la
recta:

.{Sx—3y+22=1
T +3y-2z=-4

que pasa por el punto (0,2, —4).
b) (1 punto) Determine la distancia del punto P = (1,1, 0) a la recta r anterior.
SOLUCION

a) Larectar esta dada como interseccion de dos planos. El vector n :(5,—3, 2) es normal al primer plano y el vector

n'=(1,3,-2) es normal al segundo.

ik
El vector i=nixni'=|5 -3 2 |=6i+2j+15k+3k+10j—6i=0i+12j+18k=(0,12,18) | (0,2,3) es un vector
1 3 -2

direccional de ry, por tanto, de cualquier recta paralelaar.

. X y—-2 z+4 2x=0 x=0
La ecuacion de larecta buscadaes: —=—=— & =
0 2 3 3y—6=2z+8 3y—2z=14

b) = Obtengamos la ecuacidn del plano © perpendicular a r que pasa por P:

El vector (0, 2, 3) direccional de r es normal a 1 luego la ecuacién del planoes: m: 2y+3z+D=0 y como contiene
aP: 24D=0 = D=-2 = m:2y+3z-2=0

* Calculemos las coordenadas del punto Q de interseccién de w yr:

Sumando las dos primeras ecuaciones: 6x=-3 = x=-1/2

5x-3y+2z=1
3y—-2z=-7/2 9y —6z=-21/2
X+3y-2z=-4 = = = 13y=-132 = y=-1/2 = 3z=3 = z=1
2y+3z=2 dy+6z=4
2y+3z=2

1 1
Luego Q (—— == 1}
2 2




3. (5 puntos)

a) (2 puntos) Calcule las dimensiones de tres campos cuadrados que no tienen ningun lado comun y
que satisfacen que el perimetro de uno de ellos es triple que el de otro y, ademas, se necesitan
1248 metros de valla para vallar completamente los tres campos, de manera que la suma de las
areas es la minima posible.

b) (1,5 puntos) Usando el cambio de variable t = e*, calcule

Zer
f eX —2e~X ax

c) (1,5 puntos) Calcule:

i (-2~ 1)

SOLUCION

a)

Tenemos:

124816
« 3x , Ax+12x+42=1248 = z:TX=312—4x

P =4x P =12x P=4z

La funcidn que debe ser minima es:

f(x)=x* +(3x)" +(312—4x)" =x* +9x* + 97344 + 16x* —2496x = 26x* —2496x + 97344

2496
f'(x)=52x—-2496=0 = x:?:48 y como f"(x)=52>0 = para x=48 lasuma de las dreas es minima.

Por lo tanto, el lado del primer cuadrado debe ser de 48 metros, el del segundo 144 metros y el del tercero 120 m.

b) t=¢* = dt=e"dx = dx:d—xt:E
e t
2e t dt t?
Je*—ze** dx=2] ex_zdx_zjj-T_zj 5 dt=)
e* t
t° )
42 1 o2 (1):2[jdt+2jidt}:2t+4 =(2)
-2 -2 -2
2
B=-A
1 A B _At—2A+Bt+\2B _(A+B)t+2(B-A) _ | AvB=0 LB 5
-2 — t?-2 2(B—A)=1 B=—frx=—, A=——
ToE tE [oeh)(t2) J2(e-) S :
(2)=2t+4| - I J \/fln(t+\/_)+\/_ln(t \/_)+C 2t+J_In I+C—
t+\/_ 4 t+2
f
=2e* +xﬁln
N A
1 1
, 1 1 . Inx—x+1 0 ® X 1x 0w -1 1
c¢) lim|——-—|=w—-w=lim ——=— =lim 1—I| =lm —=-—
1 | x=1 Inx oL (x=1)Inx 0 x nx g XL 7t xInx+x-1 "0 s Inx4l+1 2
X




