Pruebas de Aptitud para el Acceso a la Universidad.
Matemadticas I1.

Septiembre 2003

OPCION A

ax+y—z=1
1. Discutir el sistema de ecuaciones  x+2y —az=2  segun los valores del parametro a [1,5 puntos]. Entre los
—x+y-—z=a-1
valores de a que hacen el sistema compatible elegir uno en particular y resolver el sistema que resulte al reemplazar a
por el valor elegido [1 punto].

SOLUCION.

a 1 -1 1
Las matrices de los coeficientes, A, y ampliada, M, son: 1 2 -a 2
-1 1 —-1]a-1

Puesto que el menor

‘ =1+2=3%0 = elrango de ambas matrices es 2 como minimo.

Veamos para qué valores de a el rango es 3:

a 1 -1 -1
1£41+8 1+

1 2 —al|=-2a+a-1-2+1+a’=a’-a-2=0 = a= _1£3 4

11 -1 2 2 >~

X Paraa#-1 y a#2: rgA=rgM=3=n°deincognitas = el sistema es compatible determinado.

-1 1 1
X Paraa=-1: rgA=2 ycomo |1 2 2 |=4+1-2+2+2+2=9#0 = rgM=3 ycomo losrangos de
-1 1 =2

ambas matrices son distintos, el sistema es incompatible.

2
X Para a=2: rgA=2 y como 1
-1

—_— N =

1
2|=0 = rgM=2=rgA <n°deincdgnitas = el sistema es
1

compatible indeterminado.

< Para la segunda parte del ejercicio (resolucion) puede optarse por dar al parametro un valor distinto de -1 y 2 y

resolverlo sabiendo que es compatible determinado, o bien resolverlo para a =2 sabiendo que es compatible
indeterminado. Nosotros lo resolveremos en ambos casos y en el primero optaremos por resolverlo sin sustituir a.

X Para a#-1y a#2: resolvemos el sistema por la regla de Cramer:

1 1 -1
2 2 -a
a1 -l _-2-a’+a-2+42-2+2+a_-a’+4a-4 _ —(@a-2 _ a-2
a’—a-2 (a+1)-(a-2) (a+1)-(a-2) (a+1)-(a—-2) a+1
a 1 -1
1 2 -a
|1 a-1 -1| -2a-a+l+a-2+1+a’-a> a’-a’-2a a-(a+l)(a—-2)
y= al-a-2 (a+1)-(a-2) _(a+1)-(a—2)_ (a+1)-(a-2) -



(a+1-(a—2)_ (a+1)-(a-2) _(a+1)~(a—2)_ (a+1)-(a—-2) Ca+l

1
2
2-la——|-a—-2
-1 1 a-1| 2a®>-2a+1-2+2-a+1-2a 2a°—5a+2 ( 2]( )_23—1

X Para a=2: puesto que el menor distinto de 0 en la matriz de los coeficientes es

: ‘ , las ecuaciones segunda y

tercera son independientes en las incdgnitas x ¢ y. Considerando la incdgnita z como parametro (z = A1), el sistema a
X+2y=2+24

Sumando ambas ecuaciones: 3y=3+34 = y=1+1 y sustituyendo en la
x+y=1+41

resolver es: {

primera ecuacion: x=2+21-2-24=0, es decir las soluciones en este caso son: x=0, y=1+41,z=41

2. Determinar el dominio [0,5 puntos], ceros [0,5 puntos] y extremos [1,5 puntos] de la funcion f(x)=xIn x.

SOLUCION.

X D(f)= [ pues la funcion y =x tiene por dominio | yla funcién y=Inx tiene por dominio (0, +oo).

x=0
X f(x)=0 & x-Inx=0 :( luego la funcién se anulaen x =0 yen x=1.

Inx=0 = x=1

X f’(x)=1nx+x-l=1nx+l = f"(x)zl
X X

f'xX)=0 = Inx=-1 = x:e’l:l y como f”(lj:e>0 = en x:l la funcién tiene un minimo
e e e

relativo

3. Sea la pardbola y=x* —4x+3.
a) Determinar los puntos de corte de la pardbola con los dos ejes coordenados [0,5 puntos]
b) Calcular el area encerrada entre la parabola y el eje de abscisas [1 punto]
¢) Calcular el area encerrada entre la parabola y el eje de ordenadas [1 punto]

SOLUCION.
4+ JT6-12 442 _— x=1 = (1,0)
a) XConOX: y=0 = x*-4x+3=0 = x= ‘Vz = ; = \ /
x=3 = (3,0)
XConOY: x=0 = y=3 = (0,3)
3 1 : 1 4
b) A= J' (x2 - 4x +3 )ax | = [§x3—2x2+3x} - (9—18+9)—(——2+3j =‘———1‘:5 2
1
1

1
¢) A=J' (2 -ax+3)ax=| TxP 22 +3x | =L-243=141=2 2
0 3 3 37 3
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4. Sea C una circunferencia cuyo centro es el punto (1, 1) y que es tangente a los dos ejes coordenados.
a) Escribir su ecuacion general [1 punto].

b) Determinar los puntos de C donde la tangente es paralela a la bisectriz del primer cuadrante [1,5 puntos].

SOLUCION.
a) Elcentroes C(I, 1) yelradioes r=1, con lo que su ecuacion es:
(x-1P +(y-1F =1 & x> +y* -2x-2y+1=0
1 b) Los puntos seran los de interseccion de la circunferencia con la recta
1 ¢ perpendicular a y =x que pasa por C:
pendientede y=x: m=1 = pendiente de la perpendicular: m'=-1
+ La recta es: y=-x+n y como pasa por C (1, 1) = n=2 es decir
1 y=—Xx+2.
. . y=-x+ 2 2 2
Cortando la recta y la circunferencia: sy = x2+(-x+2) -2x-2(-x+2)+1=0 =
X“+y -2x-2y+1=0

2

-— =
2

X2+ x2—4x+4-2x+2x—4+1=0 = 2x° —4x+1=0 = x=4ivl6_8=4i2ﬁ=/
4 4 N e

I+— =
2

2 2 2

= y:—1+\/_+2—1+\/_ £ , 1+—
2 2 2 2

J2 ﬁ 2 2

=> y=—-1l-—+42=1-"— — ,1--—
2 2 2 2
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OPCION B

1 -1 1
1. Sean las matrices A= (4 5 ] ; B= (4 J. Vemos que ambas tienen rango maximo, o sea 2. Determinar los

valores de c tales que la matriz A + ¢B ya no tenga rango 2 [1,5 puntos]. ;Cudl es el rango que tienen las respectivas
matrices suma? [1 punto]

SOLUCION.
l+c -1 .
A+cB= . Para que el rango no sea 2, el inico menor de orden 2 debe ser 0:
444c 2-c
1+ -1 —5+,25+24 _5+
© =0 & 2-c+2c-c’+4+4c=0 & —c*+5c+6=0 = c= _I3ET
444c 2-c -2 -2
=-1,6.

Por tanto, parac=-1 o c=6: rg(A+cB)=1. Parac#-1y c#6: rg(A+cB)=2



2. Sea la funcion f(x)=xsenx ysea T la recta tangente a su grdfica en x = . Determinar:

a) La ecuacion de T [1,5 puntos]
b) El darea encerrada entre Ty los ejes coordenados [1 punto]

SOLUCION.
a) f(7r)=0 = El punto de tangencia es: (7:, 0 )

La pendiente de la recta tangente es f' (7) ycomo f'(x)=senx+x cosx = m=f(r)=-7

Por tanto, la ecuacionde Tes: y—-0=-7-(x—7) <& y=-7x+7°

g y=0
b) Se trata de un triangulo de base: , = 7TX= 7’ = x=nx
y=—7X+7

x=0 )
y altura: , > y=7

y=—7X+7T

1 °

Y, por tanto, su area es: A = 5 et = 7 u?

3. Sea la funcion f(x)= >
x°+1

a) Definir su dominio [0,5 puntos]
b) Calcular su limite en el infinito [0,5 puntos]
¢) Determinar sus extremos [0,5 puntos]

d) Calcular el area encerrada por la grafica de f entre las abscisas 0y I [1 punto]

SOLUCION.

a) Se trata de una funcidn racional en la que su denominador no se anula para ningun valor de x. Por tanto: D (f) = |

X
b) i =0
) Xgr:o x? +1

2 2 2

1-2 - 1

¢ F)="" - X P00 = x=-1,x=1 (puntos criticos)

(x2+1) (x2+1)

f'(-1)>0 = enx =-1 hay un minimo relativo
ol —fxier) oo TV Y
£1(x) = . =
(X +1) ™~ f'(1)<0 = enx =1hay un maximo relativo

d A= Pox dx=lj‘o1 % dx=%[ln(x2+1)]:)=%(In2—1nl)=%ln2=ln\/3 u?

4. Sea el triangulo de vértices A (4,2), B(13,5) y C(6, 6).
a) Hallar la ecuacion de la altura que pasa por el vértice C [1,5 puntos]
b) Calcular la longitud de los dos segmentos en que la altura anterior corta al lado AB [1 punto]

SOLUCION.
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a) La altura es la recta perpendicular a AB que pasa por C:

C(6,6)
3 1
AB=(9,3) > m=>=- = m'=-3
9 3
he ysuecuaciones: y-6=-3-(x —6) < y=-3x+24
d, d, b) Calculemos las coordenadas de D como interseccion del
A®4,2) D B (13,5  lado ABylaalturahc:
., 1 1 2
X Ecuacion de AB: y—2=§'(x—4) = y=§x+§
X Coordenadas de D:

1 2 = —3x+24=§+§ = —9x+72=x+2 = 10x=70 = x=7,y=3

X Portanto: dy=4(7-4)2+(3-2)2 =410 . dy=y(3-7)2+(5-3)> =, 40 =210



