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MATEMATICAS Il

INDICACIONES AL ALUMNO
1. Debe escogerse una sola de las opciones.
2. Debe exponerse con claridad el planteamiento de la respuesta o el método utilizado para su resoluciéon. Todas las
respuestas deben ser razonadas.
3. Entre corchetes se indica la puntuaciéon maxima de cada apartado.
4. No se permite el uso de calculadoras graficas ni programables. Tampoco esta permitido el uso de

dispositivos con acceso a Internet.

OPCION DE EXAMEN N° 1

Ejercicio 1
t 2t 2 1 -3
Consideremos la igualdad matricial A- M =B, donde A=|-1 t 1|, B=| 0 1
-1 1 1 -2 2

1) [0,25 PUNTOS] ¢ Cuantas filas y columnas debe tener la matriz M?
2) [1,5 PUNTOS] ¢ Para que valores de t es la matriz A invertible?
3) [1,5 PUNTOS] En el caso ¢t = —1, despeje la matriz M en funcién de las matrices Ay B y calcule

su valor.

Ejercicio 2
X

J1+X '

1) [2.5 PUNTOS] Calcule la primitiva de f. Compruebe la solucion obtenida.

Sea la funcién f(x)=

2) [1 PUNTO] Calcule el &rea encerrada por f yeleje y=0 y lasrectas x=0y x=4.

Ejercicio 3
Sea P el punto (0, 2, 2). Sea r la recta expresada de forma continua:

_x—Z_X_z+1

4 1 2

1) [0,75 PUNTQOS] Escriba las ecuaciones paramétricas de la recta r.
2) [1,5 PUNTQOS] Calcule la distanciade P ar.
3) [1 PUNTO] Calcule un plano perpendicular a r que pase por el punto P.
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OPCION DE EXAMEN N° 2

Ejercicio 1

Considere el sistema matricial

1 1 1 X 2
1 1 aj|yl=|2
3a 2a 2a Z 1

1) [2 PUNTOS] Determine los valores de a para que el sistema sea compatible.
2) [1,25 PUNTQOS] Calcule todas las soluciones en el caso en el que sea compatible indeterminado

y en el caso a=3.

Ejercicio 2
Tenemos la funcion definida a trozos:

X—+1 si x<0

g(x) = X
2x°* —15x> +36Xx+3 si x>0

1) [2 PUNTOS] Calcule los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion g en R—{O} y

determine los maximos y minimos relativos.
2) [0,5 PUNTOS] Determine si la funcion es continua en x = 0.

3) [1 PUNTO] Haga un esbozo del grafico de la funcion en un entorno de x = 0.

Ejercicio 3

Sean A=(-2,1,0),B=(1,1,1),C= (2,0, 2) tres puntos de R3.

1) [1 PUNTO] Calcule la ecuacion implicita (general) del plano que pasa por A, By C.
2) [1 PUNTOQ] Calcule la ecuacion continua de la recta BC.

3) [1 PUNTO] Calcule el area del triangulo definido por ABC.

4) [0,25 PUNTOS] Determine, usando el producto escalar, si los vectores u=(3, 0, 1) y

v=(4, -1, 2) son ortogonales.
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SOLUCIONES
OPCION DE EXAMEN Ne 1
Ejercicio 1
t 2t 2 1 -3
Consideremos la igualdad matricial A- M =B, donde A=|-1 t 1|, B=| 0 1
-1 1 1 -2 2

1) [0,25 PUNTOS] ¢ Cuantas filas y columnas debe tener la matriz M?
2) [1,5 PUNTOS] ¢ Para qué valores de t es la matriz A invertible?
3) [1,5 PUNTOS] En el caso ¢ = —1, despeje la matriz M en funcion de las matrices Ay By calcule

su valor.

1) Para que sea posible el producto de la matriz A por la matriz M debe ser el nimero de filas
de M igual que el nimero de columnas de A (3). Y el nimero de columnas de M debe ser
igual al de columnas de B (2).

Debe ser de dimension 3x2.

A-M = B m=3
=
3><><n—>3><2 n=2

2) Para que A sea invertible debe tener determinante no nulo.

t 2t 2
Al=-1 t 1U=t"-2t-2+2t+2t—t=t>+t-2
-1 11
- —1+3:1:t
=0 fat-2-0m (- N4 %3172
2 CE e

La matriz A tiene inversa cuando t -2yt =1

3) Parat= —1 lamatriz A tiene inversa y la calculamos.

-1 -2 2 -1 -2 2
A=-1 -1 1 :>|A|=—1 -1 1|=1+2-2-2-2+1=-2+0
-1 1 1 -1 1 1
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-1

1
1

-1 -1

Adj| 2 -1

L Adj(AT) 2 1

A -2
-2 4 0
Alz_?l 0 1 -1
-2 3 -1

-1

2

-2 -1
+

2 1

-1 -1

2 1

-1 -1
+

-2 -1

Despejamos en la ecuacion matricial, sustituimos los valores de las matrices y calculamos.

A‘M =B=>M=A"-B

-2+0+0 6+4+0
0+1-2
-2+0+2 6+3-2

0+0+2

-2 4 0)Y1 -3

M=—|0 1 -1/|0 1

2 -2 3 -1)\-2 2
2/2 -10/2

M=[-2/2 1/2 |=|M=
0 -7/2

1 5
-1 1/2
0 -7/2

-2 10
-1
0o 7
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Ejercicio 2
X

J1+X '

1) [2.5 PUNTOS] Calcule la primitiva de f. Compruebe la solucion obtenida.

Sea la funcién f(x)=

2) [1 PUNTO] Calcule el &rea encerrada por f yeleje y=0 ylasrectas x=0y x=4.

1)
Cambio de variable
) t2 -1 t? 1
dx =1+ x =t% = dx = 2tdt =j—2tdt=j—2tdt—j—2tdt=
2 _q t t t
X=t"-

jf(x)dx=jﬁ

3 Deshacemos el cambio
:j2t2dt—j2dt:zjtzdt—zjdtzz%—th{ }

t?=1+x=>t=+1+X

~ |2 (VT x) —2vTax + K
30

Comprobacion: Derivamos la primitiva y debemos obtener la funcién inicial.

(%(\/1+x)3—2\/1+x+ K]=32(\/1+_x

(\/1+X) 1
= —\/1 X——\/].-I-X—

Queda demostrado que la primitiva es correcta.

)2 1 _\& 1 B
RIrxRdex
1 (\/“_X)Z_l_ux—l_ X

J+x  fl+x l+x  l+x

2) Averiguamos los puntos de corte de la grafica de la funcion con el eje.

X

f(x)= X
Jl+x=0= =x=0
y=0 J1+x

Comprobamos si la funcion es positiva o negativaentre x=0y x=4.
2

J1+2

El area del recinto es el valor de la integral definida de la funcién entre Oy 4.

>0

Le damos un valor intermediox =2 2> f(2) =
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4

j f(X)dXZj.\/l)i—XdXzE(x/H x)3 — 241+ x} =

0

oSt i {50 250 -

2/ =¢ 6 = 2 2 6 ~ 2 4 - 4 )
=2(JB) —2\5-S+2=5505-2\5-2+2=|25+2=4,314u
3(\/_) 3\/_ 3 73 V5 3\/_ 3" 3\/_+3

3]

-t
En el dibujo de la grafica y el recinto pedido (de rojo) se observa la bondad de la solucion
obtenida para el area. Contando cuadraditos vemos que aproximadamente el areaes 4 y

pico unidades cuadradas.
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Ejercicio 3

Sea P el punto (0, 2, 2). Sea r la recta expresada de forma continua:
[ x=2_y_ z+1

4

1) [0,75 PUNTOS] Escriba las ecuaciones paramétricas de la recta r.
2) [1,5 PUNTOS] Calcule la distanciade P ar.

1 2

3) [1 PUNTO] Calcule un plano perpendicular a r que pase por el punto P.

1)

X=2 y z+1 {Pr(Z,O,—l)e
F.T=— — =T

v -(412)

, X=2+41
=>riqy=4
z=-1+24

2) Hallamos el plano  perpendicular a la recta r que pasa por el punto P.
Luego determinamos el punto Q donde se cortan recta y plano. La distancia del punto P ala
recta r sera el valor de la distancia entre los puntos P y Q.

n

g L@ _P

El plano tendra como vector normal el director de r.

4Xx+y+2z+D=0

_ P(0,22)ex P(0,22)ex
ﬂ'{ﬁ:vﬁ:(m,z)j{

T 4X+y+22-6=0

=0+2+4+D=0=D=-6

Averiguamos las coordenadas del punto Q de corte de la recta r y el plano .

T 4X+y+22-6=0

X=2+44
r.ay=A4

z=-1+21

:>4(2+4/1)+/1+2(—1+2/I)—6:0:>

X=2

=>8+16A+1-2+41-6=0=2211=0=>1=0=>y=0 :>Q(2,0,—1)

z=-1

Obtenemos el valor de la distancia de P a r usando el médulo del vector que une P con Q.
PQ=(2,0,-1)-(0,2,2)=(2,-2,-3)=d(P,r)=d (P,Q):\@\

d(P,r)=/2 +(-2) +(-3)’ =

W7 =412u

3) Determinado en el apartado anterior: 7:4Xx+y+2z—-6=0
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OPCION DE EXAMEN N° 2

Ejercicio 1
Considere el sistema matricial

1 1 1 X 2
1 1 aj|yl=|2
3a 2a 2a Z 1

1) [2 PUNTOS] Determine los valores de a para que el sistema sea compatible.
2) [1,25 PUNTOS] Calcule todas las soluciones en el caso en el que sea compatible indeterminado

y en el caso a=3.

1 1 1
Para que sea compatible debe tener rango de la matriz de coeficientes A= 1 1 a
3a 2a 2a
1 1 1 2
igual que el rango de laampliada A/B=| 1 1 a 2|.
3a 2a 2a 1
1 1 1
|A=|1 1 a|=2a+3a’+2a-3a-2a-2a’=a’-a
3a 2a 2a
a=0

|A|=0:a2—a:03a(a—l):03{
a-1=0—»a=1

Distinguimos tres situaciones diferentes.

Situacion 12. a0y a=1.
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, asi como el rango de A/B
y el nimero de incAgnitas, por lo que el sistema es compatible determinado.

Situacion 22, a = 0.
En este caso el determinante de A es cero y su rango no es 3.
111

La matrizqueda A=|1 1 0|y surango es 2 pues quitando la fila 3% (todo ceros) y la
0 00O

columna 12 (igual que la 2%) tenemos un menor de orden 2 con determinante no nulo
1 1

10

‘=O—1=—1¢0.
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La matriz ampliada queda A/B =

o B .

11 2
1 0 2|, tomamos el menor de orden 3 que
0 01

a

resulta de quitar la 12 columna (igual que la 2%) y su determinante vale
11 2

1 0 2/=0+0+0-0-1-0=-1=0. El rango de A/B es 3.

0 01

El sistema es incompatible pues rango de A =2 # 3 = Rango de A/B.

Situacion 3*. a=1.
En este caso planteamos la discusién usando el método de Gauss.
La matriz ampliada queda

Fila2® — Fila1®
i 1 1 1°%2
A/B=1 1 1;2:>_1 1 _12_2
322 0 0 0 :0-—>Nuevafila2?
Fila3* — 3 - Fila 18
3 2 211
3 -3 -3i-6 -
0 -1 -1:-5-— Nuevafila3?
11 12 11 142
=|0 0 0 : 0 |={Cambiamos Fila3*porFila2*}=|0 -1 -1:-5
0 -1 -1{-5 0 0 0:0

Mirando las tres primeras columnas de la matriz tenemos una matriz equivalente a A'y
contamos 2 filas con algin elemento no nulo, por lo que el rango de A es 2. Y mirando
la matriz completa equivalente a la matriz A/B contamos 2 filas con algun elemento no
nulo, por lo que el rango de A/B es 2.

Rango de A =2 = Rango de A/B < 3 = Numero de incognitas.

El sistema es compatible indeterminado.

1) El sistema es compatible para a # 0.

2) El sistema es compatible indeterminado para a = 1. Lo resolvemos.

1 1 1) (x
1 1 1||y|=|2|=x+y+2=2
3 2 2)\z 1 3X+2y+2z=1

2 X+y+2=2

X+y+2=2 X=2-y-12

= = =
3X+2y+2z=1 3X+2y+2z=1

=3(2-y-2)+2y+22=1=6-3y-3z+2y+2z=1=-y-z=-5=

=>x=2-(5-2)-2=2-5+z-2=-3
Solucién: x=-3;y=5-t;z=t
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Ahora para a=3 el sistema es compatible determinado y podemos resolverlo por el

método de Cramer.

11 1) (x) (2
1 1 3|-|y|=|2
96 6)z) (1
2 11
2 13
|16 6 1243+12-1-12-36_-22 11
1 1 1| 6+27+6-9-6-18 6 3
113
9 6 6
121
12 3
9 1 6 12+54+1-18-12-3 34 17
T 6 "6 3
11 3
9 6 6
11 2
11 2
196 1 _1+18+12-18-1-12 0 _,
111 6 6
113
9 6 6

La solucion paraa =3 esx=-11/3;y =17/3;z=0.
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Ejercicio 2
Tenemos la funcién definida a trozos:
X—+1 si x<0
g(x)= X
2x* —15x> +36x+3 si x>0

1) [2 PUNTOS] Calcule los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién gen R—{0}y

determine los maximos y minimos relativos.
2) [0,5 PUNTOS] Determine si la funcion es continua en x = 0.
3) [1 PUNTO] Haga un eshozo del gréafico de la funcién en un entorno de x = 0.

1) Calculamos la derivada de la funcion en el intervalo (-0, 0) y estudiamos su evolucion.

x+1 , X—(x+1) -1
99 =21 g7 22U
X X X

g’ (x) :0:>_—3=0:>—1:0 iiImposible!!
X

La derivada de la funcion no se anula en este intervalo por lo que siempre es creciente o
siempre decreciente.

=-1<0. La funcién decrece en este

Tomamos x = -1y la derivada vale g "(-1) = 5 =

punto y por tanto en todo el intervalo (—o, 0).
Calculamos la derivada de la funcion en el intervalo (0, +o) y estudiamos su evolucion.
g(x) = 2x® —15x* +36x+3= g "(x) = 6x* —30x + 36

9 (xX)=0=6x>-30x+36=0=x*-5x+6=0=x

5:25-24 5:1 | 3 >
2
Veamos si la funcidn crece o decrece antes de x = 2, entre 2'y 3, y, por Ultimo, después de 3.
e En (0, 2) tomamos x = 1y la derivada vale g (1) =6—-30+36=12>0. La funcion

crece en (0, 2).

e En (2, 3) tomamos x = 2,5y la derivada vale
97(2,5)=6-2,5°-30-2,5+36=-1,5<0. La funcion decrece en (2, 3).

e En (3, +o0) tomamos x = 4 y la derivada vale g'(4)=6-4°-30-4+36=12>0. La
funcién crece en (3, +).

Reuniendo todo lo observado, tenemos un resumen en el siguiente gréfico.

L
I
2

X

; I

-1 0

Para saber si la funcién presenta un minimo en x = 0 debemaos estudiar el comportamiento
de la funcion en su entorno, pues no sabemos si es continua.

¢Es continua en x = 0?

11 de 13




EBAU Junio 2017 Matematicas Il en Cantabria L.E.S. Vicente Medina (Archena)

x+1 1
. o lim —— =—=—o .
e Existe el limite limg(x) =1 X 0 = No existe
7 lim 2x® —15x* +36x+3=3

x—0"

e Existe la funcidn. No es necesario verlo.
e Son iguales. No es necesario verlo.
No es continua en x = 0. En este punto no presenta minimo.

La funcién decrece en (—o0,0)\(2,3) y crece en (0,2)U(3,+x).
La funcion presenta un minimo relativo en x = 3. 'Y un maximo relativo en x = 2.

2) Visto en el anterior apartado.
¢Es continua en x = 0?

x+1 1
_ o lim—=—=-ow _
o Existe el limite Ilngg(x): =0 x 0 = No existe
- lim 2x° ~15x* +36x+3=3
x—0"

e Existe la funcidon. No es necesario verlo.
e Son iguales. No es necesario verlo.
No es continua en x = 0.

3) Sabemos como se comporta la funcion en las proximidades de x = 0.

x+1 1

lim—=—=-w
limg(x)={° x 0
x>0 lim 2x% —15x? +36x+3=3

x—0"

Hacemos una tabla de valores en el intervalo
[-2, 2] y dibujamos su grafico. +

x 19(¥)

-2 | 0,5 ! 3
-1 0 )
-0,5| -1 : A st x<0

2=, X s

01| 9 27 -15¢ +36x+3 si x20

0 3

2 29
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Ejercicio 3

Sean A=(-2,1,0), B=(1, 1, 1), C=(2, 0, 2) tres puntos de R2.
1) [1 PUNTO] Calcule la ecuacion implicita (general) del plano que pasa por A, By C.
2) [1 PUNTO] Calcule la ecuacion continua de la recta BC.
3) [1 PUNTO] Calcule el area del triangulo definido por ABC.

4) [0,25 PUNTOS] Determine, usando el producto escalar, si los vectores u=(3, 0, 1) y

v=(4, -1, 2) son ortogonales.

1) Hallamos dos vectores directores del plano y determinamos su ecuacion.

B(Lll)ex x-1 y-1 z-—
u=AB=(111)-(-210)=(301) t=z=[3 0 1|=0
v=AC=(2,0,2)-(-2,1,0)=(4,-12) 4 -1 2

4(y-1)-3(z-1)-6(y-1)+(x-1)=0
4y—-4-37+3-6y+6+x-1=0
|7=x-2y-32+4=0)

2) Hallamos su vector director y determinamos su ecuacién continua.

B(Lll)er [ x=1_y-1_z-1
u=BC=(2,02)-(111)=(1-11) 1 -1 1

3) El area del triangulo ABC es la mitad del modulo del producto vectorial de los vectores AB

y AC.

AB=(111)~(210)=(300 | _ o oo b))
AC=(2.0.2)-(-210) = (4-1.2 s 12

ABxAC=4j-3k-6j+i=i-2j-3k=(1-2-3)

|ABxAC| \/12 2 +(-3) [J1a

Area ABC = = =1,871u?
2 2

2

4) Para que los vectores sean ortogonales su producto escalar debe ser cero.

=(3,0,1)-(4 -1 2)=12+0+2=14#0

Por lo que no son ortogonales dichos vectores.
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