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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

Criterios generales de evaluacion de la pruebaolServaran fundamentalmente los
siguientes aspectos: correcta utilizacion de lasceptos, definiciones y propiedades
relacionadas con la naturaleza de la situacionsguigata de resolver. Justificaciones
tedricas que se aporten para el desarrollo deetgmiestas. Claridad y coherencia en la
exposicidn. Precisidon en los calculos y en lasaiotes.

Datos o tablas (si ha lugar): Podra utilizarse ealauladora “de una linea”. No se ad-
mitira el uso de memoria para texto, ni de lastpoésnes gréficas.

Optatividad: Se proponen dos pruebas, A y B. Cadade ellas consta de dos proble-
mas y cuatro cuestiones. Cada problema tendra wmagzcion maxima de tres puntos,
y cada cuestion se puntuard, como maximo, con atop&l alumno deberd escoger
una de las pruebas, A o B, y desarrollar las pragute la misma en el orden deseado.

PRUEBA A

PROBLEMAS
X+y+az=4

1°) Se considera el sistemax+y-z=0 , donde a es un parametro real.
2X+2y-2=2

a ) Discutir el sistema en funcion del valor daiypaetro a.

b ) Resolver el sistema para a = 1.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son tagsesites:

1 1 a 1 1 a 4
M=|la 1 -1|]yM'=la 1 -10
2 2 -1 2 2 -12

A. Menguiano



El rango de M en funcion del parametro a es elisige:

11 a
IM|=|a 1 -1|=-1+2a’-2-2a+2+a=2a’-a-1=0;;
2 2 -1

_1£V1+8 _1%V9 _13 a =12 =-

1
a J—
4 4 4 = 2

az0

Para 4 1¢ = RangoM = RangoM '=3 = n°incégnitas= Compatibledeter minado
a —_
2

11 1 4
Paraa=1= M'=|1 1 -10|= {C,=C,} = RangoM' =
2 2 -12

1 1 4
= |1 -1 0|=-2-4+8-2=0 = RamgoM'=2
2 -1 2

Para a=1 = RangoM = RangoM'=2<n°incég = CompatibleIndeterminado

1 1 -14

Para a:—%: M'=|-1 1 -1 0|= RangoM'={C, C,, C,} =
— 2 2 -12

1 4 2 1 2
=|-5 1 0|=|-1 1 0/=4-4-8+1=-7#0 = RamgoM'=3
2 2 4 21

Para a= —% = RangoM # RangoM' = Incompatilbe

b)

X+y+z=4
Resolvemos para a = 1. El sistema resultaty-z=0
2X+2y-2=2



Despreciando una de las ecuaciones (la tercgpayametrizando una de las in-
cognitas (y), se tiene:

X+y+z=4
{ y = y=A4;,2=2;; x+y-z=0;; Xx+A-2=0;; x=2-41
X+y-z=0 E— —

x=2-A
Solucion: <y=4 , OAOR
z=2
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29) Sea f la funcion dada pdfx) = e*™ . Se pide:

a ) Calcular los intervalos de crecimiento y deionento, los extremos relativos y las
asintotas de f.

b ) Determinar el nimero de soluciones de la edud¢k) = 2 en el intervalo [0, 1].

a)

Se trata de una funcion exponencial cuyo domigi®e su recorrido e, ),
por lo tanto tiene como asintota horizontal laagct 0, como mas adelante se justifi-

cara.

f'(x)=(2-2x)-e*™ = f'(x)=0= (2-2x)-e** =0;; 2-2x=0;; x=1

Para x>1 = f'(x)<0 = Decrecimiato = (1, »)

Para x<1 = f'(x)>0 = Crecimienb = (-, 1)

De lo anterior se deduce que para x = 1 la funt@re un maximo, en esta caso
absoluto, que justificamos a continuacion a tralkek segunda derivada.

f"(x) =—2.e>¥ 4 (2_ 2X) ) (2_ 2X)ezx_xz — 9. @ | 4(1_ X)2 @R =

=22 [—1+ 2A1- x)z] = 26> (~1+2-4ax+2x?) = (2x° - 4x +1)e> ™ = £ (x)

f@1)=(2-4+1)e' =-e<0 = Maximo para x=1

f)=e**=e = Maximo= P(1 e).

Por las caracteristicas de la funcién, carece itd¢osas verticales y oblicuas.

Para determinar la posible asintota oblicua retsia los limites con tendencia
atoya-—-oo,

= Asintota horizontal: y=0




b)
La ecuacionf (x) =e*™ =2 es equivalente ax-x>=L2 ;; x*-2x+L2=0.

El nimero de soluciones depende del signo deligis@nte de la ecuacion ante-
rior:

X =
2 2

:211/4—4L2:212 1-1L2 11\/@.

Teniendo en cuenta que2 [ 0'69, las soluciones son:
x, =1+41-069=1++31>1 = x 0[0,
X, =1-4/1-069=1-+/31 ;; 0<x, <1 = x 0[O0, 1]

La ecuacion f(x) = 2 tiene una solucién el inteovl, 1].
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CUESTIONES

. . . 2 1 .
12) Sea X una matriz 2 x 2, | la matriz identidaxl 2y B = (O 1}' Hallar X sabiendo
queBX+B=B*+1 .

BX+B=B?+I| ;; B-(X+1)=B?+1 = (Multiplicando por la izquierda por =
B*-B-(X+1)=B*.(B2+1) ;; 1 -(X+1)=B*-B-B+B™ -1 i
X+1=1-B+B*;; X+ =B+B*;; X=B+B*-1 (¥

. 21 .
La matriz inversa d® = 0 1 es la siguiente:

2 1|1 0 14
(B/1)= :{Fﬁlﬁ}: ?
0 1/0 1 2 01

Sustituyendo los valores de B y Bn la expresion (*):

01 (0o 1 0 1) (0 1)
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23) Determinar el punto simétrico de P(4, 0, 3peeto del plano de ecuacidre x = y.

La expresion general del plano #s x-y =0 y un vector normal al plana es

n=(1 -1 0).
P, 0, 3) b1
La recta r es la que pasa por el punto P

y es perpendicular al plano tiene como vector
Q director al vector normal del plano, y sus

I ecuaciones parametricas son las siguientes:
|

X=4+A
P'(X, Y, z) r=ly=-/

r z=3
Un punto genérico de la recta r@$4+ 4, - A, 3).

El punto Q, interseccion del planp con la recta r, tiene que satisfacer las ecua
ciones de ambos, por lo tanto:

g(ji;y_:/? 3)}2>(4+/1)—(-/1)=0 P A¥A+A=0 5 20545 422=Q2 2. 3

Para que P’ sea el punto simétrico de Rregpecto az, tiene que cumplirse que:

PQ=QP = Q-P=P-Q ;; (2 2 3)-(403)=(x v, 2)-(2 2 3);;

x-2=-2 - x=0
(-2, 2 0)=(x-2 y-2 z-3) = jy-2=2 - y=4; = P'(0, 4 3

z—-3=0 - z=3
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3%) Determinar en qué puntos de la gréafica de maidm y = x* -3x* + x+1, la recta
tangente a la misma es paralelaalarectay #x +

La rectay = x+7 tiene de pendiente 1.

La pendiente de la recta tangente a una funciamguunto es igual al valor de la
derivada de la funcién en ese punto, por lo caadgdrivada dey = x* —3x* + x +1 tiene
gue ser 1:

y'=3x?-6x+1=1;; 3x*-6x=0;; 3x{(x-2)=0= x=0;; x,=2

y(0)=1= P(0, 1)
y(2)=2°-3-22+2+1=8-12+3=-1= Q(2, -1)

Los puntos pedidos son P(0, 1) y Q(2, -1).
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43) Calcular el area del recinto limitado por laveude ecuaciory =L x, el eje OX 'y
lasrectasx =1y x =2.

La situacion gréfica se ilustra en la siguiengeifa:

\(Ak

Teniendo en cuenta que toda la superficie peditiaen la parta positiva, su va-

2
lor es el siguienteS = [ Lx - dx.
1

El valor de la integral indefinida= j Lx - dx tiene que determinarse por el méto-
do de “por partes”, tal como se indica a contindici

1
LX=u - du==-d
I:jo-dx:> X=U = =g X:>I:Lx-x—jx-l-dx:x-Lx—jdx:
X

dx=dv - v=X

=x-Lx-x+C=x(Lx-1)+C =1

Teniendo en cuenta lo anterior, la superficie geedis:

S:fownzdexﬁMf:PQQ—D}{KLLJM:2@2—3—@—Q:2L2—2+1:

=(L4-1)u*=s
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PRUEBA B

PROBLEMAS

1°) De la recta r se sabe que esta contenidaparel 7= x-y =0, que O(0, 0, 0) per-

tenece a r, y que el vector que une O y B(1, Oeslperpendicular a r. Determinar la
recta r, y calcular la distancia entre r y el plangaralelo az que pasa por B.

El vector normal del plan@=x-y=0 es n =(1 -1, 0) y teniendo en cuenta
gue si una recta es perpendicular a un plano eempdicular a todas las rectas conteni-
das en el plano, el vectar = (1, -1, 0) es perpendicular ar.

Sabemos que el vectar=0B=(1, 0, —1) es perpendicular a r por condicién del
problema, por lo tanto, la recta r es perpendicallanismo tiempo a los vectores y
v, lo cual significa que el vector director de lateees el producto vectorial O v :

i ]k
v, =nOv=1 -1 0|=i+k+j=i+j+k=(111)=v
10 -1

Teniendo en cuenta que r contiene a O(0, 0, Ogcsacion dada, por ejemplo,
por unas ecuaciones continuas es la siguientefx =y = z.

El plano ', por ser paralelo a, tiene una ecuacion general de la forma siguien
te: 7'=x-y+D =0. Para determinar el valor de D tenemos en cuargaetpunto B

pertenece al plana':

m=x-y+D=
B(L, 0, -1)

0
}::» 1-0+D=0;;, D=-1= m=x-y-1=0.

Naturalmente que la recta r y el planoson paralelos, por lo cual su distancia es
la misma que la de cualquier punto de r al plahgor ejemplo el punto O(0, 0, 0).

Sabiendo que la distancia del origen de coordenamla plano genérico
LI
\/AZ +BZ +C2 )
-1
d(r, 7)=d(0, m)= | | -1 \/Eunidades: d(r, )
JrP+(-1P+07 V2 2
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X
X2 +1°

2°) Sea la funciorf(x)= Se pide hallar:

a ) Los intervalos de crecimiento y decrecimiergd,dos maximos y minimos relativos
y las asintotas. Esbozar su grafica.

b ) El area de la region limitada por la grafice,de eje OX y las rectas x =-2 y x = 2.

a)
Se trata de una funcién racional cuyo dominio gpdR no existir valores reales
de x que anulan el denominador.

Es simétrica con respecto al origen por serx) = - f ().

Para estudiar los intervalos de crecimiento ye&t®grento recurrimos a su deri-
vada:

, 1-(x*+1)-x-2x _ x*+1-2x>  1-%° ,
)= 02 - X

(x2 + 1)2 (x2 + 1)2 (x2 + 1)2

x =1
=-1

f'(x)=0=1-x*=0 ;; (1+x)(1—x):0:>{

X,

Para |x|>1 = f'(x)<0 = Decrecimiato: (-, —1)0 (1, +)

Para |x|<1 = f'(x)>0 = Crecimieno: (-1, 1)

Los maximos y minimos relativos de la funcién Emnsiguientes:

oy :—2x.(x2+1)2—(1—x2)-2-(x2+])-2x:—2x-(x2+1)—4x-(1—x2):
f'(x) (X2+1)4 (x2+1)3

_ —2X7 —2X—4Ax+4AxP _ 2X° - 6x _ 2x(x2 —3) - £(x)
(¢ +1) (¢ +1f (¢ +1)

fr1)= 2'(1_3)=_4<0 = Méaximo = f(1):£ -~ p
2

(1+1° 8

H
N =
N—

f"(—l):$:g>o = Minimo = f(—l):—% = Q(—l ——j



Los puntos de inflexion son los siguientes:

X, =0
f"(x):O:M:O: 2x(x* -3)=0 = {x, =+/3
(x* +1)
x, = 3

Froo(x) = (6x2 - 6)(x2 +1)3 - (2x3 - 6x) -3(x2 +1)2 22X (6x2 - 6)(x2 +1)—6x (2x3 —6x)

e fe 2y

_6x* +6x° —6x* —6-12x* +36x> _ —6x* +36x° =6 _ —6(x' —6x* +1) _ £ ()
(¢ +1J (¢ +1) (¢ +1)

f"'(O):_?6¢0:> P. Inflexién ;; f(0)=0 = 0O(0, 0)

f"'(\/é): _6(9;618+1)¢0:> P. Inflexion ;; f(\/§)= L = M[\@ ﬁj

f"'(‘\/g):_6(9;618+1)¢0:> P. Inflexion ;; f(-v3)=-> = N(_\/g, _?J

Las asintotas son las siguientes:

Horizontales:

Son los valores finitos de f(x) cuando x tiendeea:

lim
f(x)=0"
ko [ f(x) = lim f(x)= m X ool X = e
y= y_x_,+oo I _x_,oox2+1_;y lim
f(x)=0"
X —» —00 -

La solucion de este apartado es logica si teneamagienta que la funcion es si-
métrica con respecto al origen de coordenadas.

Verticales:
Son los valores finitos que anulan el denominadartiene.

Oblicuas:



Para que una funcién racional tenga asintotasu#sies necesario que el grado
del numerador sea una unidad mayor que el graddeteminador.

En el caso que nos ocupa: no tiene.

La representacion grafica de la funcion es, apragamente, la siguiente:

\(Jk

f(X M

¥

b)

Teniendo en cuenta la simetria de la funcion jadbservacion de la grafica si-
guiente, se deduce que el area pedida es:

Y‘

) -
IRARARRRERRRR INRREY 9
| %
X =2
|
|
2 2 X2+1:t XxX=2_,t=5
S=2-[f(x) -dx=2-[ "~ dx = . _
0 o X +1 XdX:Edt x=0 t=1

S= 2-%?% =[Lt]? =L5-L1=L50161u* =S
1
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CUESTIONES

2 1 m
12) Discutir, en funcion del nimero real m, el adg la matrizaA={1+m 2 3.
-2 -1 2

Independientemente del valor de m, el Rango ds i§ueal o mayor que 2 por ser

. 2 3
el menor complementario del elemenfo= 1L ol Cuyo rango es 2.

2 1 m
|Al=|1+m 2 3|=8-m(l+m)-6+4m+6-21+m)=8-m-m’+4m-2-2m=
-2 -1 2

=—-m*+m+6=0:; mM*-m-6=0.

m:1¢\/1+24=1¢@=1¢5 N
2 2 2

m=3;, m=-2

m#3
Para = RangoA=3. Para = RangoA=2
m# -2 m=-2
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29) Sea A el punto medio del segmento de extrerf®is2P1) y Q(-1, 0, 1). Calcular el
volumen del tetraedro de vértices A, B(2, 1, 31,Q( 3) y D(3, 4, 1).

El punto medio buscado es el que tiene la mediagdeespectivas coordenadas, o
sea: A(1, 1, 1).

Los vectores que determinan el tetraedro son:

AB=B-A=(213)-(1 1 1)

(1, 0 2)

AC=C-A=(1 2 3)-(1, 1 1)=(0 1, 2)

AD=D-A=(3 4,1)-(1 1 1)=(2 3 0)

Sabiendo que el volumen del tetraedro es un skttproducto mixto de los vec-
tores que lo determinan (en valor absoluto), sera:

. Cro2
V:E-HAB, AC, AD”:E- 01 2|=
2 30
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3%) Discutir si la ecuacior+ ser x = 2 tiene alguna solucion real.

Considerando la funciorfi(x) = x+ senx -2 y teniendo en cuenta el Teorema de
Bolzano que dice lo siguiente:

“Si una funcion f es continua en un intervalo ceorda, b] y en los extremos de
éste toma valores de distinto signo, entonceseealstnenos un valaz(a, b) tal que

f(c)=0".

La funcién f(x) es continua en su dominio, queRepor tanto le es aplicable el
mencionado teorema en cualquier intervalo finite ge considere.

Considerando, por ejemplo, el intervdlp 77) se observa que para el valor x = 0
es f(0)<0 y parax =7 esf(n)>0:

f(0)=0+sen0-2=0+0-2=-2<0 ;; f(n)=n+senn-2=n-1-2=n-3>0

Lo anterior demuestra que la funcién dada tiemsealos una solucion real.
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_v\2 . _v\2
ex_ex _ I|m ex_ex :A2
X X-0 x

0 1-1

:% = Indet = (L'Hopital) =
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lim e*+e™ _

X -0

1



