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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

Criterios generales de evaluacion de la pruebaolServaran fundamentalmente los
siguientes aspectos: correcta utilizacion de lasceptos, definiciones y propiedades
relacionadas con la naturaleza de la situacionsguiata de resolver. Justificaciones
tedricas que se aporten para el desarrollo deetgmiestas. Claridad y coherencia en la
exposicidn. Precisidon en los calculos y en lasaiotes.

Datos o tablas (si ha lugar): Podra utilizarse ecadauladora “en linea”. No se admitira
el uso de memoria para texto, ni las prestacior&ggs.

Optatividad: Se proponen dos pruebas, A y B. Cadade ellas consta de dos proble-
mas y cuatro cuestiones. Cada problema tendra wmagzcion maxima de tres puntos,
y cada cuestion se puntuard, como maximo, con atop&l alumno deberd escoger
una de las pruebas, A o B, y desarrollar las praguste la misma en el orden deseado.

PRUEBA A

PROBLEMAS

X—-y+2z=1
2X+y—-52=2
lor de a para que la recta r y el plamsean paralelos.

1°) a ) Dados la recta= { y el planon =ax-y+z+1=0, hallese el va-

b ) Para a = 2, calculese la ecuacion del plangue contiene a r y es perpendicular a
n, Yy héllese la distancia entre my.
a)

La recta r y el plan@ son paralelos cuando el vector director de laarset per-
pendicular al vector normal al plano.

Para determinar un vector director de la recexf@esamos por unas ecuaciones
parameétricas:

= z2=A = X-y=1-2/

_jx-y+2z=1
2X+y-52=2 2x+y=2+54

} 0 3X=3+34 ;; x=1+ A4
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Xx=1+A

X=y+2z=1;;, y=x+2z2-1=1+A+24-1=31=y = r=:y =31
z=/

Un vector director de r es = (1, 3 1).

Un vector normal del plano es = (a, -1, 1).

Dos vectores son perpendiculares cuando su peésacalar es cero:

v-n=(131-(a -11)=a-3+1=a-2=0 = a=2

b)
Si el planoa contiene a la recta r, contiene a todos sus pultogunto de la
rectares P(1, 0, 0).

El planoa tiene como vectores directores al vector diredéola recta r y al vec-
tor normal al planoz; su ecuacion vectorial es la siguiente:

alP; V. n)=(x y, 2)=(1 0, 0)+A(1 3 1)+ (2, -1 1), OA, uOR

Por ser la recta r y el plano paralelos, la distancia entre ellos es la misnglgu
distancia de cualquiera de los puntos de la régm@ao.

_| A% +By, +Cz +D|

La distancia de un punto a un planod¢B, )= T que apli-
A +B°+C

cada al punto P(1, 0, 0) y al planc= 2x-y +2z+1=0, seria:

d(7, r)=d(P, n) o Ja+1+1 J6 6 2

_[21-1:0+1-0+1] [2-0+0+1] | 3 _3V6 V6 iy ).
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2°) a ) Esttdiense los intervalos de crecimierdegrecimiento def (x) = xe™, sus ma-
Ximos y minimos relativos, asintotas y puntos diexion. Demuéstrese que para todo

x se tienef (x) < %.

b ) Pruébese que la ecuaci®n= e* tiene alguna solucion dp «, 1].

a)
La funcién esta definida en R.
Los periodos de crecimiento y decrecimiento sarslguientes:

_ X gy l-ef=-x-e* _e(1-x)_1-x_ .,
f(x)—ex = f'(x)= .z = T = f'(x)

x<1= f'(x)>0 = Creciente en (-, 1)

x>1= f'(x)<0 = Decreciené en (1, )

Los maximos y minimos relativos son:

1_XX:O h1=-x=0;; x=1

f'(x)=0=

e e e e
f(1)= 1_12 =120 = Maximo relativo para x=1
€ €
f(1):il:1 = Max P(l }j
e e e
Las asintotas son:
Paralelas a X:
[im im x o ) [im 1
=k = f = — =— = Indet. L'Hopital =—=0=
y X — +o00 (X) X — +oo g* oo:> :>( - ):>x_,+oo e* _—y
[im [im -
y:k: f(X): X: _cf:—oo-oo:—oojﬁ)

X - —00 X > —0e* e



ParalelasaY: e =0 = xOR = No tiene

Oblicuas: sondelaforma y=mx+n

lim lim lim
m= M: X = i:i:o: No tiene
X->0 X Xo+ox-€° X - +oe* o —_—
Determinamos ahora los puntos de inflexion:
X 1-e*-x-e _e(1-x)_1-x
fix)=— = f'(x)= = = = f'(x
( ) ex ( ) er er ex ( )
'(x)=0 = *"%=0; x-2=0 x=2
e

Por tratarse de una funcién continua en su domipie es R, y ser estudiando sus

periodos de crecimiento y decrecimiento, el maxohtenido en el punt@(], —3 es

un maximo absoluto, lo que demuestra lo pedido: < 1 oxor.
€

b)
Para probar que la ecuaciér=¢e* tiene alguna solucion ep o, 1], considera-
mos la funcionf (x) = 3x - e*.

Probar que la ecuaci@x = e* tiene alguna solucién ep «, 1] es equivalente a

demostrar que la funcion f(x) tiene alguna solu@érel intervalo indicado, o sea, que
se anula para algun punto del intervalo.

La funcion f (x) = 3x—e* es continua en su dominio, que es R, por semasle

dos funciones continuas que tienen ambas por dominesto significa que f(x) es con-
tinua en el intervalo considerado..

Segun el teorema de Bolzano, se trata de encalusavalores de x, a y b, perte-
necientes al intervalo, tales que hagan f(a) ¥(0)y< 0, o viceversa.



f(0)=3-0-e"=0-1=-1<0
Por ejemplo: {a=0, b=1} =
f(1)=3-1-e' =3-e>0

Lo anterior nos permite asegurar que en el inter{rac, 1] la ecuaciorsx = e
tiene al menos una solucién, como teniamos queaprob
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CUESTIONES

1#) Sea m un numero real. Discutase, en funcidn,ds sistema de ecuaciones lineales

1 1 1
homogéneo cuya matriz de coeficientesdesf 1 m  m|.
2 m+l 2

Por tratarse de un sistema lineal homogéneo, tazraampliada tiene el mismo
rango que la matriz de coeficientes.

El rango de la matriz de coeficientes en funciéhpdrametro m es el siguiente:

1 1 1
Rango A=|A|=[1 m m[=2m+m+1+2m-2m-2-m’-m=-m’+2m-1=0 ;;
2 m+l 2

m?-2m+1=0;; (m-1)°=0;; m=1

Para m# 1= Rango A= Rango A'= 3= Compatible deter minado

(Solucidén trivial : x=y=2z=0)

111
Param =1 la matriz resulta=|{1 1 1| cuyo rango es 1; el sistema resultante
2 2 2
es la ecuacionx + y + z =0, que tiene infinitas soluciones. Para obtenedasros que

parametrizar dos de las incognitas, por ejem@/o;:j = X+A+u=0.

X==A-u
Solucion para m=1 = (y=A4 , A, uOR
z=u
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22 - Hallense las ecuaciones de la recta r quegmasa punto P(2, 1, -1), esta contenida
en el planon = x +2y +3z =1, y es perpendicular a la recta {);/ - §Z+"43_

Evidentemente el punto P esta contenido en ebplan

X =-3+24
La expresidon de s por unas ecuaciones paramégicas {y =4+A ;unvec-
z=A
tor director de s ey =(2, 1, 1).

El planoa, perpendicular a s y que pasa por P(2, 1, -1) sgw@ente:

a=2x+y+z+D=0 _ -0 N =_ = — A=
P@ 1 -1) }:>22+1 1+D=0;;, D=-4 = a=2x+y+z-4=0

La recta r pedida es la interseccion de los plangs 7:

_ja=2x+y+z-4=0
T |\m=x+2y+3z-1=0

La expresion de r por unas ecuaciones paraméagkssiguiente:

_ja=2x+y+z-4=0 gz} - 2x+y=4-A| —-4x-2y=-8+2/ N
T |lm=Ex+2y+3z-1=0 === x+2y=1-3) X+2y=1-3A
= =3X=-7-A;; x:z+£/] - y:4—/1—2x:4—/]—1—4—2/]:—g—§/1:y
3 3 3 3 3 3
X:Z+E/]
3 3
2 5
rsqy=-—--4
Y 3 3
=A

A titulo de comprobacién: un vector director desrw = (1, -5 3), que es per-
pendicular al vector director de la rectavsz (2, 1, 1), por ser su producto escalar cero.

Por otra parte el punto P(2, 1, -1) pertenece&eamo cabia esperar.
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lim Lcosx-1+cosx
- .

32 - Calculese
X -0 X

lim -1+ —i+ i
) OLcosx ;L cosx:L1021 1:9 — Indet — (L‘Hopltal) N
5 X

senx
lim —COSX—O—senx lim -tagx-senx 0
= = g == = Indet. = (L Hopital) =
X -0 2X X -0 2X
1
- -COSX _——_1
[im -
. cos X 1 _"2__,
X -0 2 2 2
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43 - Calculese el area del recinto limitado poclava de ecuaciory = x® —=3x* +2x y
por la recta tangente a dicha curva en el punt®x =

La recta tangente a la funcidifx) = x* - 3x? + 2x es la siguiente:

f'(x)=3x*-6x+2;; f'(0)=m=2

=2
Y=Y, =m(Xx—x,) = {g(o O)} = y-0=2(x-0) = Tangente y = 2x

Los puntos de corte de la curva y su tangent®©gpdy 0) son los siguientes:

— V3 _ay?
§:>2<X 3x +2x} = x*-3+2x=2x ;; xX*-3x*=0;; x}(x-3)=0 =

{xl =0- 0(0, 0)

x, =3 - P(3 6)

Para tener una idea exacta de la situacion hacamepresentacion grafica.
Los puntos de corte con el eje X de la curvalgsisiguientes:
y=x*=3x+2x=0;; x(x* -3x+2)=0;; x, =0 - 0(0, 0). ;; x> =3x+2=0 ;;
x, =2 - A(2, 0) Y

_3+9-8 _3%1
T T 7 ° E
x, =1 - B(1, 0)

X

La representacion gréafica, aproximada, de la
situacion, es la que se indica en la figura.

De la observacion de la figura se deduce que
el area pedida S es la siguiente:

3

S:J'Zx-dx—J§(x3—3x2 +2x) - dx =
0

0

0
{5

3

Xvy

=9-81,07-9=p7 81108781 27
4 4 4
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PRUEBA B

PROBLEMAS

1°) Discutase, en funcion del valor del parametrellsiguiente sistema de ecuaciones
kx+3y =0

lineales:{3x + 2y = k. Resuélvase el sistema cuando sea compatible.
3x+ky=0

Se trata de un sistema de tres ecuaciones canatiggitas. Las matrices de coe-

k 3 k 3 0
ficientes y ampliada son las siguientés: |3 2|y A={3 2 k].
3 k 3 k O

El rango de las matrices de coeficientes y amaledfuncion del pardmetro k es:

k 30 k,=0
Rangode A = |3 2 k|=9k-k®=k(9-k*)=0 = {k,=3
3 k O k, =-3
0 3
Para k=0 = A=|3 2| = Rangode A=Rangode A=2
30
3 3
Para k=3 = A=|3 2| = Rangode A=Rangode A=2
3 3
-3 3
Para k=-3 = A=| 3 2 | = Rangode A=Rangode A=2
3 -3

k#0
Para { k £ 3}: Rango A=2 ;; Rango A'= 3= Incompatilte
k#-3

k=0
Para { k = 3} = Rango A=2 ;; Rango A'=2=n° incog = Compatible Determinado
k=-3

Para resolverlo en los diferentes casos despresiama de las ecuaciones, por



kx+3y=0

ejemplo, la dltima, resultando el sisterr{g,):(+ 2y =k’

Para k = 0 el sistema es homogéneo y la solusida teivial: x =y =z = 0.

Parak=3:>{3X+3y:O {x+y:O {—2x—2y:O :{X::%

3x+2y=3 |3x+2y=3 3xX+2y=3 y=-3
X__3
- = - = 2X—-2Vy = - e
Parak=-3:>{ 3x+3y=0 { X+y=0 {x y=0 _ 5
3X+2y=-3 [3x+2y=-3 [3x+2y=-3

<
I
olw
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4-2x?
X

a ) Determinese el dominio de f, sus asintotagtsias y maximos y minimos relativos.
Esbdcese su grafica.

2°) Sea la funciérf (x) =

e
b) Calcllese| f(x) - Lx - dx.
1

a)
Por tratarse de una funcién racional esta defipata todos los valores reales de

X, excepto para aquel o aquellos que anulan elnd@@olor. En el caso que nos ocupa
el dominio es:D(f)= R-{0}.

Las asintotas de la funcién son las siguientes:

Horizontales: son los valores finitos que tomadrao x tiende a valer infinito;
son de la forma y = k.

lim  x*+1

X — oo _X—>i00 X

=+0 = No tiene

Verticales: son los valores de x que anulan el chemador.

Xx=0 = El ejeY

Oblicuas: Para que una funcién racional tengaatasoblicuas es necesario que
el grado del numerador sea una unidad mayor qgeadb del denominador, que es lo
que ocurre en nuestro caso.

Son de la formg=mx+n (mz0 ; m# ).

4 - 2x*
im lim [im - 2x?
m= —f(x): X = 4 EX ==2=m
X —» +00 X X —» 400 X X — +oo X
lim [im -2x2 lim - 2x%2 4+ 2%2
n= [f(x)-mx]= [4 2x +2xJ: 472X *+2X g
X —» +oo X —» +oo X X —» 400 X

Es asintota oblicua la recta y = -2x.

Las simetrias que estudiamos son las siguientes:

1) Con respecto al eje Y; tiene que cumplirse (g = f (- x).



2 ) Con respecto al origen; tiene que cumplirse fj#ex) = - f (x)

—_ = 2 —_ 2
f(-x)= 4-2(xf __4-2¢° - f(x)= Es simétrica con respecto al origen.

- X X

Los maximos y minimos relativos son:

oy —AX-x=1-(4-2x7) _—4ax?—4+2x° _-2x* -4 _ X242,
f(X)— NE - NG - X2 =-2: NE = f (X)
, X? +2 ) . , .
f (x):O = -2 —=0;; x*+2=0;; xUR=No tiene maximosni minimosrel.
X

Teniendo en cuenta la simetria de la funcion, §U&)<o0, OxOD(f) lo cual
significa que la funcion es mono6tona decrecientsuiedominio y que corta al eje X en
los puntosA(—\/_z, O) y B(\/_z, O), la representacion grafica, aproximada, es laesiger

Ny-a A
\\

¢ | e

\
\ N\

7

/f

\\
| \

b)
ff(x)-Lx-dx:fA'_szz- jﬁ dx— j2x-Lx-dx=A—B *)
1
1
‘F4Lx Lx=t 2 . t=1L2 2
L R 5520 o A= T[4t dt=[ot
I ;-dx—dt x=11t=0 j [ ]

2
:2-(£L2j —O:£L22:A
2 2



V2 _ E _ J2
B=[2x-Lx-dx = Lx—u—>de du :B:{Lx-xz—sz-l-dx} =
! 2xdx=dv - v=x° X 1

¥
:[x2 Lx—j xdx]f :{xz Lx—X—z} :(ZL\/E—l)—[l2 : LI—EJ = L2—1—(0—1j =
2 2 2

1

—L2-1+2=12-1-8
2 2
Sustituyendo en (*) los valores de Ay B, resulta:
V2 1 1) 1 1.1 1 )
jf(x)-Lx-dx:—LZZ—(LZ—— ==122-L2+===(22-2L2+1)==(L2-1)
) 2 2) 2 2 2 2
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CUESTIONES

19) ¢ Existen maximos y minimos absolutos de laiémné(x) = cosx+1 en el intervalo
[0, 7]? Justifiquese su existencia y calculense.

La condicion necesaria para que una funcion tengaaximo o un minimo rela-
tivo es que su derivada sea cero:

f'(x)=-senx=0;; senx=0 = En [0, 71| = x,=0;; x, =7

Para diferenciar los maximos de los minimos réoms a la segunda derivada:

f"(0)=-cos0=-1<0 = Maximo relativo para x=0

f'(x)=-cosx =

f'(m)=-cosm=-(-1)=1>0 = Minimo relativo para x =77

f(0)=cos0+1=1+1=2 = Méax = P(0, 2)

f(n)=cosn+1=-1+1=0 = Min. = Q(n, 1)
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1 2 a

28-DadalamatriP=|2 a+1 0], determinense los valores reales de a para les cu
3 4 5
les existe la matriz inversa de P.

Una matriz tiene inversa cuando su determinantkséiato de cero:

1 2 a
|P|=|2 a+1 0|=5a+5+8a-3a(a+1)-20=13a-15-3a° -3a=-3a"+10a-15=0
3 4 5

3% -10a+15=0 - alei\/100—180:101\/—80 — aOR

6 6 -

La matriz P es inversible JadOR.
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32.- Calculense las ecuaciones de las rectas t@ngermrmal a la grafica de la funcion

2

X
f(x)= n el punto x = 0.
(x) 7 enelpunto 0

El punto de la curva por el cual se trazan lagateyy la normal es:

y=f(0)= 0" O g o(o, 0)
0°+1 1 —
La pendiente a una funcidn en un punto es valda dierivada de la funcién en
ese punto:

, _2x-(x2+1)—x2-2x_2x3+2x—2x3_ 2X .,
R e Ve V0 A

2-0 0
m= f'(o):mzizoin

Sabiendo que la ecuacion de la recta que pasanpounto conocida la tangente
viene dada por la formulg-y, = m(x - x,):

Recta tangente. y-0=0(x-0)=0;; y=0 (Eje X)

Sabiendo que la pendiente de la recta normaliaséasa y de signo contrario del
valor de la pendiente, la recta normal es:

Recta normal: y—O:—%(x—O) ;;0=-x;; x=0 (EjeY)
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423 - El triAangulo ABC es rectangulo en A, siend®,Aq, -1), B(6, -4, 5) y C(5, 3, 2).
Calculese el valor de z y hallese el area deldtifn

Los vectores de origen A que determinan el tribmgan:
u=AB=B-A=(6 -4,5-(30 -1)=(3 -4, 6)
v=AC=C-A=(53 2)-(3 0 -1)=(2 3 z+1)

Para que los vectores sean perpendiculares sugbooelscalar tiene que ser O:

u-v=(3-46)(23 z+1)=6-12+62+6=62=0 = z=0

El area del tridngulo es la mitad del area dehlpygramo que determinan los

vectores que lo definen, o sea, la mitad del médalgroducto vectorial de los vecto-
res mencionados:

i
SABC=%- 3 -4 6 :%-|—4i+9k+12j+8k—18—3j|=%-|—22'+9j+17k|:
2 3 1

N

(=227 +92 +172 :% -1/484+81+28 :% -\/854029R2u* =S, .
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