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(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

Criterios generales de evaluacion de la pruebaolServaran fundamentalmente los
siguientes aspectos: correcta utilizacion de lasceptos, definiciones y propiedades
relacionadas con la naturaleza de la situacionsguiata de resolver. Justificaciones
tedricas que se aporten para el desarrollo deetgmiestas. Claridad y coherencia en la
exposicidn. Precisidon en los calculos y en lasaiotes.

Datos o tablas (si ha lugar): Podra utilizarse ecadauladora “en linea”. No se admitira
el uso de memoria para texto, ni las prestacior&ggs.

Optatividad: Se proponen dos pruebas, A y B. Cadade ellas consta de dos proble-
mas y cuatro cuestiones. Cada problema tendra wmagzcion maxima de tres puntos,
y cada cuestion se puntuard, como maximo, con utop&l alumno debera escoger
una de las pruebas, A o B, y desarrollar las praguste la misma.

PRUEBA A
PROBLEMAS
2x-3y=-1
1°) a ) Calcular el valor depara que la recta= {X+y_z_2 y el planon=ax-y+z=5

sean perpendiculares.
b ) ¢ Existe algun valor real dgpara que r yt sean paralelos?

c ) Hallar el valor de. para que el angulo formado por la recta r y ei@tasea de 30°.

a)
El vector normal del planmes n =(a, -1, 1).

Un vector director de r es cualquier vector que Iseealmente dependiente del
producto vectorial de los vectores normales deplasos que la determinan, que son

u=(2-30yv=(11 -1).
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i j ok
v, =|2 -3 0|=3i+2k+3k+2j=3+2j+5k = v, =(3 2 5).
1 1 -1

Para que la recta r y el plancssean perpendiculares es necesario que el vectt
director de la recta y el vector normal del plaparslinealmente dependientes, o0 sea,
gue tengan proporcionales sus componentes:

2_%1¢ é = Larectary el plana no son paralelos para tode R.

b)

Para que la recta r y el plansean paralelos es necesario que el vector directc
de la recta y el vector normal del plano sean pelipalares, o sea, que su producto es-
calar ser cero:

v, -n=(325-(a -1 1)=3a-2+5=3a+3=0;; a+1=0;; a=-1.

La recta r y el plana son perpendiculares para -1.

c)
La rectary el plana forman 30° cuando el vector director de la reachwector
normal del plano formen 60°. Segun el conceptordéytto escalar de dos vectores:

v, -n=lv, r‘ cosa = cosBCP— = — (329):(a _ll
‘ ‘ F+22+5% . Ja’ +( +12
3a+3 3a+3 1. (3a+3)} _1 ) )
= = =50 == ;;4-(9a” +18a+9)=38-(a“ +2) ;;
Jo+a+25 Ja?+1+1 38.Nai+2z 2 3da’+2) 4 | J=38 e +2)
36a’ +72a+36=38a2+76 ;; 2a° ~72a+40=0 ;; a’ ~36a+20=0 ;; 3:36’—““;96‘80 -

J 36+ 4/2° 19 ?
36+ 21216: - :36122*@4814\@:» a, =18-4410 ;; a, =18+4410.
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2°) Dada la curvy = x* +a:

a ) Calcular el valor de para que las tangentes a la curva en los puntabstesa de
valor absoluto 1, pasen por el origen de coordenada

b ) Paran = 1, hallar el area del recinto limitado por lawauy las tangentes a la curva
en los puntos A(-1, 2) y B(1, 2).

a)
Los puntos de la curva= x*+a de valor absoluto 1 son A(-1, Ay B(1, 1+0a).

La pendiente a una curva en un punto es el valeudierivada en ese punto.

Xx=-1 - m=-2

y'=2x =
X=1 - m,=2

La ecuacion de la recta que pasa por un puntocaada pendiente viene dada
por la férmulay -y, =m(x-x,).

Para el punto Ay-(1+a)=-2(x+1) ;; y-1-a=-2x-2 ;; y=-2x-2+1+a=
=-2x+(a-1) = a-1=0 = a, =1.

Para el punto By-(1+a)=2(x-1) ;; y-1-a=2x-2;; y=2x-2+1l+a=
=2x+(a-1) = a-1=0 = a, =1.

Las tangentes sony = 2x ey = -2X.

b)
Parao = 1 la curva esy=x*+1, cuyas ordenadas son positivas en su dominio

que es R, por lo que el area del recinto limitadola curva y las tangentes a la curva
en los puntos A(-1, 2) y B(1, 2) es la siguiente:

S= Jql[(x2 +1)—(— 2x)] : dx+J(l;[(x2 +1)—2x] -dx= i(xz +2x+]) : dx+Jl'(x2 -2x+ ]) -dx=

0

x*  2x? o 2x s ° % '
==+ +X| |- +X| =+ X2 +x| +H|E=-xP+x| =
3 2 |3 2 7|, |3 E .




— 3 3
:O—P D) +Gﬂf+Cﬂﬂ+(lu4?+@—o:1—1+1+1—1+1:3u2=S-
3 3 3 3 3

Para facilitar la comprension del apartado se hmogpresentacion grafica, apro-
ximada, de la situacion, que es la que apareca fgura siguiente.

\ YAv=><2+1/
\
\ y
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CUESTIONES

13) Sea A una matriz cuadrada tal qufe=PA + I, donde | es la matriz identidad. ¢Se
puede asegurar que A admite inversa? Razonardagss.

A2=A+l ;; A2-A=1;; A-(A-1)=1.
Teniendo en cuenta que, por definicion de invdesana matriz, se cumple que:
A- A" =1, de la Ultima expresion se deduce qiie= A-1, que existe para cualquier

matriz A de coeficientes reales.

Nota: Falsa seria la demostracion siguiente:
A>=A+1 ;; A-A=A+I| = Multiplicando por la izquierda porA
AT A-A= AT (A+L) 5 T -AS AT A+AT L AST+HAT = A= A-

Aunque se llega a una solucion idéntica, se suderentemano la existencia de
la matriz inversa.
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29) Determinar y B para que los planos, =6x-ay+4z+9=0 Yy 75, =9x-3y+ fz—-3=0
sean paralelos. Calcular la distancia entre dipharsos.

Los planos los planos, =6x-ay+4z+9=0 y 7, =9x-3y+ fz—- =0 seran parale-
los cuando sus vectores normalgs=(6, -a, 4) y n, =(9, -3, B) sean linealmente de-
pendientes, 0 sea, cuando sus componentes seamnguooples:

6_-a__2_a _
9 33Tz T A2
6_-a_4
9 -3 p
E:i,,g=i 5 20=12= [=6
9 B 3 B —

Los planos resultan ser=6x-2y+4z+9=0 Yy 7, =9x-3y+6z-6=0, que también
se pueden expresar de la forma 3x-y+2z+2=0 Yy 7, =3x-y+2z-2=0.

La distancia entre dos planos paralelos dadosysoesuaciones implicitas o ge-
neralesrm, = Ax+By+Cz+D, =0 y 7, = Ax+By+Cz+D, =0, viene dado por la siguiente
| D, - D1|

formula: d(r, 712):%6\2“3%rC2 :

Aplicando la formula al caso que nos ocupa:

-2~ | ¥ _ 13 _13

d7T,7T —.
i 3 +(-17+22 “Ja+1+4 209 6

d(rz, 7,) :%3 unidades
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34) Determinar el punto P sobre la cuyai2-x* situado en el primer cuadrante de
forma que el area del rectangulo determinado mdés ejes y las rectas paralelas a los
ejes gue pasan por el punto P sea maxima.

La funcion es una parabola concava,
f(x) =12 - ¥ Q =—-2  simétrica con respecto al eje OY.

El punto de corte con el eje de ordena-
das es:

y=12-x* - x=0 - y=12=Q(12 0).

La superficie S que tiene que ser ma-
xima es la que aparece sombreada en la figu
ra.

Calculamos el area teniendo en cuenta
gue es un rectangulo de base x y de alture
12-x°.

S=x-(12-x?)=12¢= .

Para que el area sea maxima, su derivada tiensequero:

S=12-3x*=0;;4-xX"=0;; X=tJ4=42 = x, =2 ;; X, =-2.

Por condicién del problema tiene que ser x > 0Jptanto es x = 2.

Para justificar que se trata de la superficie maxiel valor de la segunda deriva-
da tiene que ser negativa para el valor de x erexmt

S'=-6x = S"(2)=-12<0, = Méaximo, cq.j.

y(z) =12—22 =12-4=8,
P(2 8)
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[im -1)e*
42) Calcular " (x-2)e +1
X -0 serfx

. a\ax _1\.0 _1.
lim (x-ge*+1_(0-2)"+1_-11+1_0 _ | 0 {L'Hopital} =
X0 serfx serf 0 0 0

im e'+(x-ge* _ lim xe _01_0 = Indet. = {L'Hopital} =
X - 02senx-cosx X -0 sen(2x) 0O O

lim e +xe* 1+0-1_1
= = ==
x> 02cos(2x) 21 2
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PRUEBA B
PROBLEMAS

X+2y—-z=2
1°) a ) Discutir el sistema de ecuaciones (1+a)y-az=2a segun los valores de
X+ ay+(1+ a)z:1

b ) Si para algun valor deel sistema es compatible determinado, resolverlo.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son:

1 2 -1 1 2 -1 2
M=|1 1+a -a |y M'=s|1l 1+a -a Z2a].
1 a 1+a 1 a 1+a 1

El rango de la matriz de coeficientes en funcién ds el siguiente:
1 2 -1

IM|=|1 1+a -a|=(+a)’-a-2a+(l+a)+a’-2l+a)=
1 a 1+a

=a’+2a+1-3a+l+a+a’-2-2a=2a’-2a=2aa-1)=0= a,=0;; a, =1.

az0
Para {a 4 1} = RangoM =RangoM '=3=n° incdég = Compatibledeter minado

12 -12 12 2
Paraa=0 = M'=|1 1 0 0|= RangoM'={C,,C,,C,} = |1 1 0|=
10 11 101

=1-2-2=-3#0 = RangoM'=3.

Para a=0= RangoM =2 ;; RangoM '=3= Incompatitbe

12 -12
Paraa=1 = M'=[1 2 -12|= {F, =F,} = RangoM'=2
11 21

Para a=1 = RangoM =RangoM'=2<n° incdég = Compatibleindeterminado




b)

az0 . p
Resolvemos par%ail} aplicando el método de Gauss.

X+2y—-z=2
x+(1+a)y-az=2a = Restando a cada ecuacion la primera:
x+ay+@+@z=1

X+2y—-z2=2 X+2y—-z2=2
(@a-1)y-(a-1)z=2(a-1)} y-z=2 — Restando a la tercera fila la se-
@—ﬂy+@+2ﬁ:—l @—ﬂy+@+2ﬁ:—l

gunda multiplicada po(— 2):

X+2y—-z=2 X+2y—-z=2
(a-2)y-(a-2)z=2(a-2)} y-z=2 :>z=3;2a,
(a—2)y+(a+2)z:_1 2az=-1-2a+4 _<ca

3—2a=4a+3—2a=3+2a=y

y=2+z=2+
2a 2a 2a

6+4a+3—2a_4a—6—4a+3—2a_—3—2a_X

X=2-2y+z=2-
2a 2a 2a 2a
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2°) Dada la curva funcioém(x) = X(f_i), estudiar su dominio de definicion, intervalos de
Y2 —

crecimiento y decrecimiento, extremos relativosinttas. A partir de estos datos, re-
presentar la grafica de f(x).

El dominio de una funcion racional es R, excepsovalores reales de x que anu-
lan el denominador.

X =2

X, =2

= D(f)=>R-{-2 2}

xX*-4=0 = (x+2)(x-2)=0 = {

Para estudiar los intervalos de crecimiento ye&t@griento, derivamos:

f.(x):(2X—1)(x2—4)—x(x—]).2)(:2X3_8X_X2+4_2X3+2X2 X2 -8x+4

(x?-4f (x2 -af x2-4f

- J64- 8+./16 -3
£1(x)=0 = X 8x+24:0;; 2 _gxa=0 - x=BEV64 16 _8++/48 _8+,/16-3 _
(X2_4) 2 2 2
=813*/§=4¢2\/§ — x, =4-2/30054 ;; x, =4+2/3 (1 746.

El siguiente grafico indica los intervalos de am@ento y decrecimiento de la
funcion.

S D P

-2 0 X1 X2

f'(x)>0 = Crecimienb: (—oo, —Z)D(Z, 4—2\/§)D(4+2\/§, +oo)

f'(x)<0 = Decrecimiato: (4—2\/5, Z)D (2, 4+ 2x/§)

De la observacion de los periodos de crecimiendegrecimiento, asi como del
dominio de la funcién, se deducen los maximos yimmos relativos, que son los si-
guientes:

Maximo relativo para, = 4-2y/3 0054.

t(a-243)= [4-243)3-243) _12-8/3-6J3+12_24-14/3 _12-743
i (4-2x/§)2—4  16-16J3+12-4 24-16/3 12-83

Joo7.

Maximo: A(0'54, 0'07)




Minimo relativo parax, = 4+ 2.3 0054.

[J093.

f(4+2\/§): (4+2\/§)(3+2\/§):12+8\/§+6\/§+12= 24+1443 =12+7\/§
(+203F -4 16+16/3+12-4 24+16/3 12+8/3

Minimo: B(7'46, 0'93)

Las asintotas verticales son los valores finimg due hacen que la funcion valga
mas infinito o menos infinito, o sea, son los vasnfinitos de los limites laterales de
la funcidn para los valores de x que anulan el ohémador:

lim im x*-3x-4 0
f(X) N B :—+:
X > =2 X-—4 0

B

Para x=-2 =
[im [im 2 _3x-—
F(x) (X ox=4_ 0,
X 5 —2 X =4 0

ls

] ] 2 oy
lim ] f(x) lim x*-3x-4 0 _
X - +2

|
|
|
|
ls

Para x=4+2 =
[im lim x*-3x-4 0

. f(x)= —

X - +2

I
ls

_X—>+2+ X2_4 0"

Las asintotas horizontales son los valores fimjios toma la funcién cuando X
tiende a mas infinito 0 a menos infinito:
lim lim 2
f(X)— Xz .

Larectay = 1 es asintota horizontal de la funcién

Para que una funcion tenga asintotas oblicuasasario que el numerador de la
funcién tenga un grado mayor en una unidad al gdstil@enominador, por lo cual, en
el caso que nos ocupa, no existen asintotas oblicua

El punto de corte de la funcidén con la asintot@zbatal se obtiene resolviendo la
ecuacion que resulta de la igualacién de sus erpes

_ ey Xx-1)
y= f(X)— x2-4 ' = X(zx_i):1;; X2 —-x=x*-4 nX=4 = P(4, 1)-
X —

y=1

Teniendo en cuenta lo anterior, la representagpoximada de la funcién es la



gue figura en la gréfica siguiente:

—
H
>
o
|
P ﬂll‘\\\\ ;
TTTTTTZEX T \al _|||-||-||||||-- ||||| >
_ f
|
- |
BN
] N S S S IS NN A —_—
'/V N| =X
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CUESTIONES

1 0 -11
2 -2 1 7
12) Calcular el rango de la matie= :
-1 -1 3 2
0 -1 1 2

1 0 -11 1 0 -11
2 -2 1 7 F, -~ F,—2F, 0 -2 3 5
A= = = :>{FZHF4}:>
-1 -1 3 2 F, - F,+F 0 -1 3
0 -1 1 2 0 -1 1 2
1 0 -11 1 0 -1 1
0 -1 1 2 0 1 -1 -2 F. - F.+F
= :>{F2_>—F2} 3 3 2
0 -1 2 3 0 -1 2 3 F, -~ F,+2F,
0 -2 3 5 0 -2 3 5
10 -1 1 10 -1 1
01 -1-2 {F, - F,-F} 01 -1- RangoA=3
= = - - = = =3.
00 1 1 4 M 00 1 JaNgOAZS
00 1 1 00 0 O
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23) Calcular la ecuacion del plano que contiergeradtar = x-3= y—z_2- y es para-

X-y-z+2=0

lelo a la rectas =
y-2z=1

Un punto y un vector director de r son P(3, 2y 1) =(1, 2, 3).

Un vector director de s puede ser cualquiera gadisealmente dependiente del
producto vectorial de los vectores normales delasos que la determinan, que son los

siguientes:n, =(1 -1 -1) y n, =(0,1, -2).

i ]k
v, =1 -1 -1|=2i+k+i+2j=3i+2j+k = v, =(3 2 1).
01 -2

El plano pedido tiene como vectores directoreg &(1,2,3) y v, =(3 21) y
contiene al punto P(3, 2, 1).

Xx-3 y-2 z-1

H&HV;-ZjE 1 2 3 [=03;
3 2 1

2(x-3)+9(y-2)+2(z-1)-6(z-1)-6(x-3)-(y-2)=0;; —4(x-3)+8(y-2)-4(z-1)=0 ;;
(x-3)-2(y-2)+(z-1)=0;; x-3-2y+4+2z-1=0.

T=EX-2y+z=0
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3X

39) Calcularn :jzi — - dx.
€

e’ =t
3X 3 2
I:I € dx = Je’dx=dt} = :jt -}- —It dx
2+¢e" at 2+t t 2+t
dx=—
t
t? t+2
-t? | -2t t—2
0O | -2t
+2t | +4
O | +4
2
=j(t—2+ij-dtzt——2t+4L|2+t|+c=1e2X—2eX+4L(2+eX)+C.
2+t 2 2

3Xx

! :jziex -dx:%ezx—Zex+4L(2+ex)+C
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423) Sean f(x) y g(x) dos funciones derivables gad®m valor de x, que verifican que
f(0)=g(0) y que f'(x)>g'(x) parax=0. ¢Se puede asegurar qtig)>g(x) para x > 0?
Razona la respuesta indicando en que resultadiesées.

Sea la funciorh(x) = f(x)-g(x).

h'(x)= f'(x)-g'(x)>0 por serf'(x)>g'(x).

h(x) es crecient&x>0por serh'(x)>0, y como esf(0)=g(0) tiene que ser, nece-
sariamenteh(0) = f(0)- g(0)=0.

En resumenh(x)= f(x)-g(x)>0, Ox>0, por lo que se puede asegurar que:

f(x)>g(x), Ox=0
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