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(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

Responda a CINCO de las siguientes seis cuestiBness respuestas, expliqgue siem-
pre qué es lo que quiere hacer y por qué.

Puede utilizar calculadora, pero no pueden utdzaralculadoras u otros aparatos que

tengan informacion almacenada o que puedan transmécibir informacion.

12) Diga para que valores de m los plams x-y+mz=1, n,=x-y+z=m Yy
7, =my+ 2z =3 tienen como interseccion una recta.

Las matrices de coeficientes y ampliada que datanros tres planos dados son

1 -1 m 1 -1 m1l
M=1 -1 1|yM'=l1 -1 1 m|.
Om 2 Om 2 3

Los rangos de M y M’ en funcién de m son los sgtes:

1 -1 m
IM|=|1 -1 1|==2+m’-m+2=0;; m*-m=0;; m(m-1)=0= m =0;; m,=1.
0O m 2
1 -101
Param=0es'=|1 -1 1 0| cuyo rango, teniendo en cuenta que=CGC, es
0 0 23
101
el siguiente{c,, C,, C,}=|1 1 0|=3+2=520=Rango M’ = 3.
023

Como no hay planos paralelos, los planos se cdgerminando tres rectas.
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1 -111
Param=1es'=|1 -1 1 1|, cuyo rango es dos, por tener dos filas iguales
0 1 23

(que son dos planos coincidentes), por lo tanto:

Para m = 1 hay dos planos coincidentes y secani@saro determinando una recta.
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2%) Dadas la rectg=3x+b y la parabolay = x*:
a ) Calcule los puntos en que la tangente a ldopkrds paralela a la recta dada.

b ) Calcule el valor del parametro b para quedtarsea tangente a la parabola.

a)
La pendiente a una curva en un punto es el valda derivada de la curva en ese
punto. La pendiente de la recta dada es m = 3.

3
'=2X=3 = X=—.
y 2

A_(3V_9 .. : 39
y(2)= 5| =, Existeun solo punto de tangencia que 25

b)
Para que la recta=3x+b sea tangente a la parabgla x* es necesario que pa-
se por el punto de tangencia, por lo cual tienesagtisfacer su ecuacion:

y=3x+b 9 3
3 9\ = —=3-2+b;;9=18+4b ;; 4b=-9;; b=-

I Ng e}
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X+y+z=0
32) Dado el plan@=x-y+2z-5=0y la rectar = :
2x—-y+2z=10

a ) Calcule el punto de interseccion del planonetda.

b ) Encuentre la ecuacion continua de la rectanteo@a en el plane, que es perpen-
dicular alarectary corta a la rectar.

a
) El punto de interseccién del plano y la recta esolacion del sistema que for-
X-y+2z=5
man, que esix+y+z=0 . Resolviendo por Cramer:
2x-y+z=10
5 -1 2
0 1 1
‘= 10 -1 1] 5-10-20+5 _-20_ oy
1 -1 2| 1-2-2-4+1+1 -5 ~—
11
2 -11
1 5 2
1 0 1
|2 10 1] _20+10-10-5_15_ __
y= = =_-o3=y.
-5 -5 -5
1 -1 5
11 0
L= 2 -1 10 _10-5-10+10_5 __,__
-5 -5 -5
El punto de corte es P(4, -3, -1).
b)

X+y+z=0
2x-y+z=10
te dependiente del producto vectorial del los wvestmormales de los planos que lo de-
terminan, que som, =(1,1,1) y n, =(2 -1,2).

Un vector director de la rectas{ es cualquiera que sea linealmen-

=i+2j-k-2k+i-j=2i+j-3k = v, =(21, -3).

<
1

N B -
= —.
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El haz de planog perpendiculares a r tiene como vector normal etioredirector
de la recta r; su expresion generabesy-3z+D =0.

De todos los infinitos planos del hazel planof que contiene al punto P es el
gue satisface su ecuacion:

2x+y-3z+D=0

}3 2-4-3-3.(-1)+D=0;;8-3+3+D=0;; D=-8 =
P(4, -3 -1)

= [=2x+y-3z-8=0.

: : . -y+2z-5=0
La recta s pedida es la interseccion de los planp$: s {X yrez

2x+y-3z-8=0"
expresion de s por unas ecuaciones continuassapliante:

X-y+2z-5=0 X-y=5-21
= y = z2=1A= y = 3x=13+4 ;; :E+1/1 =
2x+y-3z-8=0 2x+y=8+34 3 3
X:£3+}A
3 3
= X-y=5-21;; y=x-5+21 :1—3+l/]—5+2/] :—g+z/]:y:> S= y:—g+z/1 =
3 3 3 3 3 3
z=A
13,2
. 3 _ 3_2 N SEBX-13:2y+2:E.
1 7 71 1 7 1
3 3

Otra forma de resolver el apartado es la siguiente:

Tres puntos del plana=x-y+2z-5=0 son A(O, -5, 0), B(5,0,0) y C(3, 0, 1),
y estos puntos determinan los vector=(5 5 0)=(1, 1 0) y AC=(3 5,1), que son
directores del plans.

X=A+3u

La expresion de por unas ecuaciones paramétricagesy =-5+1+54.
Z=U

Un punto genérico deesQ(A +3u, -5+ +5u, u).

Los puntos P y Q determinan el vecR®=(-4+A+3u, —2+A+5u, 1+ 1)

Los vectoresy, =(2,1, -3) y PQ=(-4+A+3u, -2+ A+5u, 1+ 4) son perpendicu-
lares cuando su producto escalar es cero:



v, -PQ=(21 -3 (~4+A+3u, =2+ A +5u, 1+ 1) =-8+24 +6 -2+ A +51~3-3u =

x=-1+6=5
. A=-1
=-13+31+8u=0 = Por ejemplo:{ _2} =Jy=-5-1+10=4:=Q(5, 4, 2).
- z=2

v, =PQ=(5,4, 2)-(4, -3 -1)=(1, 7, 3).

Teniendo en cuenta que la recta s contiene abgei, -3, -1), su expresion por
unas ecuaciones continuas es la siguiente:

x-1_y+3_z+1
1 7 3

S
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i 3 2 1 -2
42) Dadas las matrices= y B= :
-11 1 3

a ) Compruebe que se cumple la igual(lad B)(A- B) = A> - B.
b ) ¢Es cierta la igualdad anterior para cualqo@rde matrices cuadradas A y B del

mismo orden? Responder razonadamente utilizandprtgsedades generales de las
operaciones con matrices, sin utilizar matrices\goncretas.

a)
3 2) (1 -2 (4 0
A+B= + = =4l = A+B.
-11) \1 3 0 4] -
3 2\ (1 -2 2 4
A-B= - = = A-
-11) |1 3 -2 —2} -
, (3 2 (3 2} (9—2 6+2J (7 8] ,
A2=A. A= : = = =A?Z,
-1 1) (-1 1) (-3-1 -2+1) (-4 -1
, (1 -2 (1 —2] (1—2 —2—6] (—1 —8} ,
B2=B:-B= : = = = B2,
1 3)l1 3 1+3 -2+9 4 7
2 4 8 16
A+B)A-B)=4l - = =(A+B)(A-B).
(rrela-g=ar-[ 2 )< 5 1 )-(areNa-e
Asz_? 8_—1—8_816_AZBZ
-4 -1) |4 7 -8 -
Como hemos comprobado, (A+B) - (A — B) =-AB”.
b)

(A+B)(A-B)= A*>- AB+BA-B2.

Teniendo en cuenta que el producto de matricegeereral, no tiene la propiedad
conmutativa, la igualdad dada no se cumple generdén
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5%) Un triangulo equilatero de vértices A, By C
tiene un lado de 8 cms. Sitle un punto P sobr
una de las alturas del tridngulo, a una distancia
de la base correspondiente:

a ) Calcule la altura del triangulo de vértices A,h
ByC.

b ) Indique la distancia del punto P a cada uno d
los vértices (en funcion de x).

c ) Determine el valor de x para que la suma de
los cuadrados de las distancias del punto P awamlde los tres vértices sea minima.

a)
Aplicando el teorema de Pitagoras al trianguléaregulo APB:
82=h2+42 ;: h2=64-16=48;; h=/48=./16.3=4/3 cms=h.
b)
AP=h-x=4J/3-x=AP ;: BP =CP =x2+42=x?+16 ;; BP=CP=+/x?+16.
c)

S=AP +BP +CP’ = (43| +2- (x* +16)= 48-8VBx+ x? + 2x +32=3x* ~84/3x+90.

Para que S sea minima es necesario que se andéziwada y, para los valores
gue la anulan, sea positiva la segunda derivada.

43

S'=6>0 = Minimo para X=T.

El valor de x pedido es la mitad de la altura.
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64) Dados los puntos P(1, 0, 0), Q(0, 2, 0), R(B@)¥ S(1, 2, 3):

a ) Calcule la ecuacién cartesiana (es decir, dertaa Ax+ By+Cz+ D =0) del plano
gue contenga a los puntos P, Q y R.

b ) Compruebe si los cuatro puntos son coplan&e®slecir, si los cuatro puntos estan
contenidos en un mismo plano).

a)
Los puntos P(1, 0, 0), Q(0, 2, 0) y R(0, 0, 3ed®inan los siguientes vectores:

u=QP=P-Q=(100)-(0 2 0)=(1, -2 0).
v=RP=P-R=(10,0)-(0,0 3)=(1 0, -3).

La expresion general o cartesiana del ptanoe determinan los puntos P, Qy R
es la siguiente:

x-1 vy z
n(P; u, V)z 1 -2 0[=0; 6(x-1)+2z+3y=0;; 6x-6+3y+22=0.
1 0 -3

T=6Xx+3y+2z2-6=0

b)
Para que los puntos P, Q, Ry S sean coplanaineaesario que el punto S esté
contenido en el plano, o sea, que satisfaga suiécua

T=6Xx+3y+2z2-6=0

= 6-1+3-2+2.3-6=0;; 6+6+6-6=0;; 12= (2.
S(1, 2, 3)

El punto S no pertenece al plang, en consecuencia:

Los puntos P, Q, R y S no son coplanarios.
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