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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas Y3ninutos

Responda a TRES de las cuatro cuestiones y resudl@ade los dos problemas. En
las respuestas, explique siempre qué hace y por qué

Puede utilizar calculadora cientifica para el délale funciones exponenciales, loga-
ritmicas, trigonométricas y especiales, asi coma paalizar célculos estadisticos. No
se podran utilizar calculadoras u otros instrumeniee lleven informacién almacenada
0 que puedan transmitir o recibir informacion.

OPCION A

CUESTIONES

x-1 y+2 z-5,

1%) Dados el punto P(1, 2, 3) y la recta 5 2 1

a ) Encontrar la ecuacion cartesiana (es decila fi@ma Ax + By + Cz + D = 0) del
planon que pasa por P y es perpendicular a la recta r.

b ) Hallar el punto Q de corte de la recta r coplahon

a)
La recta r tiene como vector directovas=(2, 3, -1).

El planor, por ser perpendicular a r, tiene como vector abm@ncualquiera que
sea linealmente dependiente de-(2, 3, -1), o0 sea, que el vector normal puede ser e

propio vectorv : n =(2, 3 -1).

La ecuacion del haz de planos paralelos y perpelades a r tiene por ecuacion
cartesianar =2x +3y - z+ D =0. De todo éstos infinitos planos, el planaue contiene

al punto P(1, 2, 3), tiene que satisfacer su eéunaci

a=2x+3y-z+D=0
= 2:-1+3:-2-1-3+D=0;;, 2+6-3+D=0;;, D=-5.
P(1, 2 3) —

m=2x+3y-z-5=0

A. Menguiano



b)
Xx=1+2A
La expresion de r por unas ecuaciones paraméagas{y=-2+31.
z=5-1

El punto Q de corte de r cares la solucion del sistema que forman:

m=2x+3y-z2-5=0
X=1+2A

rsqy=-2+31
z=5-1

= 2(1+24)+3(-2+31)-(5-4)-5=0 ;;

2+41-6+91-5+1-5=0;;141-14=0 ;; A-1=0 ;; A1 =1

Q(3 1 4)
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010 0
29) Sean las matrices=|0 0 1| y B=|1
100 0

= O O
o O

a ) Comprobar que la inversa de A €s A

b ) Comprobar también que’&= B.

a)
La inversa de la matriz A se obtiene mediante &@odo de Gauss-Jordan:
010/100 1 0 0|0 0 1
(A/1)=|o0 0 1|0 1 0|=>{F-F}=|00 1|0 1 0|={F - F} =
1 0 0|0 0 1 010/100
1 0 0|0 0 1 0 01
= /01 0/1 00 = A'=[1 00
0 0 1/0 1 0 010
010 (01 0) (0+0+0 0+0+0 0+1+0) (0 0 1
A’=A-A=|0 0 1|-/0 O 1|=|0+0+1 0+0+0 0+0+0|=[1 0O 0O|=A?
1 0 0) |1 0 0) (0+0+0 1+0+0 0+0+0) (O 1 O
At=A% c.q d.
b)
0 0 1) (01 0) (0+0+1 0+0+0 0+0+0) (1 0O O
A=A . A=|1 0 0|-/|0 O 1|=|0+0+0 1+0+0 0+0+0(=|0 1 0|=A% =]
010/ (100 \0+0+0 0+0+0 0+1+0) (0O 0 1

La potencia n-ésima de A es igual que A elevadestb de la divisién de n por
tres. Teniendo en cuenta que:

518 | 3

21 172
08

@

A =A%=B, c.q d.
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32) Se considera la funcioi{x) = X(‘; X) cona> 0.

a ) Encontrar los puntos de corte de la funciohdén el eje OX.

b ) Comprobar que el area del recinto limitadolpagrafica de la funcion f(x) y el eje
de abscisas no depende del valor del parametro a.

a)
Los puntos de corte de la funcion f(x) con el@}eson los valores de x que la
anulan:

En efecto, el area del recinto no depende del ggrarma, como queriamos comprobar.
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43) En la resolucion del método de Gauss de uanssstle tres ecuaciones con tres in-
cognitas nos hemos encontrado la matriz siguiente:

3 -5 2 |-5
O 0 0 |0
0O 3 -6 16

a ) Explique, razonadamente, cual es el caracteistema inicial.

b ) Si es compatible, encontrad la solucion.

a)

3 -5 2 |-5
: : 3 -5 2
La matrizf0 0 0 | 0 | es equivalente 3 6
0O 3 -6 1|6
tanto la matriz de coeficientes como la matriz aaadjal, lo que supone, segun el Teore-
ma de Rouché-Frdbenius que el sistema es compatitdeerminado.

5 ] Cuyo rango es 2,

b)

3X-5y+2z=-5
2 y

Siendo el sistem , Su solucion es la siguiente:
3y-6z2=6

3X-5y+2z=-5
Y = z=A ;; 3y=6+64 ;; y=2+24 ;; 3x=-5+5y-2z=
3y-6z2=6 ___ —_

:—5+d2+2ﬂ—2A=—5+10+HM—2A:5+8A:3X;;x:g+2A

x=2+31
Solucion <y=2+21, OAOR
z=A1
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PROBLEMAS

1°) La gréafica de la funciém(x)=¥, desde x = 1 hasta x = 4, es la de la figura:

YA
4

3

N(X)

O 1 2 3 4y

a ) Calcular las ecuaciones de las rectas tangarigefuncion en los puntos de abscisa
X=1Yy x=3.

b ) Dibuje el recinto limitado por la gréafica deflancion y las dos rectas tangentes que
ha calculado.

¢ ) Encontrad los vértices de ese recinto.

d ) Calculad la superficie del mencionado recinto.

a)
La ecuacion de una recta conocida la pendientge-g5 =m(x - x,), siendo m el
valor de la pendiente.

La pendiente a una funcién en un punto es el vidda derivada en ese punto.

X X X
= —__3:— = . = :__3:—§:—}:
fR)=m=7r=-3=m ;i P@)=m=—0=-c=-2=m,
_3+1_4 : _3+3_6_
f(l)_T_I_4 = T,(L 4) 5 ()= 3 372 T,(3 2)

Las tangentes pedidas son las siguientes:

t, = y-4=-3(x-1)=-3x+3 = t, =3x+y-7=0




t, = y—22—%(x—3) ;; 3y-6=-x+3 = t,=x+3y-9=0

b)
YT t)
4 T1
S
N\ (X
2 P, ()Tz
1 5 t\z
0O 13/22\3 4y
Cc)

Los vértices del recinto son los puntos de tangehcy T, y el punto P, intersec-
cion de las tangentesyt t,:

X+y-7=0 -3x-y+7=0 5
= 8y-20=0;; 8y=20;; 2y=5;;, y=—
X+3y-9=0/ 3x+9y-27=0 2
X+3y—9:0 i X:9—3y:9—3.§:9—1_5:18;15:§:x = P§, §
2 2 2 2 2 2

Los vértices del recinto son T,(1 3), T,(3 2) vy P[g gj

d)
Para el calculo de la superficie tendremos entaugure las ordenadas correspon-

dientes de la funcién en el intervalo (1, 3), s@yamnes que las correspondientes de ca-
da una de las rectas tangentes.

{i)()(—(?—ZBX)} dx+z{3LXX—(9;3XH dx G +1—7+3xjdx+JI(§ +1—3+§ﬂ dx=

2 2

3 3

2 3 2 2 2 3
J-(§+3x—6jdx+j{(§+§—2ﬂdx: 3ix+ X _ex| +|3Lx+ X —2x| =
1\ X 3L\ X 3 2 6

2 1
2

S=

B —N | W
1
B e— N | W

N w

3)’ 3)?
—l31 34 N2 g 31 031043 _gal4]aL3+ S 03|31 3402 _, 3
2 2 2 6 2



={3(L3— L2)+%7—9}—(3-O+g—6)+(3L3+g—6j—{3(L3— L2)+§—3} -

=3L3—3L2+%—9—g+6+3L3+g—6—3L3+3L2—:—83+3:2—84+3L3—6=3L3—3:

=3(L3-1) 0 $1099-1) = 0296u> =S
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bx+y+3z=1 - : ,
2°) Sean las rectas XTymse y ssfzy—b=z—+1, dependientes de un parame-
X+2y+5z=1 1 b+1 -1

tro b:

a ) Encuentre los puntos de corte de las receaon el plano de ecuacion x = 0.
b ) Calcule un vector director de cada una dedeisas.

c ) Estudie la posicion relativa de las dos reetafuncion del paradmetro b.

a)
El punto P de corte de la recta r con el planoO«se obtiene resolviendo el sis-
tema de tres ecuaciones con tres incégnitas qeengdaan:

bx+y+3z=1
r= y+3z=1 2y+6z=2
X+2y+5z=1; = = z=1;; y=1-3z=1-3=-2=y
2y+5z=1] -2y-5z=-1 —_—
x=0
P(0, -2 1)

La expresion de s por unas ecuaciones implicitds siguiente:

Szzzy_—b:z_-kl . (b+1)x=y—b} R SE{(b+1)x—y=_b
1 b+l -1 -X=z+1 X+z=-1

El punto Q de corte de la recta s con el planoOxse obtiene resolviendo el sis-
tema de tres ecuaciones con tres incégnitas geeaan:

SE{(b+1)x—y=—b

—y=—b}
X+z=-1 = =
z=-1

1
o

x=0
Q(o, b, -1)

b)
La expresion de la recta r por unas ecuacionesygricas es la siguiente:

! {bx+y+3z:1 ) y+32:1—b)l} 2y +62=2-2bA

= X=A = = z=1+(1-2b)A
X+2y+5z=1 2y+5z=1-1 -2y-5z=-1+/

y=1-bA-3z=1-bA-3-31-2b)A =—2-bA-31+6bA=-2+(5b-3N =y =




X=A
= r={y=-2+(5b-3)
z=1+(1-2b)A

Dos vectores directores de r y s pueden ser,ctgpmente, los siguientes:

v, =1, 5-31-20) y v, =(1 b+1 -1)

c)
Realizamos el estudio de la posicion relativa dall@s rectas mediante el sistema
de cuatro ecuaciones con tres incognitas que dietznm

Las matrices de coeficientes y ampliada son tpgsesites:

b 1 3 b 1 3 1
1 2 5 1 2 5 1
A= y A= .
b+1 -1 0 b+1 -1 0 -b
1 0 1 1 0O 1 -1

Segun los rangos de A y A’ pueden presentarsealess siguientes:

Rango A = Rango A’ = 2— Coincidentes

Rango A =2 ;; Rango A’ = 3— Paralelas
Rango A = Rango A’ = 3— Secantes
Rango A =3 ;; Rango A’ =4— Se cruzan

Empezamos calculando el rango de A’

b 1 3 1 b+l 1 4 1
11 2 5 1 C, -~ C,+C, 2 2 6 1
|A|= = = =

b+l -1 0 -b C, -~ C,+C, 1 -1 -b -b

1 0 1 -1 0 0 0 -1
b+l 1 4 b+l 1 4 b+2 0 4-Db

F - F+F,
=42 2 6|=-2-|1 1 3|= o —-2./ 2 0 3-bl|=

1 -1 -b 1 -1 -b 27 22 1 -1 -b

b+2 4-b

" oo 7 2llo+2)3-b)-24-b] = 2l +6-20-8+20)= 2(6* ~3p+2)=0.




b:3¢«/29—8:3¢2\/1=3;1 b=1:b =2,

bzl
Para {b;t 2} = RangoA=3;; Rango A=4 = Las rectasr Yy ssecruzan

1 1 3
1 2 5
Parab=1= A= = Rango A =

2 -10
1 0 1

1 1 3

{F,F,F}=|1 2 5/=-3+10-12+5=15-15=0
2 -10
11 3
= {F,F,F}=|1 2 5/=2+5-6-1=7-7=0 — RangoA=2.
101
1 2 5
{F,,F,, F} = |2 -1 0|=-1+5-4=5-5=0

1 0 1

11 3 1
1 3 1
1 2 5 1
Parab=1= A= = RangoA' = (2 5 1|=-5-3+5+6=
2 -1 0 -1
-1 0 -1

1 0 1 -1

=3#0 = Rango A'=3.

Parab=1= RangoA=2;; RangoA=3 = Lasrectasr y s son paralelas

2 1 3
2 1 3
1 2 5
Parab=2= A=~ = RangoA = {F, F,, F,} = |1 2 5|=
3 -10
1 0 1

=-3+15-18+10=25-21=4#0 = RangoA=3.

Para b=2 = RangoA=RangoA'=3 = Lasrectasr Yy ssecortan
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