I.E.S. “CASTELAR” BADAJOZ

PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

COMUNIDAD DE CATALUNA

SEPTIEMBRE — 2009

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

Responda a TRES de las cuatro cuestiones y resudl@ade los dos problemas. En
las respuestas, explique siempre qué hace y por qué

Puede utilizar calculadora cientifica para el dalae funciones exponenciales, loga-
ritmicas, trigonométricas y especiales, asi conmra pealizar célculos estadisticos. No
se podran utilizar calculadoras u otros instrumeiice lleven informacion almacenada
0 que puedan transmitir o recibir informacion.

OPCION A

CUESTIONES

12) Considerad la matriA:[il —Obj' Calculad el valor de los parametrog b para que

AZ_lO
-2 1)

A= p.ac|? 0)(a O :a2+0 0-0)_ a’ 0)_(1 O .
1 -b) (1 -b a-b 0+Db? a-b b’ -2 1

a2:=1 2
= (a+2)" =1 = =-1;; a=-3 = a=-1
R R e
= a-b=-2} =
b? =1 b? =1

= (b-2?=1= b =1;; b,=3 = b=1
a=b-2

Los valores que cumplen lo pedido sona=-1ylb =
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22) Considerad en el espacid|Bs rectas r y s, cuyas ecuaciones respectivaksir

X+2y+mz=0

guientesrr =(x, y, z)=(4, 1 0)+A(m, 1, 1), ss{ , donde m es un parametro

X+y+z=1
real. Estudiad si hay algun valor del parametroana @l cual las rectas son perpendicu-
lares y se cortan.

La expresion de la recta r por unas ecuacionelidnag es la siguiente:

Xx=4+mi

r=(x y, 2)=(410)+Am 1) ;; r= ij“‘ 3 X;m4:yT_1:§ X {z:jzmz_m
(= X—my=4-m
| x-mz=4

X—=my=4-m

. . X—mz=4
Las rectas r y s determinan el sistema

, cuyas matrices de coefi-
X+2y+mz=0

X+y+z=1
1 -m O 1 -m 0O 4-m
. . . 1 0 -m 1 0 -m 4
cientes y ampliada son las siguientas: y A=
1 2 m 1 2 m 0
1 1 1 1 1 1 1

Segun los rangos de A y A’ pueden presentarsealess siguientes:

Rango A = Rango A’ = 2> Coincidentes ;; Rango A =2 ;; Rango A’ =3Paralelas

Rango A = Rango A’ = 3» Secantes ;; Rango A = 3 ;; Rango A’ =4Se cruzan

Para que las rectas se corten es necesario q@® Ran Rango A’ = 3, para lo
cual es necesario que se anule el determinanté de A

1 -m 0 4-m
1 0 -m : .

| A= Lo om = Restando a cada fila la anterior
11 1 1

1 -m 0 4-m

m -m m 1 -1 1 1 0 0
Om -m m
| A= =2 2m -4/=m|2 2m -4|=m 2 2m+2 -6|=
0o 2 2m -4
-1 1-m 1 -1 1-m 1 -1 -m 2

0 -1 1-m 1
(La primera columna se ha sumado la segunda ydestta tercera)



2m+2 -6

:>|A'|=m‘ .

‘=m(4m+4—6m)=m(4—2m):2m(2—m)=0 = m=0; m,=2.

Las rectas se cortan param =0y param = 2.

Veamos ahora si son perpendiculares las rectaslparvalores de m hallados,
para lo cual es necesario que los vectores diectiw las rectas sean perpendiculares.

Param = 0:
Un vector director de r e =(0, 1, 1).

Para hallar un vector director de la recta s [@@&samos mediante unas ecuacio-
nes parametricas:

x+2y=0 X+2y=0 x+2y=0
S= y = z2=1 = y y = y=-1+1 3,
X+y+z=1 — X+y=1-A] —-x-y=-1+A E—
x=2-2A
X=1-A-y=1-A+1-A=2-21=X = s=y=-1+A
z=A

Un vector director de la recta s es=(- 2, 1 1).
Para que dos vectores sean perpendiculares sucpoaescalar tiene que ser O:
v, -v,=(0,11-(-2 1 1)=-0+1+1=2%0.

Para m = 0 las rectas se cortan pero no son phopdares.

Param = 2:
Un vector director de r es, =(2, 1, 1).

Para hallar un vector director de la recta s [ae&samos mediante unas ecuacio-
nes parametricas:

+2y+2z=0 +2y=-21 +2y=-21
Xreyrez :>z/1:>X y XTey = y=-1-4;;
X+y+z=1 X+y=1-A] —-x-y=-1+A E—

X=2
X=1-A-y=1-A+1+A=2=X = s=y=-1-A1
z=A1




Un vector director de la recta s es=(0, -1, 1).
Para que dos vectores sean perpendiculares sucpoaekcalar tiene que ser 0O:

v, v, =(219-(0 -1 1)=0-1+1=0 = v, Ov, .

Param =2 |las rectas r y s se cortan y son peiqéaces.
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32) Sea la funciorf(x) = 2x® - x2 +3x+1. Dadas las rectags=y=x+2y r, = y=7x-2:

a ) Explicad, razonadamente, si alguna de las eltias dadas puede ser tangente a |
curva dada f(x) en algun punto.

b ) En caso de que alguna de ellas lo sea, hdlfath& de tangencia.

a)
La pendiente a una curva en un punto es el valesudlerivada en ese punto.

La derivada de la funcion es(x)=6x? - 2x + 3.

La pendiente de la recta=y=x+2 es m = 1; para que ésta recta sea tangente
la funcidn es condicion necesaria que la derivadagual a la pendiente:

f'(x)=6x>—2x+3=1;; 6x* -2x+2=0 ;; 3*> -x+1=0 ;; x="—"" == = xOR.

La recta { no puede ser tangente a la funcion dada.

La pendiente de la recta= y=7x-2 es m = 7; para que ésta recta sea tangente
a la funcién es condicidén necesaria que la derigadagual a la pendiente:

_1+41+24 1+425

f'(x)=6x2 —2x+3=7 ;; 6x2 -2x-4=0 ;; 3x* -x-2=0 ;; X= 5 5

=—= X =-

X, =1
6 2

wIiN

Para gue la recta sea tangente para los valoresaédos, tienen que satisfacer
las ecuaciones de la recta y de la funcion, oedgaunto tiene que ser comun, que es el
punto o puntos de tangencia.

2 14 20
-2)=7.|-Z|-2=-""-2=-""
A I
2
x=—§ = =
3 2
t(-2)=2.[-2) -[-2] +3.[-2)+1=-20_ 4, 16+12+27_ 55
3 3 3 27 9 27 27

= _§¢_5_5 = Para x:—é no hay punto de tangencia

3 27




x=1 =

b)

y{)=7-1-2=7-2=5
= Para x=1 hay punto de tangencia

f1)=2-1° -1 +3.1+1=2-1+3+1=5

La recta r,=y=7x-2 es tangente a la funcién f(x)=2x* - x? +3x+1

El punto de tangencia es P(1, 5)
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4?) Dados los vectoreg =(a+1 2a, 1), v, =(-2 a, 2a) y v, =(a, -2 4a-2) de R:
a ) Calculad el angulo que forman y v, cuandoo = 0.

b ) Hallar el valor del pardmettopara que los vectoreg , v, y v, sean perpendicu-
lares dos a dos.

a)
Paraa = 0 los vectores;, y v, sonv, =(1, 0, 1)y v, =(- 2, 0, 0).
El angulo que forman dos vectores se deduce dekpto de producto escalar:
u -Vz‘ﬂ" ‘T[‘ .cosf = cos,@:ru—'i; aplicando la formula a los vectores que
| | v]
nos ocupan:
V. - V. (-2 -
cosfB= % =(l 01 (20 O)= 2 - 1.4z ,8:135’:3—7Trad
‘Vl "vz Jiz+02+12 2 V22 V2 2 2
—_— . 3n
Los vectoresv, y v, forman un angulo de 13%=— rad
b)

Tiene que cumplirse quer, - v, =0 ;; v, - v, =0 :; v, - v, =0.
v, -V, =(a+1 2, 1) (-2 a, 2a)=-2a-2+2a’ +2a=2a> -2=2{a’ -1)=0 ;;

a’-1=0 = a =-1;; a, =1

v, -v, =(a+1 2, 1)-(a -2 4a-2)=a’+a-4a+d4a-2=a’+a-2=0 ;;

-1+ -1+ -1+
a= 1_21+8= 1_2@= 12_3 = a=-2;, a=1

v, -V, =(-2 a, 2a)-(a, -2 4a-2)=-2a-2a+8a’> -4a=8a> -8a=8a> -1)=0 ;;

a®-1=0 = a =-1;; a, =1. El tnico valor que satisface la condicion pedida = 1.

Los vectores son perpendiculares dos a dos paedoglden = 1.
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PROBLEMAS

2x3

1°) Considerad la funcién real de variable rée@)=— .
2 —

a ) Calculad el dominio.
b ) Calculad la ecuacion de las asintotas, sidagt

c ) Estudiad los intervalos de crecimiento y deion@mto, asi como las abscisas de sus
extremos relativos, si los tiene, clasificandolos.

a)
El dominio de una funcion racional es el conjudéolos nimero reales, excepto
los valores de x que anulan el denominador.

x*=-1=0 = x,=-1;; x,=1.

D(f)=R-{-1 1

b)
Las asintotas pueden ser horizontales, verticatddicuas.

Las asintotas horizontales son de la forma y sof,los valores finitos que toma
la funcion cuando x tiende a valer mas infinito enms infinito.

., 2%3 . , . . .
La funcion f(x)=— . no tiene asintotas horizontales por lo siguiente:
X —
lim lim  2x®
f(x)= 2 = e
X — +oo X - 400 X =1
lim lim  2x3 lim 2X — 00
f(x) = > = = =—-00
X - —00 X 5 —00 X°—1 X - —00

1 1-0
X2

Las asintotas verticales son de la forma x = k;lgs valores finitos de x para los
cuales la funcion toma valor infinito, o sea, sos Valores de x que anulan el denomi-
nador.

3
La funcion f(x) = 22X ; tiene como asintotas verticales las rectas x X £yl.

X_

Las asintotas oblicuas son de la forma y = mxsiamdo:



2x3 lim  2x3
m= —r =2=m
X — 00 X—»ooxix —1; X >0 X3 =X

lim lim 2x3 lim 2x®-2x3+2x lim 2X
n= [f(x)—mx]: —— —2X|= 5 = >—=0=n
X - X - o{x -1 X - X =1 X 500 xX°—-1
3
La funcion f(x) = 22X ; tiene coma asintota oblicua la recta y = 2x.
X —

c)
Una funcion es creciente o decreciente para llmsesade X que hacen que su de-
rivada sea positiva 0 negativa, respectivamente.

3% (x2 —1)—x3 22X, 3x* -3x* - 2x* i x* —3x° _2x2(x2 —3): £(x)

e A 2

2x2(x? -3

=

Teniendo en cuenta que f#x)=

f'(x)=0 = :0;;2x2(x2—3):o = % =0;; X,=~/3 ;; X;=—/3

con respecto al origen, por ser f(-x) = - f(x), lagervalos de crecimiento y decreci-
miento se obtienen como sigue:

2 2 _
Observando la expresion de la derivad@):w, su signo depende, ex-
x* -1

clusivamente, del valor de la expresi@h-3), o sea, la derivada es positiva o negativa
cuando lo se@ -3): | x|<+3 = f'(x)<0;; [x|>+3 = '(x)>0.

Decreciene = f'(x)<0, DXD(—\@», —1)D(—l 1)D(], \/5)

Creciente= f'(x)>0, DxD(—oo, —\/§)D(\/§, +oo)

Existe un maximo relativo para los valores redes que anulan la primera deri-
vada y hacen negativa a la segunda derivada yeaxisminimo relativo para los valo-
res reales de x que anulan la primera derivada&grhpositiva a la segunda derivada.

fr(x)=2. (4x3—6x)(x2—1) (x - 3% ) (xz—])-2x:2_ (4x3—6x)(x2—1)—4x(x4—3x2):
b b

5 _ a3 _ ay3 — A5 3
:2_4x 4x° —6X° + 6X —4X> +12x _5. 2x3 + 6x 4><(x +3) f"(x)

(x2 —1)3 (x - 1) (x - 1)




3

£(J3)

[
=

=0 = Ni maximo ni minimo relativo para x=0

= 4\/5(3-*-

>0 = Minimo relativo para x=+/3

(3-2)

3):24«/523\/§
8

f..(_@): -4V3(3+3) _ - 243 _

(38-2)

8 3<0 = Maximo relativo para x=-/3
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X+5y+z+a=0
2°) Considerad el sistema de ecuaciones sigui@nte)z + x + 2y -1=0
(a-1)y+@-a)x+z+a+2=0

a ) Explicad, razonadamente, si se trata de uenssstineal homogéneo.
b ) Construid la matriz de coeficientes y la maamapliada.

c ) Hallad los valores del paramettgara los cuales el sistema no es compatible de
terminado, y estudiad el caracter del sistema da utao de esos casos.

d ) Resolvedlo solamente cuando el conjunto desslugiones es una recta dé R

a)
Un sistema homogéneo es aquel en el que caredémaao independiente todas
las ecuaciones que lo componen.

X+5y+z=-a
El sistema puede expresarse de la siguiente foyma2y +(a-2)z=1 ,
@—@x+@—ﬂy+z=—a—2
gue como puede apreciarse, no es un sistema hopmgen

b)
Las matrices de coeficientes y ampliada son lagesiges:
1 5 1 1 5 1 -a
M=| 1 2 a-2| yMmM= 1 2 a-2 1
l1-a a-1 1 l1-a a-1 1 -a-2
c)

Segun el Teorema de Rouché-Frébenius, un sistencarspatible determinado
cuando los rangos de las matrices de coeficien@m®pliada son iguales e iguales al
numero de incognitas.

El rango de la matriz de coeficientes en funcién ds el siguiente:
1 5 1

IM[=| 1 2 a-2/=2+a-1+5@-2)1-a)-2A1-a)-(a-1)a-2)-5=
l1-a a-1 1

=a-4-5a-2)a-1)-2+2a-(a-1(a-2)=3a-6-6(a-2)a-1)=



=3a-6-6(a’ ~a-2a+2)=3a-6-6a’+18a-12=-6a’ +21a-18=0 ;; 2a’> -7a+6=0.

+ - + +
a:7_«/19 48:7_4\@:7‘_11 S oa=2 afg-

El sistemano es compatible determinado para a=2 y para a:g

1 51 1 51 -2
Paraa=2lasmatricessdbh=| 1 2 0| yM'=/1 2 0 1
-11 1 -11 1 -4
Rango M = 2= ‘1 > #0.
12
1 5 -2
c.c,,clt=]1 2 1|=-8-2-5-4-1+20=0
11 -4
1 1 -2
RangoM' = {{C,, C,, C,} = |1 0 1 |=-2-1-1+4=0 — RangoM'=2.
-11 -4
51 -2
c,,c,.c}l=12 0 1|=-4+1-5+8=0
11 -4

(Noétese que F= 2R + )

Para a=2 = Rango M =Rango M'=2<n° incognitas = Compatible Indeter minado

1 5 1 1 5 1 -2
Paraa=g las matricessom = 1 2 -i| yM'=[ 1 2 -1 1
A I
15
RangoM=2:>‘ #0.
12
151—%12102—3
RangoM' = | 1 2 -1 1 =512 4 12 = {c.,cC, Cc}=
-1 1 1 -2 -1 1 2 -7

2 10 -3
=2 4 2 |=-56-6-20-12-4+140=140-96=44#0 = RangoM'=3
-1 1 -7



Para azg = RangoM =2 ;; Rango M'=3 = Incompatilbe

d)

El sistema cuando es compatible indeterminado gos@an en una recta cuando
los rangos de las matrices de coeficientes y angbkan los dos iguales a dos; es decir:
que uno de los planos es combinacion lineal deti@s dos y, en realidad, es la recta
gue determinan dos planos al cortarse por podénsi& uno cualquiera de ellos.

Como hemos visto en el apartado c ), las mattieasn rango dos pava= 2; el

X+5y+z=-2
sistema resultax +2y =1 . Despreciando una de las ecuaciones, por ejeraid |
-X+y+z=-4

y parametrizando una de las incognitas, por ejefaoresulta:

X+5y+z=-2 X+5y=-2-4 X+5y=-2-4
y = z2=A = y y = 3y=-3-1; y:—l—l)l
Xx+2y=1 Xx+2y=1 -x-2y=-1 3

x:1—2y=1+2+g/1 =3+2)l =X
3 3

Xx=3+2/
Solucion <y=-1-:1 OAOR
z=A
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