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MATEMATICAS I Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

El alumno contestara solo tres problemas entre los seis propuestos. Se permite el uso
de calculadoras siempre que no sean graficas o programables, y que no puedan realizar
célculo simbdlico ni almacenar texto o formulas en memoria. Se utilice o no calcula-
dora, los resultados analiticos, numéricos y graficos deberan estar siempre debida-
mente justificados. En las respuestas se deben escribir todos los pasos del razonamiento
utilizado.

1°) Dadas las matrices A = (_11 g _11),B = ((1) 1 (1)) yC = ((1) _11) Se

pide:
a) Demostrar que C — A - Bt tiene inversa y calcularla.

b) Calcular la matriz X que verifica C- X = A- Bt - X + 1, donde I es la matriz iden-
tidad.

¢) Justificar que (4 - BY)™ = 2™] para todo nimero natural n.

c-am=( )-Ch 0 (1 1)=0 2)-C 9=

=>C—A-B’—“=(_O1 _13)

a)

-1 1

|C—A-Bf|=|0 L

| =3+0=C—A-B!esinvertible,c.q.d.

Se obtiene la inversa de C — A - Bt por el método de Gauss-Jordan.

(C—A-Bf|1)=(_1 111 0):>{F1—>—F1}=>(1 —1]-1 0)=>

1 1 —=1|—1 O 1 o|-1 -%
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-1 3 1 (3 1
— A.RH1 = 3) = —=.
= (C—A-BY) (0 _%> - (0 3).

b)

C-X=A-B*-X+I, C-X—A-Bt-X=1 (C—A-BY)-X=1I,

(C—A-BY) 1. (C—A-B)-X=(C—-A-B) -, - X=(C—-A-B) 1>

S>X=(C-A-B) ==2.(3 1)

c)
e (2 0)_
A-B _(0 2)_21.
(A-BHY" = (2D" = 2. " = 2" . ],

Queda justificado que (A-BH)" =2"-I,vn € N.
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m 0 m-1
2°) Dada lamatrizA = | —2m  m? 1 |, determinar:
0 2m 1

a) El rango de la matriz A en funcion del pardmetro m.

b) La inversa de A en el caso de m = 2.

c¢) El nimero natural m para el cual el determinante de la matriz 24 es igual a —8.

5

m 0 m-1
|A] = |-2m m? 1 |=m3—4m?(m—-1) —2m? = 0;
0 2m 1

m3 —4m3 +4m? —2m? =0; -3m3+2m?=0; - m?*Bm—-2)=0=>

2
:>m1:0,m2:5.

m=*0
Para {m¢2/3}=>Ran9A—3-
0O 0 -1 0 1
Param=0=>A=(O 0 1>=>|2 1|qt0.
0 2 1
2 20N L
Param=-=A=|-5 5 1 = 1% 4| *0.
0 % 1 3 9
m=20
Para {m _ 2/3} = Rang A = 2.
b)
2 0 1 2 —4 0
Param=2:>A=(—4 4 1). At=<0 4 4).
0 4 1 1 1 1
2 0 1
|A|=|-4 4 1|=8-16—-8=—16.
0 4 1
|4 4 _|0 4 |0 4|
1 1 1 1 1 1
0 4 -4
adideat=| =741 120 -1 H=( 4+ 2 -6)
1 1 1 1 1 1 16 3 8
-4 0 _|2 0 |2 —4|/ B
4 4 0 4 0 4



0 4 -4
—1 _ Adj. de A’ (—ie —28 _86> -1 _1 0 =2 2
A" = = >A"==--2 -1 3|
A -16
8 4 -4

c)

Teniendo en cuenta que el producto de una matriz por un namero es la matriz
que resulta de multiplicar por el nimero todos los elementos de la matriz y que si se
multiplican los elementos de una linea de una matriz por un namero real su determi-
nante queda multiplicado por el nimero real, y que la matriz A tiene dimension tres:

3m3 —2m? —1=0. Resolviendo por Ruffini se deduce que la Gnica solucion real
que tiene la ecuaciones m = 1.

24| = -8 =>m = 1.
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3°) Dadas las rectas r = { ys=

x=z-—1 {x=4—52

y=2-3z 5= y=4z—-3

a) Indicar justificadamente la posicion relativa de r y s.

b) Hallar la ecuacién de la recta £ que pasa por el origeny cortaar y s.

a)

Las expresiones de las rectas por ecuaciones paramétricas son las siguientes:

x=7—-1 x=—-1+21
rE{y:2_32=>z=/1=>rE y =2-—3A.
z=A
a4 x=4-—256
sz{x:4 Szzz=6=>sz{y=—3+46.
y=4z—-3 5
7 =

Un punto y un vector director de la recta r son A(—1,2,0) y v, = (1,-3,1).

Un punto y un vector director de la recta s son B(4,—3,0) y v, = (=5,4,1).

Los vectores v, y v, son linealmente independientes por no ser proporcionales
sus componentes; esto implica que las rectas r y s se cortan o se cruzan. Para diferen-

ciar el caso hacemos lo siguiente:

Se considera el vector w que tiene como origen el punto A € r y extremo el

punto B € s:w = AB = OB — 04 = [(4,—-3,0) — (-=1,2,0)] = (5,5, 0).

Segun que los vectores {v,, v5, W} sean o no coplanarios las rectas r y s se cortan

0 Se cruzan, respectivamente.

Los vectores {v,, v, w} son coplanarios cuando el rango del determinante que

forman es cero y las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan.

1 -3 1
Rang {v,,vo,w}=|-5 4 1|=25-15-204+5=-5#0>=
5 =50

— —> —> _ —— — .
= Rang {v,,v;,,W} =3 = v,,V;, W ho son coplanarios.

b)

Las rectasr Yy S secruzan.

04 = (-1,2,0). OB = (4,-3,0).



La recta ¢ pedida es la interseccion de los planos m; y m, definidos de la forma
siguiente:

El plano 7, contiene a la recta r y al origen de coordenadas y el plano , con-
tiene a la recta s y al origen de coordenadas; sus expresiones generales son las siguien-
tes:

X y Z
m,(0; 047)=|-1 2 0[=0; 2x+3z—-2z+y=0=>
1 -3 1
>m=2x+y+z=0.
X y z
m,(0; 0B, vs)=|4 -3 0|=0; -3x+16z— 152 —4y =0=
-5 4 1

=>mn,=3x+4y—z=0.

{2x+y+z=0
3x+4y—z=0
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y=1+a
4% Dados los planos my =2x —y—z+4=0yn,={y=1+a + f y larectade
z=a—-p

., x-1 vy
ecuaconr =—=+=
1 2

Z—

a) Calcular la posicién relativa de ; y m,.
b) Calcular el punto P’ que es simétrico al punto P (1, 0, 0) respecto del plano ;.

c¢) Calcular, si existe, el punto de interseccion de ; y r.

a)
A(1,1,0),u =(1,1,1) y v = (0,1,—1) son un punto y dos vectores directores
del plano m,, cuya expresion general es la siguiente:

x—1 y—1 =z
(4 V) =| 1 1 1[=0;
0 1 -1

-x-D+z-x-D+@y-1)=0 -2c-1D+Y—-1)+z=0;
—2x+2+y—-14+4z=0=>nm,=2x—-y—z—-1=0.

7T1 EA1x+B1y+C1Z+D1=0

La posicion relativa de los planos {7'[2 = Ayx + Byy + Cpz + Dy = 0 es la si-
guiente:

A, By , C . ,

— # — # — = Secantes. (Tienen en comun una recta).

Ay B, G,

A B C D . . , ’
= =2 =2 %2> Paralelos. (No tienen ningln punto en comun).
A, By (D

A B C D . . - ’
—= == =2 === (Coincidentes. (Tienen todos sus puntos en comun).
A, B, C, Dy

Siendom; =2x—y—z+4=0yn, =2x—y—z—1=0:

2 _-1_ -1, 4
S SSF 5 Los planos m, y m, son paralelos.

b)
Un vector normal del planot; =2x —y—z+4=0esn = (2,—1,—1).

La recta t, perpendicular a r; y que contiene al punto P(1, 0, 0) tiene la siguiente
expresion por unas ecuaciones parametricas:



y =—2A . Elpunto M, interseccion de larecta t con el plano r; es el siguiente:

x=1+4+21
tz{
z=—-A

m=E2x—y—z=—4

x=1+22 t
z=-1
=2(1+20) - (1) — (1) = —4; e M(-1,1/1)
|
2441 +2+1=—4 61=—-6=>1=-1=> <4 '
x=1-2=-1 4P’(x,y,z)
ﬁ{y: 1 }=>M(—1,1,1).
z=1
xTH =—-1=>x=-3 \I
§?=1zy=2 $zP%%LZ)
|
C=1sz=2 |
2
c)
. s _ x-1 y z—2 . o .
La expresion de r = —— =3 = —, Por unas ecuaciones paramétricas es la si-
x=14+6
guiente: r = {y =26
z=2—-90

El punto Q, interseccion de la recta  con el plano m; es el siguiente:

m=2x—y—z=-—4
x=1+6 _ .
rE{y=26 52(14+68)—25—(2—6) = —4;
z=2—-6
x=1-4=-3

2425—-26-246=-4>6=—4 :{y=—8 }:Q(—3,—8,6).
z=2+4=6
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x2+3
—. Obtener:
xX“—4

5°) Consideramos la funcion f(x) =

a) El dominio y los puntos de corte con los ejes.
b) Las asintotas de la funcion.
c¢) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y los extremos.

d) La primitiva de la funcion f(x).

a)
Por tratarse de una funcion racional su dominio es R, excepto los valores reales
de x que anulan el denominador.

x2—4=0>x;,=-2,x,=2>D(f) =R-{-2,2}.

Los puntos de corte con los ejes son los siguientes:

2
izj=0=>x2+3=0:>x$R=>NocortaalejeX.

EjeX=f(x)=0=

EjeY >x=0= f(0) =

0%+3 3 3
024 a =4 (O’ _Z)'
b)
Asintotas horizontales: son de la forma y = k; son los valores finitos de la fun-
cién cuando x tiende a mas 0 menos infinito.

: : 243 , .
k= lim f(x) = lim x2+ = 1 = Asintota horizontal:y = 1.
X—+co x—+oo X“—4

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacer que la funcion tienda
a infinito o menos infinito; son los valores que anulan el denominador.

Asintotas verticales: x = —2,x = 2.

No tiene asintotas oblicuas por ser incompatibles con las asintotas horizontales.

c)
Una funcion es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o
negativa, respectivamente.

2x-(x2—4)—(x2+43)-2x _ 2x-(x?-4-x2-3)  —14x
(x2-4)? - (x2-4)2 T (x2-4)2

i) =

Por ser (x2 —4)2 > 0,Vx € D(f), el signo de la derivada es el del numerador
de su derivada.



Parax < 0= f'(x) >0 = Crecimiento: (—o,—2) U (—2,0).

Parax > 0= f'(x) <0 = Decrecimiento: (0,2) U (2, +0).

Para que una funcion tenga un maximo o minimo relativo en un punto es condi-
cidn necesaria que se anule su derivada en ese punto. Esta condicidén necesaria no es
suficiente; para que exista el mdximo o minimo es necesario que no se anule la segunda
derivada en ese punto para el valor que anula la primera derivada.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada;
si es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un minimo y, si es negativa,
de un maximo.

14x

f') = o flx)=0= (24)2—0 —14x = 0; x = 0.
"(x) = —-14-(x?—4)?+14x-[2-(x?—4)-2x] _ —14-(x>—1)+56x%  —14x2+14+56x%
[ = (x2-4)* I N CEEE
_ 42x%+14 " _ 14-(3x%+1)
- (x2-4)3 f ( ) - (x2-4)3 °
.(3-02
f"(0) = 14(53_04;1) = _1644 < 0 = Maximo relativo para x = 0.

0+3 3 (o 3
f(O)— :—Z=>Maxlm0.A(0, 4).

d)
243 2—4+7 7
Fx) = [f()-dx =[S0 dx= [ dx = [(1-—=) dx =
= [dx - 7-1. (%)
1 1 1 M N Mx—2M+Nx+2N
I'= fx2—4 Hdx = x2—4  (x+2)(x=2)  x+2 T x=2  (x+2)(x-2)

_ (M+N)x+(-2M+2N) M+N=0y 2M+2N =0 I U |
B x?—4 :>—2M+2N=1}—2M+2N=1}:>N_4'M_ P

_ii.__l/‘* 1/4 1 _ 9] _ _
:>1_f(x+2+x_2) dx_f( - “) dx=Z[LIx—2| - Llx - 2]+ C =
>1=1-L[—|+c

4 x+2

Fix)=x—7 L| |+C
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6°) Se desea construir un cuadrado y un tridangulo equilatero cortando en dos partes un
cable de acero de 240 metros de longitud.

a) Calcular la suma de las areas del tridngulo y del cuadrado en funcién del valor de x
que corresponde con los metros que mide un lado del triangulo.

b) Calcular la longitud de cable necesaria para construir el triingulo de modo que la
suma de las areas del triangulo y del cuadrado sea minima y calcular el a&rea minima.

a)

Sr(x) = 5,00 +5.00 = 2x - Zx + (

240—3x)2 . \/§x2 + 57.600—1.440x+9x%
4 T4 16 -

4+/3x2%2+57.600—1.440x+9x2 1
= = Sr(x) =—-
16

1 [(4V3 + 9)x2 — 1.440x + 57.600].

b)
Para que una funcion tenga un minimo es condicidn necesaria que se anule su
primera derivada:

S#(x) = —- [2(4V3 + 9)x — 1.440],
Sp(x)=0= 1—16 [2(4V3 + 9)x — 1.440] = 0; 2(4V3 + 9)x — 1.440 = 0;

720 _ 720-(4v3-9)  720-(4V3-9)
4v3+9  (4V3+9)(4V3-9)  48-81

(4V3+9)x—720=0>x =

_720-(9-4v3) _240-(9-4V3) _720-(9-4V3) _
=— DX =— 3x = —— = 135,61.

Superficie minima si la longitud del cable del triangulo es 135,61 metros.

240-(9-4/3 . . . ..
Para x = % la suma, aproximada, de las superficies es la siguiente:



_ 1 240-(9-4+/3) 2 240-(9-4+/3) _
Sp=—- {(4\/5 +9) - [—11 ] — 1440 - =————+57.600 ¢ =

_240% [(81-48)-(9-4v3)—66-(9-4v3)+121] _ 3.600 _
16 122 ]_ 122 [121-33-(9-43)] =

_ 3.600 o . (0 _ _ 3.600 _ _3.600-(12v/3-16)
==—-[11-3-(9-4V3)| ==~ (11 -27 +12V3) = = =
14.400-(3v3-4)

m? = 1.565,87 m?.
11

= S =
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