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MATEMATICAS I Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

El alumno contestara solo tres problemas entre los seis propuestos. Se permite el uso
de calculadoras siempre que no sean graficas o programables, y que no puedan realizar
célculo simbdlico ni almacenar texto o formulas en memoria. Se utilice o no calcula-
dora, los resultados analiticos, numéricos y graficos deberan estar siempre debida-
mente justificados. En las respuestas se deben escribir todos los pasos del razonamiento
utilizado.

ax+y=1
1°) Dado el sistema de ecuaciones: {x +z =1 .
x+ay+(@—1)z=a

a) Discutir el sistema en funcion del pardmetro real a.

b) Encontrar todas las soluciones del sistema cuando esto sea posible.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

a 1 0 a 1 0 1
M=(1 0 1 >yM’=(1 0 1 1).
1 a a-—-1 1 a a—1 a

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro a es el siguiente:

a 1 0
IM|={1 0 1 |[=1-a?-(@-1)=0; 1—-a®>—a+1=0;
1 a a-—1
a’?+a—-2=0; a:_1i21+8=_1§\/§_1i3=>a1=—2,a2=1.
Para {a * _2} = Rang M = Rang M’ = 3 = n® inc6g.> S.C.D.
a+1

-2 1 0 1
Paraa=—2=>M’=(1 0 1 1>=> Rang M' = {C,,C,, C,} =
1 -2 -3 =2
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-2 1 1
|1 0 1|=-2+1-44+2=-3%0=Rang M’ =3.
1 -2 -2
Paraa = -2 = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.
1 1 0 1
Paraa=1=>M'=<1 0 1 1>=>{61=C4}=>RangM’=2.
1 1 0 1
Paraa =1= Rang M = Rang M' = 2 <n%incég.= S.C.I.
b)

Resolvemos, en primer lugar, para {aai—lZ

determinado. Se resuelve por la regla de Cramer.

}, que resulta un sistema compatible

1 1 0
1 0 1
x =la a a1l _ a-a—(a-1) _ 1
T —(a?+a-2) —(a+2)(a-1) a+2’
a 1 0
1 1 1
|1 a a-1l _ ala-D+1-a*-(a-1) _ a*-a+l1-a*-a+1 _ -2(a-1) 2
y= —(a%2+a-2) —(a+2)(a-1) T —(a+2)(a-1)  —(a+2)(a-1) a+2
a 1 1
1 0 1
1 @ al _ at1-a*-a 1—a? _ —(a+1)(a-1) _ a+1
zZ= —(a2+a-2) —(a+2)(a-1) —(a+2)(a-1) —(a+2)(a-1) a+2’
Solucién: x = L; y = i; zZ = a—+1,Va €ER-{-2,1}.
a+2 a+2 a+2
x+y=1
Se resuelva ahora para a = 1. El sistema resulta: {x + z = 1, equivalente al sis-
x+y=1
tema {x ty= 1. Haciendo x = A:
x+z=1

Solucion: x =A; y=1—1;, z=1—-AVAER.
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2°) Dada la matriz A = (a +b 1 b):

0 a—

a) Calcular los valores de los parametros a y b para que se cumpla A~1 = ((1) _11)

b) Para los valores a y b obtenidos en el apartado anterior, calcular A% y A*.

¢) Calcular det(4~°°) cuando a®?—b? # 0.

a)
A-A‘1=I=>(a-(|)_b aib).((l) _11)=I; (a-(l)—b —aa—_bb+1):I;
(5P ) (D s a-bii-0|=a=1b=0
a—b=1
b)
Paraa=1yb:0=>A:((1) 1)
wenas (GG
e=rta=(y DG DG D)
S N R
c)
det(A™5°) = —— = ! =—L1 o det(475%) = (a? — b?)~5O,

(|A|)50 (|a_(|)_b 1b|)50 - (aZ_bZ)SO
a—
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3°) Dados los puntos A(2,0,0) y B(0,1,0),ylarectas = xT_l = yT_l =z

a) Hallar la ecuacién de la recta  que pasa por los puntos Ay B.

b) Determinar la ecuacion implicita del plano que contiene a la recta s y es paralelo a
la recta r.

c¢) Calcular la distancia del punto A a la recta s.

a)
Los puntos A y B determinan el vector:
AB = 0B — 04 =1[(0,1,0) — (2,0,0)] = 4B =7, = (-2,1,0).
x = =21
La expresion de r por unas ecuaciones parametricas es: r =y = 1 + A.
z=10
b)

Un punto y un vector director de s son P(1,1,0) y v, = (2,3, 1).

. x—1 y—1 =z
n(AB, vg; P) = | -2 1 0/=0&-1D—-6z—-2z+2(y—-1) =0;
2 3 1

x—1—-8z+4+2y—-2=0=>n=x+2y—8z—-3=0.

c)

La distancia de un punto a una recta puede determinarse teniendo en cuenta que
el area del paralelogramo que forman dos vectores es el modulo de su producto vecto-
rial y, de forma geométrica, es el producto de la base por la altura.

Para una mejor comprension del proceso se hace un esquema de la situacion.

S:lvs/\PAl}:lgg/\ﬁ|=|§;|h =

S=lvg|-h
S h=d(A,s) = Beeal
[vgl
PA=04-0P =

=[(2,0,0) - (1,1,0)] = (1,-1,0).



i j ok

2 3 1
d(4,s) = |vs/\PA| —1 oll _ lj-2k=3k+il _ li+j-5k| _ J12+124(-5)%? _
[v2l \/22+32+12  VAt9+1 V12 Via -
V1+1+425 _ V27 _ 3V3 3\/_
=>d(4,s) =—u.

Viz  Vid Vi
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4°) Dados los puntos A(2,1,—2) y B(3,2,3), yel plano T = 2x + 2y + z = 3, obte-
ner:

a) El punto de corte C entre el plano = y la recta perpendicular a = que pasa por B.

b) El éarea del tridngulo cuyos vértices son A, By C.

a)

Un vector normal del plano mes 71 = (2,2, 1).

La recta r, perpendicular a m, tiene como vector director a vector normal del
plano, o sea: v, = (2,2,1).

x=3+421
La expresion de r por unas ecuaciones parameétricas es: r = {y = 2 + 24.
z=3+1

El punto C, interseccion de la recta r con el plano r es el siguiente:

n=2x+2y+z=3

x=3+2A

r={y=2+21
z=3+4

=22B+20)+2@2+20)+ @B+ 1) =3;

64+41+4+41+34+1=3; 94 =—10; 1= —

=

7 2 17
~c(-21)
9 9° 9

b)
2 17

Los puntos A(2,1,—-2),B(3,2,3),C (g — 5,?) determinan los vectores:

AB=0B—-04A=1[@3,23)—-(2,1,-2)]=(,1,5).

7003 = (-3 ) - -0 = (218

puede expresarse de la forma AC = g - (—11,-11,35).

), que tambien

El area del triangulo que determinan tres puntos no alineados es la mitad del
maodulo del producto vectorial de los dos vectores que determinan:

1 /= - 1 1 L ] k
SABC=E-|AB><AC|=E-5- 1 1 5=
-11 -11 35



= —|35i — 55j — 11k + 11k + 55 — 35j] = = |90i — 90j| =5 - |i — j| =

=512+ (-1)2=5-V1+ 1= S =5V2u?
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59 a) Calcular, indicando todos los pasos, la integral I = fxz_;ﬁ - dx.

. -/ t 18
b) Determinar, en funcion de ¢, el valor de A = f8 o dx

c) Determinar el valor de t > 8 para que A = f8 ﬁ dx = L—

a)

18
[ = | ——- dx.
fx2—5x—14

x? —5x —14 = 0; x=5i 225+56=5i;/8_1=5;£9 =>x=-2,x,=7.
x> —=5x—14 = (x + 2)(x = 7).
18 M N Mx—7M+Nx+2N (M+N)x+( 7M+2N)
2 = + = 2
x%2—-5x—14 x+2  x-7 (x+2)(x—=7) x2—-5x—14

M+N:O} —2M—2N=0}=>_9M=18M; M=-2; N=2.

—7M + 2N = 18) —7M + 2N = 18
I=fo0—. dx—f(x_—fz+%)-dx=—2L|x+2|+2L|x—7|+C=>
:1:]$-dx=z-ﬂ—;;|+c.
b)
A= ee=2 L[ =2 S -1 () =
2- (L= - 1) =2+ (L || - L1+ L10) =
=A=f,——-dx=2(L||+110).
c)
A=fo—— dx=12=2- (L] +110) = L= = 152 - 125
2- (L] +110) =215 - 2L2; L| |+ 110 = L5 - L2;
L= +110=15-12-110; L|—|=15-120=L—=L>= || =2



ZT_2) 4t-28=t+2; 3t=30=>¢t, =10

tv2 4l 1 .
=7 _ _ Y —=—=; 4t—-28=—-t—3; 5t=25=>t,=5%*8
42 4 t+2 4

El Unico valor de t que cumple las condiciones pedidas es t = 10.

kkkkhkkhkikkkik



6°) Considerar la funcion f(x) = e para los valores positivos de x. Por cada punto
M|[x, f(x)] de la gréafica de f se trazan dos rectas paralelas a los ejes de coordenadas,
OXy QY. Estas dos rectas, junto con los ejes de coordenadas, definen un rectangulo.

a) Determinar el area del rectangulo en funcién de x.

b) Encontrar el punto M que proporciona mayor area y calcular esta area.

a)

Los maximos y minimos de la funcién f(x) = e™*" son los siguientes:
Flx)=—2x-e*=0=-2x=0; x=0.

) =-2-e™ —2x-(=2x-e™*) = —2¢7* - (1 - 2x?).
f"(0)=-2-¢%-(1—-0) =-2< 0= Maximo relativo para x = 0.

F0) =e 0 =e%=1= Max: A0, 1).

liT f(x) = lir+n e = lim — =— = 0. La recta y = 0 (eje X) es asin-
X—+o0 X—+oo o

x—+oo e*

tota horizontal de la funcion.

Teniendo en cuenta que la funcidn es simétrica con respecto al eje de ordenadas,
porser f(—x) = f(x) yque f(x) > 0,Vx € R, larepresentacion grafica, aproximada,
de la funcidn es la que aparece en el grafico siguiente.

—8 ~6

><W

2

S=x-f(x) >Sx)=x-e7*".

b)
Para que una funcidn tenga un maximo relativo en un punto es condicion nece-
saria que se anule su primera derivada en ese punto.
—x2 a2 2
S)=1-e* +x-(-2x-e™) =™ (1—-2x?).

S(x)=0=>e*(1—-2x2)=0; e* £0,vx€r; 1—2x2=0; x2 =%;
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