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MATEMATICAS I Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

El alumno contestara solo tres problemas entre los seis propuestos. Se permite el uso
de calculadoras siempre que no sean graficas o programables, y que no puedan realizar
célculo simbdlico ni almacenar texto o formulas en memoria. Se utilice o no calcula-
dora, los resultados analiticos, numéricos y graficos deberan estar siempre debida-
mente justificados. En las respuestas se deben escribir todos los pasos del razonamiento
utilizado.

x+y+@+1)z=2
1°) Dado el sistema de ecuaciones: {x + (a — 1)y + 2z = 1:
2xtay+z=-1
a) Estudiadlo en funcién de los valores del parametro real a.

b) Encontrad todas las soluciones del sistema cuando este sea compatible.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

1 1 a+1 1 1 a+1 2
M=(1 a—1 2 >yM'=(1 a—1 2 1).
2 a 1 2 a 1 —1

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro a es el siguiente:

1 1 a+1
IM|=11 a-1 2 |=(@a-D+aa+1D)+4-2@*-1)—-2a—-1=
2 a 1

=a—-1+a’+a+4-2a*+2-2a—-1=4—-a*=0=>a, =-2,a, =2.

a+ —2

_ b a0 i
Para{a¢2}=>RangM—RangM =3 =n2%incog.=> S.C.D.

1 1 -1 2
Paraa=-2>=>M = (1 -3 2 1 > = Rang M' = {C,,C,, C,} =
2 =2 1 -1
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1 1 2
=1 -3 1|=3-44+2+124+2+1=16+0= RangM' = 3.
2 -2 -1
Paraa = -2 = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.
1 1 3 2
Paraa=2>M' = 1 1 2 1 =>RangM’=>{C2,C3,C4}=>
2 2 1 -1
1 3 2
=11 2 1|=-24+2+6—-8—-1+3=0= RangM' =2.
2 1 -1
Paraa =2 = Rang M = Rang M' = 2 <n%incég.= S.C.I.
b)

Se resuelve, en primer lugar, para a € R — {—2, 2}, que el sistema resulta com-
patible determinado. Se utiliza el método de Gauss.

1 11 “;’1 i =>{F2—>F2—F1}=>
a_
2 a 1 _1 F3_)F3_2F1

1 1 a+1 2
=><0 a—2 1-a —1>=>{F3—>F3—F2}=>
0 a—2 —-2a—-—1 -5
1 1 a+1 2 1 1 a+1 2
='<O a—2 1-a —1>=>{F3—>—F3}=><0 a—2 1-—a —1>=>
0 0 —-a—2 —4 0 0 a+2 4

(a+2)z=4zz=i.

a+2

(@=2y+(1—a) ——=—1 (a=2)y=—1— 209 _ —e2+sla-1) _ 3a-6,
y a+2 ’ Y= at+2 a+2 T oa+2’

__3(a-2) _ 3

(a- Z)y T a+2 Y= a+2’
x+y+ (a+1)z=2; x=2— 3 4(a+1) _ 2at4-3-4a—4 oy = —2a—3'

a+2 a+2 a+2 a+2
Solucion: x = 2223, y = 2. ,=2 vaer- {=2,2}.
a+2 a+2 a+2

b)
Se resuelve ahora para a = 2; el sistema resulta compatible indeterminado.



x+y+3z=2
a=2=>{x+y+2z=1 . Despreciando una de las ecuaciones, por ejemplo
2x+2y+z=-1
la tercera, y haciendoy = A, resulta: z=1; x = -1 — A.

Solucion:x=—-1—A4, y=A4;, z=1,VA€ER.
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2°) Sean los siguientes planos m;:x + y+z=a—-1; m,:2x+y+az=aymn;:x +
ay +z = 1.

a) Determinad la posicion relativa de los tres planos en funcion del parametro a.
b) Para a = 1, calculad, si existe, la recta de corte entre los planos m; y m5.

c) Para a = 2, calculad, si existe, la recta de corte entre los planos m; y m,.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema que forman los tres planos-
son las siguientes:

1 1 1 1 1 1 a-1
M=<2 1 a)yM’=<2 1 a a >
1 a 1 1 a 1 1

Segun sean los rangos de M y M’ pueden presentarse los siguientes casos:
1.-- Rang M = Rang M' = 3 = Los planos son secantes. Se cortan en un punto.

2.-- Rang M = Rang M' = 2 = Los planos se cortan en una recta.
(dos de los planos pueden ser coincidentes)

3.-- Rang M = Rang M' =1 = Los tres planos son coincidentes.

4.-- Rang M = 1; Rang M' = 2 = Hay planos paralelos.
(si no hay planos coincidentes son los tres paralelos)
(si dos planos son coincidentes son paralelos al tercero)

5.-- Rang M = 2; Rang M' = 3 = Hay planos secantes.
(si no hay planos paralelos se cortan dos a dos; determinan un prisma)
(si dos planos son paralelos son secantes al tercero)

1 1 1
IM|=12 1 a|=1+2a+a-1-ad*—-2=—-a*+3a—-2=0;
1 a 1
a’—3a+2=0; a:3i29_8:3i2ﬁ=3;‘rl=>a1=1,a2=2.
{Clil _ r_ .
0+ 2} = RangM = Rang M' = 3 los planos secantes; se contan en un punto.

1 1 10
Paraa=1=>M' = (2 1 1 1) = Rang M' = {C;,C,, C,} =
1 1 11
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1 1 0
=12 1 1|=1+1-1-2=-1+#0= RangM' = 3.
1 1 1

a =1= RangM = 2; Rang M' = 3 = Hay planos secantes.

Los planos m, y m3 son paralelos y secantes con m,.

1 1 11
Paraa=2=>M'=<2 1 2 2>=>{61=C4}=>RangM’=2.
1 2 11

a=2= Rang M = Rang M' = 2 = Los tres planos se cortan en una recta.

b)
Como se ha visto en el apartado anterior, los planos m; y w3 son paralelos, por
lo cual:
No existe recta de corte de my y m3.

c)
m=x+y+z=1

T, =2x+y+2z=2 que determinan la

Para a = 2 los planos m; y m, son: {

recta siguiente:

7T2—27T1=>y:0=>7”5{;12021
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x—1
x(x+2)

Obtened:

3°) Consideremos la funcion f(x) =

a) El dominio y las asintotas de la funcion f.
b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x),

c) Laintegral I = [ f(x) - dx.

a)
Por tratarse de una funcién racional, su dominio es el conjunto de los nimeros
reales, excepto los valores reales de x que anulan el denominador.

x(x+2)=0=>x;,=-2,x,=0 = D(f) =R —{-2,0}.

Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la fun-
cién cuando x tiende a mas 0 menos infinito.

k = 1ir+n f(x) = lim = 0 = Larectay = 0 es asintota horizontal.
xX—+o00

xX—+oo x(x+2)

Asintotas verticales: son los valores finitos de x que hacen que la funcion tienda
a infinito o menos infinito: son los valores que anulan el denominador.

Las rectas x = —2 y x = 0 son asintotas verticales.

No tiene asintotas oblicuas por ser incompatibles con las horizontales.

b)
Una funcion es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o
negativa, respectivamente.

1[x-(x+2)]-(x=1)-[1-(x+2)+x-1]  x24+2x—(x-1)(2x+2) _ x2+2x—2(x-1)(x+1)

1A
x) = = =
f ( ) x2(x+2)2 x2(x+2)2 x2(x+2)2
_xZ42x-2(x%-1)  x*42x—2x%+2 N f’(x) _ —x242x+2
- x2(x+2)2 T x2(x+2)2 T x2(x+2)2

Por ser x2(x + 2)%2 > 0,vx € D(f), f'(x) sera positiva 0 negativa cuando sea
positivo o negativo la expresion —x? + 2x + 2.

_2+V4+8 _ 24V12 _ 2423 _

—x%24+2x+2=0; x?—-2x—2=0: x
2 2 2

=1+V3=2x,=1-+/3, x, =1+/3.



Siendo la funcion g(x) = —x? + 2x + 2 una parabola concava (N) por ser ne-
gativo el coeficiente de x2, que corta el eje de abscisas en los puntos Pl(l —/3, 0) y

P,(1 +/3,0). Teniendo en cuenta lo anterior y el dominio de la funcion, los periodos
de crecimiento y decrecimiento son los siguientes:

Decrecimiento: f'(x) < 0 = xe(—o,—2) U (—2, 1-— \/§) U (1 + /3, +00).

Crecimiento: f'(x) > 0 = xe(l — /3, 0) U (0, 1+ \/§)

c) )
x—
I—ff(x)-dx—fx(x+2)-dx.
x-1 A B _ Ax+24+Bx _ (A+B)x+24 __ A+ B =1 _ 1
x(x+2)_x+x+2_ x(x+2)  x(x+2) 2A=—1}:A_ 2
1
_E+B:1=>B=_
(XY g (22, 32 = L, 3.
I—fx(x+2) dx—f( - +x+2) dx=—2-Llx| +3-Llx+ 2|+ C.
x—1 (x+2)3

I=fx(x+2)-dx=L + C.

X
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-1 2 m
49) Dada la matriz A = ( 0 m 0 ) se pide:
2 1 m?+1

a) Obtened el rango de la matriz en funcion del parametro m.
b) Explicad cuando la matriz A es invertible.

c¢) Resolver la ecuacion X - A = I, donde I es la matriz identidad, en el caso de m = 1.

a)
-1 2 m
[Al=[0 m 0 |=-m(m?+1)-2m?=-m3-—m-2m? =
2 1 m?P+1

=-mm?+2m+1)=-m(m+1)?=0=>m; =-1,m, =0.

m+* —1 _
Para{mio}zRangA—B.
-1 2 -1
Paraa=-1=2>A=(0 -1 0 |={C, =C3}= RangA=2.
2 1 2
-1 2 0
Paraa=0=>A4A=| 0 0 0|>RangA=2.
2 1 1
m=—1 .
Para{m=0}=>RangA—2.
b)
Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.
La matriz A es invertible Vm € R — {—1, 0}.
c)

X A= X-A-A1=1-A"1 X I1=A1=Xx=4"1

Se obtiene la inversa de la matriz A por el método de Gauss-Jordan.

-1 2 1
Param=1esdA=|1 0 1 0]

2 1 2



1 0 O
0 1 0)=>{F1—>—F1}=>

-1 2 1
(A|I)=<O 1 0
0 0 1

2 1 2

1 -2 —-1-1 0 0 1 -2 —-1]-1
:><0 1 0|0 1 0):>{F3—>F3—2F1}:><0 1 o]0
2 1 2lo o0 1 0 5 412
1 0 —-1-1 2 0
F, > F, + 2F
{F1—>F1—5F2}:><0 1 olo 1 0>=>{F3—>iF3}:>
3003 z 0 0 412 -5 1
10 —-11-1 2 0 1 0 o5 3
=><0 1 0/]0 1 O)=>{F1—>F1+F3}=> 0 1 0|0 1
00 1lz; % 3% 00 1| =

alr O BIR

= A1 =

NI ONIIH
! —_ W
Nk O NR
Il
|
I
N O )
I
U_I-P w
_ O =
\/

N3

*khkkhkkkkkkkk



5°) Dados el punto P(1,2,3) yelplanom = 3x + 2y + z + 4 = 0, se pide:
a) Calcular la distancia del punto P al plano r.
b) Calcular el punto P’ que es simétrico de P respecto del plano .

c¢) Calculad la ecuacién del plano ' que pasa por P’ y es paralelo a 7.

a)
La distancia del punto Py(xy, Vo, 2o) al plano Ax + By + Cz + D = 0 viene

p __ |Axg+Byg+Czy+D| . P
dada por la férmula d(P,, m) = Wi Aplicando la formula al punto

P(1,2,3)yalplanomr =3x+2y+z+ 4 =0:

[3:1+2-2+1-3+4] _ [3+4+3+4] _ 14

dAm) = mnme ~ vran Vi

d(P, ) = V14 unidades.

b)
La recta t que pasa por P(1, 2, 3) y es perpendicular al plano  tiene como vector
x=1431
director al vector normal del plano: 7 = (3,2,1). t =3y = 2 + 2A.
z=3+4
El punto M, interseccion del plano r con la recta t es el siguiente:
n=3x+2y+z+4=0 tnP(123)
x=14+31 N
t = {y =2+4+21
z=34+41 F?M
=>3(1+30)+2Q+20)+ 2+2) +4=0; - :
3+91+4+41+2+421+4=0; 15+ 151 =0; TP@JJ)

x=1-3=-2
1+A=0:A=—L:%=2—2=0}:MG&QD.
z=3-1=2

Tiene que cumplirse que PM = MP'.

PM =0M — 0P = [(-2,0,2) — (1,2,3)] = (-3,-2,—1).

MP = 0P — OM = [(x,v,2z) — (—=2,0,2)] = (x + 2,y,z — 2).
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x+2=-3->x=-5
(-3,-2,-1D)=x+2,y,z-2)=>{y=-2 =
z—2=-1-2z=1

= P'(-5,-2,1).

c)

El haz de planos a, paralelos a m tiene la expresion a« =3x + 2y +z+ D = 0.
De los infinitos planos del haz «, el plano =’ que contiene al punto P’, es el que satis-
face su ecuacion:

a=3x+2y+z+D=0

s 2 1)}=>3-(—5)+z-(—2)+1+D=o,-

—-15-4+1+D=0; D-18=0= D = 18.

n'=3x+2y+z+18=0.

*kkkhkkhkhkkik
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6°) Un espejo plano, cuadrado, de 80 cm de lado, se ha roto por una esquina siguiendo
una linea recta. El trozo desprendido tiene forma de tridngulo rectangulo de catetos 32
cm y 40 cm, respectivamente. En el espejo roto recortamos una pieza rectangular R,
uno de cuyos Vértices es el punto P(x, y). Véase la fi-
gura adjunta.

a) Hallad el &rea de la pieza rectangular obtenida en R
funcién de x, para 0 < x < 32. ?

b) Calculad las dimensiones que tendra R para que su 3
area sea maxima. ¢ )

¢) Calculad el valor de dicha area maxima. ﬂﬁL.J B

a)
Para expresar el valor de y en funcion de x X,
se tiene en cuenta que los triAngulos rectangulos

ABC y ADE son semejantes por lados paralelos. A

>
|

< E

<ﬁ) X \
NN

B 32 C

160—5x)
4

AB AD 40 40-y 5 40—y ?
BC <

T DE 32  x 4 x

160—-5x

Sx =160 — 4y = y =

R = (80 — x)(80 — y) = R(x) = (80 — x) (80 —

— (80 _ X) (320—160+5x)

= R(x) = i (80 — x)(160 + 5x).

b)
Para que el area sea minima es condicion necesaria que se anule su primera de-
rivada y sea positiva su segunda derivada para los valores que anulan la primera.

S'(x) ==[-1-(160 + 5x) + (80 — x) - 5] = i(—160 — 5x + 400 — 5x) =

1

4

==+ (240 — 10x) = 5'(x) =2+ (24 — x).
S'()=0=2-(24-x)=0; 24—x=0=x=24
S'(x) =§-(—1) = —§<0=>Méximo para x = 24.

160—5x 160—5-24 160—120 40
y=—; >x=24=>y= y = "
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80 — 24 =56; 80— 10 =70.

El area R es maxima cuando sus dimensiones son 56 X 70 cm.

R=x-y=56-70=3.920.

El area maxima de R es de 3.920 cm?.
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