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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

El alumno contestara solo tres problemas entre los seis propuestos. Se permite el uso
de calculadoras siempre que no sean gréaficas o programables, y que no puedan realizar
calculo simbdlico ni almacenar texto o formulas en memoria. Se utilice o no calcula-
dora, los resultados analiticos, numéricos y graficos deberan estar siempre debida-
mente justificados.

2x—y+z=m

1°) Se da el sistema de ecuaciones: {x +y +3z=0 |, donde m es un parametro
S5x—4y+mz=m

real. Se pide:

a) La discusion del sistema de ecuaciones en funcion del parametro m.

b) La solucion del sistema cuando m = 1.

c) Las soluciones del sistema en el caso en que sea compatible indeterminado.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

2 -1 1 2 -1 1 m
A=<1 1 3>yA’=<1 1 3 0).
5 =4 m 5 =4 m m

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del parametro m es el siguiente:

2 -1 1
Al=[1 1 3|=2m-4-15-5+4+24+m=0; 3m=0=>m=0.
5 =4 m
Param # 0 = Rang A = Rang A’ = 3 =n2%incég.= S.C.D.
2 -1 1 0
Param=0=>A’=(1 1 3 0>=>RangA’=2.
5 -4 0 0
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Param =0 = Rang A = Rang A’ = 2 <n%incbég.= S.C.I.

b)
2x—y+z=1
Para m = 1 el sistema resulta x +y + 3z = 0}, que es compatible determi-
S5x—4y+z=1
nado. Resolviendo por la regla de Cramer:
1 -1 1
o 13 1 1+12 13-4
x=1_41=_3_+ :3_ =2=3
3 3 3 3
2 1 1
Lol 1+15-6-1 9
—Is 1 af _ 1#+15-6-1 9
y="—= . =5=3
2 -1 1
1 1 0
, =15 -4 1 =2—4—5+1=3—9=—_6=_2.
3 3 3
Solucion:x =3, y=3, z = —2.
c)
El sistema es compatible indeterminado para m = 0, en cuyo caso el sistema
2x—y+z=0
resulta x+y+3z = 0}, que es, ademas, homogéneo.
5x—4y =0

Haciendo z = 1y despreciando la tercera ecuacion:

2x —y=-1

4 8 5
x+y=—3/1}=>3x‘—4/1' X==-k y=2x+i=—A+1=—:A

Solucién: x = —gﬂ,y = —S/l,z = A, VA ER.
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2°) Se dan las rectas r: {32Cx+_yz__11:_00’ s Xt = _ll = gy elplanom:x + my + z =

1
2, que depende del pardmetro real m. Obtened:
a) La posicion relativa de las rectas r y s.
b) El valor del pardmetro m para que las recta r esté contenida en el plano .

c) Los puntos A, B y C, interseccion del plano 7= con los ejes de coordenadas cuando
m = 2, asi como el volumen del tetraedro de vertices A, B, Cy P(2,2,2).

a)
La expresion de r dada por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:
x=A
:{326+_y__11__00:>x=/1; y=1-4 z==-1+2A=>r=yy=1-1
rTrT AT z=-1+21

Un punto y un vector director de la recta r son A(0,1,—-1)y v, = (1,—1, 2).

Un punto y un vector director de la recta s son B(1,0,0) y v, = (1,-1, 2).

Los vectores 7, y v, son linealmente dependientes por ser proporcionales sus
componentes; esto implica que las rectas r y s son paralelas o coincidentes. Para dife-

renciar el caso hacemos lo siguiente:

Segun que el punto B € s pertenezca o no a la recta r, las rectas seran coinci-
dentes o paralelas, respectivamente.

Un punto pertenece a una recta cuando satisface su ecuacion:

=xi)1l_/1 x=1-1=1
"= y_— 1+ (™ y=0->A=1}=>B¢r.
z=-—14 2=0-1=1/2
B(1,0,0)

Las rectas r y s son paralelas.

b)

Para que las recta r esté contenida en el plano m tienen que cumplirse las dos
siguientes condiciones: el punto A(0, 1, —1) € s tiene que pertenecer también al plano
m Y, el vector director de la recta y el vector normal del plano tienen que ser perpendi-
culares.

xX+my+z=2

A(0,1,—1)}=>0+m_1=2=>m:3'



Un vector normal del plano w es 7 = (1,m, 1).

Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero.
v, -n=0=>(1,-1,2)-0,m1)=1-m+2=0=>m=3.

La recta r esta contenida en el plano m param = 3.

c¢) Los puntos A, By C, interseccion del plano 7t con los ejes de coordenadas cuando
m = 2, asi como el volumen del tetraedro de vertices A, B, Cy P(2,2,2).

Param = 2 el plano r resulta ser m: x + 2y + z = 2.

Los puntos de corte del plano = con los ejes coordenados son los siguientes:

. Z:0
mx+2y+z=2 -

. x=0
EJeY:’z=o}}=>2y=2; y=1= B(0,1,0).
K B(0,1,0)

mx+2y+z=2

) x=0
Eer:’y=o}}:>z=2=>C(0,0,2).
mx+2y+z=2

El volumen de un tetraedro es un sexto del producto mixto de los tres vectores
que lo determinan, en valor absoluto.

AB = OB — 04 =[(0,1,0) — (2,0,0)] = (—2,1,0).
AC =0C — 04 =[(0,0,2) — (2,0,0)] = (—2,0,2).

AP =0P — 04 =[(2,2,2) — (2,0,0)] = (0,2,2).

-2 1 0
VABCP:&'H_Z 0 2 =%|8+4|=%12=2=>VABCP=21’L3
0o 2 2
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3% Dada la funcién f(x) = x - e2=**, calculad:
a) El dominio, los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extremos relativos.
b) Las asintotas y la grafica de f.

c¢) Laintegral I = [ f(x) - dx.
a)

La funcion esta definida para cualquier valor real de x, por ser producto de dos
funcion continuas en R: D(f) = R.

2

f(=x) = —x- et (0° = —x . e17** = _f(x). La funcién es simétrica con
respecto al origen.

Una funcion es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o
negativa, respectivamente.

fl(x) =11 —x.2x. 1™ = 17" . (1 — 2x2).
fl(x)=0>= el™x* . (1—2x2)=0; el™* £0,Vx €R; 1—2x2=0;.

1 V2 V2
2x>=1; x’=-22x; = ——,x, = —.
2 1 2’727

Por ser f(x) continua en R, las raices de la derivada dividen a la recta real en los

intervalos (—oo,—g)’( V2 \/5) y (g

mente, positiva o negativa.

e ,+00), donde la derivada es, alternativa-

Considerando, por ejemplo, el valor x = 0 € (—g‘/g) es:

f'(0)=e'"%-(1-0)=e> 0= Crecreciente.

De lo anterior se deducen los periodos de crecimiento y decrecimiento, que son
los siguientes:
V2 V2

f'(x) > 0 = Crecimiento: x € (—7,7)_

f'(x) < 0= Decrecimiento: x € (—oo, —g) U (g +oo)_

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada;
si es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un minimo vy, si es negativa,
de un méximo.



f'(x) = —2x - el . (1 — 2x2) + 2% . (—4x) =

fo(=2x + 4x3 — 4x) = 2x - €17 . (2x2 = 3),

1
f"(2) =v2-ez-(-2) < 0 = Maximo relativo para x = .

(g) = Q'el_% = E'G% = £=>Max relatwoA(‘/_ ‘/_)
2 2 2 2’ 2

. , . , . 2 2
Por simetria con respecto al origen: Min.relativo B (— g — g)

b)
Asintotas horizontales: son de la forma y = k y son los valores finitos de la fun-

cion cuando x tiende a mas o menos infinito.

k= lim f(x)= 11m (x . el‘xz) =4(c0-el™®) = i%: Indet.=

x—+oo

1 _1_0-

_ iTo — + = Indet.= {L'Hopital} = ll+oo e 21 o

= lim
x—>+oo eX 71

Larectay = 0 (eje X) es asintota horizontal de la funcién.

Asintotas verticales:

No tiene asintotas verticales por ser una funcion continua en R.

Las asintotas oblicuas:

f (x) no tiene asintotas oblicuas por ser incompatibles con las horizontales.

Teniendo en cuanta lo anterior y que la funcién pasa por el origen, la represen-
tacion grafica de la funcion, aproximada, es la siguiente.

AY
A
1] NG 4 2
. NS X)) =x-e7*
—8 —6 —4 —2 >
- 0 2 4 6 8 X
\
~e 11
B
+2




c)
I=ff(x)-dx=f(x-el‘xz)-dx:»{ 1_x2:1t }:—l-fet-dt=
x-dxz—g-dt 2

=—%-et+C=>I=f(x-el‘x2)-dx=—%-el_xz-kC.
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1 2 3 1
4%) Se dan las matrices A = (—1 a 1) yB= <—1> (1 2 3).0Obtened:
1 a?-2 3 2

a) El rango de la matriz A segun los valores del parametro a.

b) Una matriz C tal que AC = 161, siendo I la matriz identidad, cuando a = 0.

X 1
c¢) El rango de la matriz B y la discusién si el sistema B - <y> = (—1) tiene solucion.

z 2
a)
1 2 3
4] = [-1 a 1l=3a—-3@?*-2)+2—-3a—(a*-2)+6=
1 a*-2 3

=8-4(?>-2)=0; 2—(a?-2)=0; a>=4=>a, =-2,a, = 2.

a+ —2

Para{aiz}:RangAz&

Por contener A el menor |_11 :)1)| * 0:

Para {aa::_zz} = Rang A = 2.

b)
A-C=16l; A1 -A-C=16-4"1-I; I-C=16-A4"1=>C=16-A"".
1 2 3
Paraa =0esA = (—1 0 1>.Se obtiene la inversa de A por el mé-
1 -2 3

todo de Gauss-Jordan.

1 2 3
(A|I)=(—1 0 1

100
)i{F2%F2+F1}=>
1 -2 3

0O 1 0
0 0 1 F3->F—F

1 2 31 0 0 ) 1 2 31 0 0
=><0 2 4|1 1 O)=>{F2—>EF2}=><O 1 2/ 2 0>=>
0 —4 0l-1 0 1 0 —4 ol-1 0 1

F. F. 4F.
3 ™ I3 +4r; 00 8




_ i 3 1
1 0 _1(1) 11 0 F1—>F1+F3 1 0 08 4 8
>0 1 2|3 ; O {F } 01 0o 0 t|=>
1 1 1 2_)F2_2F3 4 4
o0 1] 1 1 0 0 15 3 3
b E\ L /1 =6 1
>A1t=|1 0 - =§‘<2 0 —2).
111 1 2 1

. 1 -6 1 1 -6 1
C=16'A'1=16-§-<2 0 —2>=>C=2-<2 0 —2).

1 2 1 1 2 1

c)

1 1 2 3 F = —F
B=<—1>-(1 2 3)=<—1 —2 —3>:>{F2:2F1}=>Rang3=1.
2 2 4 6 o

X 1
La matriz ampliada del sistema B - <y> = <—1> es la siguiente:
A 2

1 2 3 1 F = _F
B’=<—1 -2 -3 —1>:>{F2:2F1}=>RangB’= :
2 4 6 2 oo

Segun el teorema de Rouché-Frébenius:

Rang B = Rang B’ =1 < n%incég.= S.C.1,con dos grados de libertad.
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5% Dados los puntos P(1,1,0),Q(2,—1,1) y R(a,3,—1), se pide:

a) La ecuacion del plano 7 que contiene a P, Q y R cuando a = 1 y la distancia de
dicho plano al origen de coordenadas.

b) La ecuacion de la recta r que pasa por R cuando a = 1 y es paralela a la recta s que
pasa por Py Q. Calculad la distancia entre las rectas r y s.

c¢) Los valores de a para los cuales P, Q y R estan alineados y la ecuacion de la recta
que los contiene.

a)
Cuandoa =1 = R(1,3,—1).

Los puntos P(1,1,0),Q(2,—1,1) y R(1, 3, —1)determinan los siguientes vec-
tores:

P0=00-0P =[(2,-1,1) —(1,1,0)] = (1,-2,1).
PR=0R—0P =[(1,3,-1) —(1,1,0)] = (0, 2,—1).
x—1 y—-1 =z

1 —2 1
0 2 -1

n(w, PR: P) =

2 -1+ 2z-2x—-1)+(@y—-1)=0; 2z+(y—1)=0=

>nt=y+2z—1=0.

La distancia del origen de coordenadas al plano Ax + By + Cz + D = 0 viene
. _ D
dada por la formula d(0, ) = T
Aplicando laformulaal planor =y +2z—-1 = 0:

-1 _ 1
V02+12422  V1+4

d(0,7) = = d(0,7) = § w

b)
vs =PQ = (1,-2,1).

Considerando el punto P(1,1,0) = s = x; — Yt _

Por ser paralelas las rectas r y s es v, = v, = (1,-2,1).



R(1,3,-1)>r= xf =3z

La distancia entre dos rectas paralelas es equivalente a la distancia de un punto
de una de las rectas a la otra recta. Por ejemplo, la distanciade s al puntoR € r.

Para una mejor comprension del proceso se hace un esquema de la situacion.

5:|”SAPR|} T APR| = [72] - h = h = d(R,s) = =R

= | Sl' |vs]

Aplicando la formula al punto R y a la recta s:

h=d(rs)=dR,s) = @_

i j ok
1 —2 1
0 -1l _ 12i+2k=2i+j| _ |j+2k| _
‘/12+( 2)2+12  V1+4+1 V6
— Ve —‘/§=>d(r s)—mu
G G ' 6

c)
Los puntos P(1,1,0),Q(2,—1,1) y R(a,3,—1) estaran alineados cuando los

vectores PQ y PR sean linealmente dependientes, es decir: que sus componentes sean
proporcionales.

PQ = (1,-2,1).
ﬁ?) :O—R)—W: [((1,3,—1) _(1' 170)] = (a_ 1'2'_1)
1 -2 1

a—1 2 -1 -

La recta que los contiene s, calculadaen a): s = == = =
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6°) Queremos disefiar un campo de juego de modo que la parte central sea rectangular,
y las partes laterales sean semicircunferencias hacia afuera. La superficie del campo
mide (4 + m) metros cuadrados. Se quieren pintar todas las rayas de dicho campo tal
como se observa en la figura. Si pide:

a) Escribid la longitud total de las rayas del campo en fun- y

cion de la altura "y" den rect
X

b) Calculad las dimensiones del campo para que la pintura usada sea minima.

a)

2 2
S=x-y+n-(§) =4+ m; x-y+7'[-y:=4+n;

16+4n—my?  4+m my

4y y 4

dxy+my? =16+4r > x =

8421 T
—7y+7ry=>

Perimetro = P(y) =2y + 2x + 2m % =2y +

8421

=Py)=2y+—

T
+2,
2

b)
La cantidad de pintura gastada sera minima cuando lo sea el perimetro.

Una funcidn tiene un minimo relativo cuando su se anula su primera derivada y
es positiva la segunda derivada para los valores que anulan la primera.

Piy)=2-=F+7=022+7=""5 4y’ + 1y’ =16 + 41
(A+m)y2 =16 +4m; y2 =L — 4oy = 42,

441

La solucion negativa carece de sentido logico, por lo cual, la solucion es y = 2.

16+4n
y3

Justificacion de minimo: P"'(y) = —(8 + 2n) _y%y =

16+4m
23

P"(2) = > 0 = Minimo para y = 2, como queriamos justificar.

4+ 2 4+
Paray =2 =>x=——"=""—

[
Br_T_2
2 4 2 2

El gasto de pintura es minimo para x =y = 2 metros.
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