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MATEMÁTICAS II             Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
Se elegirá solamente UNA de los dos OPCIONES, A o B, y se han de hacer los tres 
problemas de la opción. Se permite el uso de calculadoras siempre que no sean gráficas 
o programables, y que no puedan realizar cálculo simbólico ni almacenar texto o fór-
mulas en memoria. Se utilice o no la calculadora, los resultados analíticos, numéricos 
y gráficos deberían estar siempre debidamente justificados. 
 
OPCIÓN A 

1º) Se da el sistema de ecuaciones � � + � + 2� = 2          −3� + 2� + 3� = −22� + �� − 5� = −4   , donde � es un parámetro 

real. Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 
 �) La solución del sistema cuando � = 0. 
 �) El valor del parámetro � para el que el sistema es incompatible. 
 �) Los valores del parámetro � para los que el sistema es compatible y determinado y 
obtener la solución del sistema en función del parámetro �. 
 

----------  �)  
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 

 

 � = � 1 1 2−3 2 32 � −5� y �′ = � 1 1 2−3 2 32 � −5    2−2−4�. 

 
El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro � es el siguiente: 
 

|�| = � 1 1 2−3 2 32 � −5� = −10 + 6 − 6� − 8 − 3� − 15 = −27 − 9� = 0; 
 3 + � = 0 ⇒ � = −3. 
 

Según el teorema de Rouché-Fröbenius: 



�� � � ≠ −3 ⇒ "�#$ � = "�#$ �% = 3 = #º '#�ó$. ⇒ *. +. ,. 
 

Para � = 0 el sistema resulta � � + � + 2� = 2          −3� + 2� + 3� = −22� + �� − 5� = −4   , que es compatible deter-

minado. 
 
Resolviendo por la regla de Cramer: 

 

 � = � - . -/- - 0/1 2 /3�
/-4 = /-2/.-5.6/.2/-4 = /1-5.6/-4 = /-6/-4 = -6-4. 

 

 � = � . - -/0 /- 0- /1 /3�
/-4 = .25-15.-575.-/02/-4 = 66/02/-4 = − 06-4 = − 10.   

 

  � = � . . -/0 - /-- 2 /1�
/-4 = /7/1/7/.-/-4 = /0-/-4 = 0--4. 

 �� � � = 0 8� 9:8;�'ó# <=8 9'9>=?� =9: � = -6-4 , � = − 10 , � = 0--4. 

 �)  

�� � � = −3 =9 �% = � 1 1 2−3 2 32 −3 −5    2−2−4� ⇒ "�#$ �′ ⇒ B+., +0, +1C ⇒  

 

⇒  � 1 1 2−3 2 −22 −3 −4� = −8 + 18 − 4 − 8 − 6 − 12 ≠ 0 ⇒ DEFG H% = I. 

 �� � � = −3 ⇒ "�#$ � = 2;  "�#$ �% = 3 ⇒ *'9>=?� '#�:?J�>'�8=. 
 K8 9'9>=?� =9 '#�:?J�>'�8= J� � � =  −3. 

 �)   
 Según se deduce del apartado �): 
 K8 9'9>=?� =9 '#�:?J�>'�8= <=>= ?'#�<: ∀� ∈ " − B−3C. 
 

Resolviendo por la regla de Cramer: 
 

 � = � - . -/- - 0/1 N /3�
/-4/ON = /-2/.-/1N5.6/6N/.2/OP05N) = /-6/.2N/OP05N) = -P.053N)OPN50) . 



 � = � . - -/0 /- 0- /1 /3�
/-4/ON = .25-15.-575.-/02/OP05N) = 66/02/OP05N) = 06/OP05N) = /105N.   

 

    � = � . . -/0 - /-- N /1�
/-4/ON = /7/6N/1/75-N/.-/OPN50) = /0-/1N/OPN50) = 1P75N)OPN50). 

 Q� 9:8;�'ó# <=8 9'9>=?� =9: � = -P.053N)OPN50) , � = /105N , � = 1P75N)OPN50). 
 

********** 
  



2º) Se dan los puntos �P0, 0, 1), RP1, 0, −1), +P0, 1, −2) y ,P1, 2, 0). 
 
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 
 �) La ecuación del plano S que contiene a los puntos A, B y C. 
 �) La justificación de que los cuatro puntos A, B, C y D, no son coplanarios. 
 �) La distancia del punto D al plano S, y el volumen del tetraedro cuyos vértices son 
los puntos A, B, C y D. 

---------- �)  
 Los puntos A, B y C determinan los vectores: 
 �RTTTTT⃗ = VR − �W = VP1, 0, −1) − P0, 0, 1)W = P1, 0, −2). 
 �+TTTTT⃗ = V+ − �W = VP0, 1, −2) − P0, 0, 1)W = P0, 1, −3). 
 

Considerando el punto �P0, 0, 1): 
 

SX�; �RTTTTT⃗ , �+TTTTT⃗ Y ≡ �� � � − 11 0 −20 1 −3 � = 0;   � − 1 + 2� + 3� = 0. 

  S ≡ 2� + 3� + � − 1 = 0. 

 �)  
 Los puntos A, B, C y D son coplanarios si el punto D pertenece al plano S: 
 

 
S ≡ 2� + 3� + � − 1 = 0,P1, 2, 0) [ ⇒ 2 · 1 + 3 · 2 + 0 − 1 = 2 + 6 − 1 = 7 ≠ 0. 

 ];=<� ^;9>'_'��<: `;= 8:9 J;#>:9 �, R, + � , #: 9:# �:J8�#� ':9. 

 �)  
La distancia de un punto �2P�2, �2, �2) al plano �� + R� + +� + , = 0 viene 

dada por la fórmula <P�2, S) = |abc5dec5fgc5h|√aj5dj5fj . 

 
Aplicando la fórmula al plano S ≡ 2� + 3� + � − 1 = 0 y al punto ,P1, 2, 0): 
 

 <P,, S) = |-·.50·-52/.|√-j50j5.j = |-56/.|√15O5. = 4√.1 = 4√.1.1 = √.1-  ;#'<�<=9. 

 
El volumen de un tetraedro es un sexto del producto mixto de los tres vectores 

que los determinan: 



�,TTTTT⃗ = V, − �W = VP1, 2, 0) − P0, 0, 1)W = P1, 2, −1). 
 

 kladf = .6 · m�RTTTTT⃗ , �+TTTTT⃗ , �,TTTTT⃗ m = .6 · �1 0 −20 1 −31 2 −1� = .6 · P−1 + 2 + 6) = 46  ;0. 

 
********** 

  



3º) Se da la función _ definida por _P�) = �- + |�|, donde x es un número real cual-
quiera y |�| representa al valor absoluto de x.  
 
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 
 �) El punto o puntos donde la gráfica de la función _ corta a los ejes coordenados. 
 �) La justificación de que la curva � = _P�) es simétrica respecto al eje de ordenadas. 
 �) Intervalos de crecimiento y decrecimiento de la función _. 
 <) La representación gráfica de dicha curva � = _P�). 
 =) Las integrales definidas n. = o _P�)2/. · <� e n- = o _P�)-2 · <�. 

---------- �)  

 Teniendo en cuenta que |�| = p−� 9' � < 0�  9'  � ≥ 0  la función _P�) puede redefinirse 

de la forma siguiente: _P�) = s�- − �  9'  � < 0�- + �  9'  � ≥ 0. 

 
 La función contiene al origen de coordenadas, por ser _P0) = 0. 
 
 Además, corta al eje X en los puntos siguientes: 
 
 � ∈ P−∞, 0) ⇒ _P�) = �- − � = �P� − 1) = 0 ⇒ �. = 0, �- = 1. No corta al 
eje X en su parte negativa por no pertenecer � = 1 al intervalo P−∞, 0). 
 � ∈ P0, +∞) ⇒ _P�) = �- + � = �P� + 1) = 0 ⇒ �. = 0, �- = −1. No corta 
al eje X en su parte positiva por no pertenecer � = −1 al intervalo P0, +∞). 
 K8 ú#'�: J;#>: <= �: >= <= _P�) �:# 8:9 =^=9 =9 =8 : '$=#. 

 �)  
 Una función es simétrica con respecto al eje Y cuando _P−�) = _P�). 
 
 Utilizando la expresión dada: _P−�) = P−�)- + |−�| = �- + |−�| = _P�). 
 ];=<� ^;9>'_'��<: `;= _P�) =9 9'?é> '��  =9J=�>: �8 =^= <= : <=#�<�9. 
 �)  

 _%P�) = p2� − 1  9'  � < 02� + 1  9'  � ≥ 0. 

 + =�'?'=#>:: _%P�) > 0 ⇒ � ∈ P0, +∞). 



,=� =�'?'=#>:: _%P�) < 0 ⇒ � ∈ P−∞, 0). 

 <)  
 Considerando la parábola $P�) = �- − �, que es convexa P∪) y cortas el eje X 
en el origen y en el punto �P1,0); su vértice es el siguiente: 
 

 $%P�) = 2� − 1 = 0 → � = .-.  

 $XzjY = {.-|- − .- = .1 − .- = − .1 ⇒ k. {.- , − .1|. 

 
 Otros puntos de $P�) son P−1, 2), P−2, 6), P−3, 12). 
 
 Considerando la parábola ℎP�) = �- + �, que es convexa P∪) y cortas el eje X 
en el origen y en el punto RP−1,0); su vértice es el siguiente: 
 

    ℎ%P�) = 2� + 1 = 0 → � = − .-.  

 $X/zjY = {− .-|- − .- = .1 − .- = − .1 ⇒ k- {− .- , − .1|. 

 
 Otros puntos de ℎP�) son P1, 2), P2, 6), P3, 12). 
 
 La representación gráfica, aproximada, de la función es 
la que aparece al lado. 
 =)  

n. = o _P�)2/. · <� = o P�- − �)2/. <� = ~b�
0 − bj

- �/.
2 =  

 = 0 − ~P/.)�
0 − P/.)j

- � = − {− .0 − .-| = .0 + .- = -506 = 36. 

 n. = o _P�)2/. · <� = 36. 

 

n- = o _P�)-2 · <� = o P�- + �)-2 · <� = ~b�
0 + bj

- �2
- = {-�

0 + -j
- | − 0 = 70 + 2 =  

 = 7560 = .10 . n- = o _P�)-2 · <� = .10 . 

 
********** 
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OPCIÓN B 

1º) Se dan las matrices � = �1 1 −11 2 10 1 1 �, R = �0 1 −12 1 21 0 −1� e n = �1 0 00 1 00 0 1�. 

 
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 
 �) El determinante de las matrices � · P2 · R-) y � · P2 · R-) · P3�)/.. 
 �) Las matrices �/. y VPR · �)/. · RW/.. 
 �) Las solución de la ecuación matricial � · � + R · � = 3n. 
 

---------- �)  

 R- = R · R = �0 1 −12 1 21 0 −1� · �0 1 −12 1 21 0 −1� = � 1 1 34 3 −2−1 1 0 �. 

 

� · P2 · R-) = �1 1 −11 2 10 1 1 � · �2 · � 1 1 34 3 −2−1 1 0 �� =  

 

= �1 1 −11 2 10 1 1 � · � 2 2 68 6 −4−2 2 0 � = �12 6 216 16 −26 8 −4�. 

 

 |� · P2 · R-)| = �12 6 216 16 −26 8 −4� = 2 · 2 · 2 · �6 3 18 8 −13 4 −2� = 

 = 8 · P−96 + 32 − 9 − 24 + 24 + 48) = 8 · P80 − 105) = 8 · P−25) = −200. 
 |� · P2 · R-)| = −200. 
 
 También puede hacerse de la forma siguiente: teniendo en cuenta que el deter-
minante de un producto de matrices es el producto de los determinantes de las matri-
ces y que el producto de una matriz por un número es la matriz que resulta de multi-
plicar todos y cada uno de los elementos de la matriz por el número: 
 
 |P2 · R-)| = 20 · |R-| = 8 · |R| · |R|. 
 
 |� · P2 · R-)| = 8 · |�| · |R · R| = 8 · |�| · |R| · |R|. 
 

 |�| = �1 1 −11 2 10 1 1 � = 2 − 1 − 1 − 1 = −1. 

 



 |R| = �0 1 −12 1 21 0 −1� = 2 + 1 + 2 = 5. 

 |� · P2 · R-)| = 8 · P−1) · 5 · 5 = −200. 
 
 |� · P2 · R-) · P3�)/.| = |�| · 20 · |R| · |R| · .|0a| = 8 · |�| · |R| · |R| · .0�·|a| =   

 = 7-4 · 5- = -22-4 . |� · P2 · R-) · P3�)/.| = -22-4 . 

 �)  

 Se obtiene la inversa de � = �1 1 −11 2 10 1 1 � por el método de Gauss-Jordan. 

  

P�|n) = �1 1 −11 2 10 1 1 �1 0 00 1 00 0 1� ⇒ B�- → �- − �.C ⇒  

 

= �1 1 −10 1 20 1 1 � 1 0 0−1 1 00 0 1� ⇒ s�. → �. − �-�0 → �0 − �-[ ⇒ �1 0 −30 1 20 0 −1� 2 −1 0−1 1 01 −1 1� ⇒  

 

⇒ B�0 → −�0C ⇒ �1 0 −30 1 20 0 1 � 2 −1 0−1 1 0−1 1 −1� ⇒ s�. → �. + 3�0�- → �- − 2�0[ ⇒  

 

⇒ �1 0 00 1 00 0 1�−1 2 −31 −1 2−1 1 −1�  ⇒  �/. = �−1 2 −31 −1 2−1 1 −1�. 

 
 VPR · �)/. · RW/. = V�/. · R/. · RW/. = V�/. · nW/. = P�/.)/. = �. 
 VPR · �)/. · RW/. = �. 
 �)  � · � + R · � = 3n;  P� + R) · � = 3n. Multiplicando por la izquierda los dos 
términos por P� + R)/.: 
 P� + R)/. · P� + R) · � = P� + R)/. · P3n);   n · � = P� + R)/. · P3n)  ⇒  
 ⇒  � = PH + �)/� · PI�). 



� + R = �1 1 −11 2 10 1 1 � + �0 1 −12 1 21 0 −1� = �1 2 −23 3 31 1 0 �. 

 

 P� + R)/. se obtiene por la adjunta de la traspuesta: P� + R)/. = a��.  �� Pa5d)�
|a5d| . 

 

 |� + R| = �1 2 −23 3 31 1 0 � = 6 − 6 + 6 − 3 = 3.    P� + R)� = � 1 3 12 3 1−2 3 0�. 

�<^. <= P� + R)� =
⎝
⎜⎜⎛

�3 13 0� − � 2 1−2 0� � 2 3−2 3�
− �3 13 0� � 1 1−2 0� − � 1 3−2 3�

�3 13 1� − �1 12 1� �1 32 3� ⎠
⎟⎟⎞ =  

 

= �−3 −2 123 2 −90 1 −3�  ⇒  P� + R)/. = a��.  �� Pa5d)�
|a5d| = .0 · �−3 −2 123 2 −90 1 −3�. 

 

� = P� + R)/. · P3n) = .0 · �−3 −2 123 2 −90 1 −3� · 3n = �−3 −2 123 2 −90 1 −3�. 

 

� = �−3 −2 123 2 −90 1 −3�. 

 
********** 

  



2º) Se dan los planos S ≡ � + � + � = 1 y � ≡ �� + �� + � = 0, donde � y b son dos 
parámetros reales. 
 
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 
 �) Los valores de � y b para los que el plano � pasa por el punto �P1, 2, 3) y, además, 
dicho plano � es perpendicular al plano S. 
 �) Los valores de � y b para los cuales sucede que el plano � pasa por el punto ]P0, 1, 1) y la distancia del punto �P1, 0, 1) al plano � es 1. 
 �) Los valores de � y b para los que la intersección de los planos S � � es la recta r 
para la que el vector �⃗ = P3, 2, −5) es un vector director de la recta r, y obtener un 
punto cualquiera de la recta r. 

---------- �)  
Si el plano � pasa por el punto �P1, 2, 3) tiene que satisfacer su ecuación: 
 � ≡ �� + �� + � = 0�P1, 2, 3) [ ⇒ � + 2� + 3 = 0;   � + 2� = −3.      (1) 

 
Si el plano � es perpendicular al plano S, sus vectores normales también son 

perpendiculares.  
 #�TTTT⃗ = P1, 1, 1) � #�TTTT⃗ = P�, �, 1). 
 

 Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero: 
 
 #�TTTT⃗ · #�TTTT⃗ = P1, 1, 1) · P�, �, 1) = � + � + 1 = 0;   � + � = −1.      (2) 
 
 Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2): 
 

 � + 2� = −3  � + � = −1�   � + 2� = −3−� − � = 1    � ⇒  � = −2, � = 1. 

 �)  
Si el plano � pasa por el punto ]P0, 1, 1) tiene que satisfacer su ecuación: 
 � ≡ �� + �� + � = 0]P0, 1, 1) [ ⇒ � + 1 = 0 ⇒  � = −1. 

 
La distancia de un punto �2P�2, �2, �2) al plano �� + R� + +� + , = 0 viene 

dada por la fórmula <P�2, S) = |abc5dec5fgc5h|√aj5dj5fj . 

 
Aplicando la fórmula al plano � ≡ �� − � + � = 0 y al punto �P1, 0, 1): 
 



 <P�, �) = 1 ⇒ |N·./25.|�Nj5P/.)j5.j = |N5.|√Nj5.5. = N5.√Nj5- = 1 ⇒  � + 1 = √�- + 2;  
 �- + 2� + 1 = �- + 2;   2� = 1 ⇒  � = .-. 

 �)  
 La recta r intersección de S ≡ � + � + � = 1 y � ≡ �� + �� + � = 0 tiene la 

expresión:  ≡ s� + � + � = 1    �� + �� + � = 0. 

 
Un vector director de una recta dada por la intersección de dos planos es cual-

quiera que sea linealmente dependiente del producto vectorial de los vectores normales 
de los planos que la determinan 
 

s#.TTTT⃗ = P1, 1, 1)#-TTTT⃗ = P�, �, 1)[ ⇒ �%�TTTTT⃗ = � ' ^ �1 1 1� � 1� = ' + �^ + �� − �� − �' − ^ =  

 

= P1 − �)' + P� − 1)^ + P� − �)� = P3, 2, −5) ⇒ � 1 − � = 3� − 1 = 2� − � = −5�  ⇒  

 ⇒  � = 3, � = −2  ⇒    ≡ s� + � + � = 1    3� − 2� + � = 0. 

 
 Un punto cualquiera de r es una solución del sistema compatible indeterminado 
que forman las ecuaciones de la recta, por ejemplo, haciendo x = 0: 
 

 
      � + � = 1−2� + � = 0[    � + � = 12� − � = 0[  ⇒ 3� = 1; � = .0 ;   � = 1 − .0 = -0. 

 �# J;#>: <=   =9   {0, .0 , -0|. 

 
********** 

  



3º) La diferencia de potencial “x” entre dos puntos de un circuito eléctrico provoca el 
paso de una corriente eléctrica de intensidad “y”, que está relacionada con la diferencia 
de potencial “x” por la ecuación � = −�- − � + 6, siendo 0 ≤ � ≤ 2. 
 
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 
 �) La gráfica de la función _P�) = −�- − � + 6 y deducir, gráfica o analíticamente, 
el valor de la intensidad “y” cuando la diferencia de potencial “x” es 0 y el valor de la 
diferencia de potencial “x” al que corresponden una intensidad “y” igual a 0, siendo 0 ≤ � ≤ 2. 
 �) El valor de la diferencia de potencial “x” para el que es máximo el producto � · � 
de la intensidad “y” por la diferencia de potencial “x”, cuando 0 ≤ � ≤ 2, y obtener el 
valor máximo de dicho producto � · �, cuando 0 ≤ � ≤ 2. 
 �) El área de la superficie situada en el primer cuadrante limitada por la curva � =_P�), el eje de abscisas y el eje de ordenadas. 
 

---------- �)  
 La función _P�) = −�- − � + 6 es cóncava P∩) y su vértice es el siguiente: 
 

 �%P�) = −2� − 1.  �%P�) = 0 ⇒ −2� − 1 = 0 → � = − .-. 

 

 _XzjY = − {− .-|- − {− .-| + 6 = − .1 + .- + 6 = /.5-5-11 = -31  ⇒ k {− .- , -31 |. 

 
 Los puntos de corte con el eje X de la parábola son los siguientes: 
 −�- − � + 6 = 0;  �- + � − 6 = 0;   � = /.±√.5-1- = /.±√-3- = /.±3-  ⇒  

 ⇒ ¤� = −I, ¤¥ = ¥ ⇒ �P−3, 0) y RP2, 0). 
 
 La representación gráfica, aproximada, de la si-
tuación se indica en la figura adjunta. 
 
 Analíticamente se deduce el valor de la función 
para x = 0: _P0) = 6, así como los valores de x que 
anulan la función, que son x = -3 y x = 2, pero como 
tiene que ser 0 ≤ � ≤ 2, solamente vale el valor po-
sitivo de x. 
 
 Gráficamente los valores pedidos son los pun-
tos C y B, respectivamente. 
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�)  
 La función producto �P�) = � · � = � · P−�- − � + 6) = −�0 − �- + 6�. 
 
 �%P�) = −3�- − 2� + 6. 
 
 La condición necesaria para que una función tenga un máximo en un punto es 
que se anule su primera derivada y sea negativa su segunda derivada para los valores 
que anulan la primera. 
 

 �%P�) = 0 ⇒  −3�- − 2� + 6 = 0;   3�- + 2� − 6 = 0;   � = /-±√154--·0 = 

 = /-±√466 = /-±√1·.O6 = /-±-√.O6 = /.±√.O0 ⇒ �. = /./√.O0 , �- = /.5√.O0 . 

 

 La solución �. = /./√.O0  se deshecha por no cumplir la condición 0 ≤ � ≤ 2. 

 K8 J :<;�>: � · � =9 ?á�'?: J� � � = /.5√.O0 . 

 
 El valor del producto máximo � · � es el siguiente, considerando el valor apro-

ximado de � = /.5√.O0 ≅ 1,12: 

 
 �P1,12) = −1,120 − 1,12- + 6 · 1,12 = −1,40 − 1,25 + 6,72 = 4,07, 
 K8 ��8:  ?á�'?:, �J :�'?�<: <=8 J :<;�>: � · � =9 4,07. 

 �)  
 De la observación de la figura se deduce la su-
perficie a calcular, que es la siguiente: 
 * = o _P�)-2 <� = o P−�- − � + 6 )-2 <� =  
 

= ~− b�
0 − bj

- + 6��2
- = {− -�

0 − -j
- + 6 · 2| − 0 =  

 = − 70 − 2 + 12 = 10 − 70 = 02/70 = --0 . 

 * = --0  ;-. 

 
**********  
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