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Se elegira solamente UNA de los dos OPCIONES, A v & han de hacer los tres
problemas de la opcidn. Se permite el uso de @louhs siempre que no sean graficas
0 programables, y que no puedan realizar calcatb@ico ni almacenar texto o for-
mulas en memoria. Se utilice o no la calculadasrésultados analiticos, numéricos
y gréaficos deberian estar siempre debidamentdiastos.

OPCION A
x+y+2z=2

1°) Se da el sistema de ecuacio{*yesx + 2y + 3z = —2, dondea es un parametro
2x +ay —5z=—4

real. Obtenerazonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La solucion del sistema cuando= 0.
b) El valor del parametra para el que el sistema es incompatible.

c¢) Los valores del parametiopara los que el sistema es compatible y determigad
obtener la solucién del sistema en funcion delrpatéoa.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son lasesies:

1 1 2 1 1 2 2
A= <—3 2 3 )yA’ = <—3 2 3 —2).
2 a -5 2 a -5 -4

El rango de la matriz de coeficientes en funcidrmpdeametraz es el siguiente:

1 1 2
|JAl=1-3 2 3|=-10+6—-6a—8—3a—15=—-27—9a = 0;
2 a -5

3+a=0=a=-3.
Segun el teorema de Rouché-Frobenius:
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Paraa +# —3 = Rang A = Rang A’ = 3 =n%incég.= S.C.D.

xX+y+2z=2
Paraa = 0 el sistema result%Sx + 2y + 3z = —2, que es compatible deter-
2x+ay—5z=—4
minado.

Resolviendo por la regla de Cramer:

2 1 2
-2 2 3
_l-4 o —sl _ —20-12+416-10 _ —42+16 _ 26 _ 26
=T T —27 o o—27 =27 27
1 2 2
-3 -2 3
_l2 -4 —s| _ 10+24+12+48+12-30 _ 6630 _ 36 _ 4
Y= —27 - —27 27 27 3
1 1 2
-3 2 -2
_l2 o -4l _-8-4-8-12 _-32_32
=TT T 27 T T
Para a = 0 la soluciéon del sistema es: x = E,y = —i,z = 2.
27 3 27
b)
1 1 2 2
Paraa=-3esA'=(-3 2 3 —=2|=RangA ={(C,,C3,C}=>
2 -3 -5 —4
1 1 2
> |-3 2 -2|=-8+4+18—-4-8-6—-12+#0 = Rang A’ =3.
2 -3 —4
Paraa = -3 = Rang A = 2; Rang A’ = 3 = Sistema incompatible.
El sistema es incompatible para a = —3.
c)

Segun se deduce del apartado

El sistema es incompatible determinado Va € R — {—3}.

Resolviendo por la regla de Cramer:

_ —20-12-4a+16-6a-10 _ —26-10a _ 2(13+5a)
-27-9a —9(3+a) " —9(3+a)  9(a+3)




1 2 2
-3 -2 3
2 —4 -s5| _ 10+24+12+8+12-30 _ 66-30 36 _ —4
-27-9a —9(3+a) " —9(3+a) -9(3+a) 3+a’
1 1 2
-3 2 -2
2 a -4l _ —8-6a-4-8+2a-12 _ —32-4a _ 4(8+a)
-27-9a —-9(a+3) " —9(a+3) 9(a+3)’
. . 2(13+5a) -4 4(8+a)
La solucién del sistema es: x = Y = ,Z = .
9(a+3) 3+a 9(a+3)
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2°) Se dan los punte§0,0,1), B(1,0,—1), €(0,1,—2) y D(1,2,0).
Obtenermrazonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) La ecuacion del plano que contiene a los puntos A, By C.

b) La justificacion de que los cuatro puntos A, By D, no son coplanarios.

¢) La distancia del punto D al plamg y el volumen del tetraedro cuyos vértices son
los puntos A, B, Cy D.

a)
Los puntos A, B y C determinan los vectores:
AB =[B—A] =[(1,0,—1) — (0,0, 1] = (1,0, =2).
AC = [C —A] =[(0,1,-2) — (0,0,1)] = (0,1, =3).

Considerando el punt®(0, 0, 1):

o x vy z—1
m(4; AB,AC)=|11 0 -2 |[=0; z—1+2x+3y=0.
01 -3

n=2x+3y+z—-1=0.

b)
Los puntos A, B, C y D son coplanarios si el pubtpertenece al plano:
n=2x+3y+z—-1=0 _ _
D(1,2,0) }=>2-1+3-2+0—1—2+6—1—7¢0.
Queda justificado que los puntos A, B,C y D no son coplanarios.
c)

La distancia de un punt®,(x,, yo, Z,) al planoAx + By + Cz + D = 0 viene

L, _ |Ax0+By0+CZO+D|
dada por la formuld (P,, ) = TIpTc?

Aplicando la formula al planes = 2x + 3y +z—1 = 0y al puntaD (1, 2,0):

|2:143-240-1] _ [246-1] 7 _ 714 _ 14

= = unidades.
V22432412 Va+o+1 14 14

d(D,m) =

El volumen de un tetraedro es un sexto del prodonctto de los tres vectores
qgue los determinan:



AD =[D — Al =1[(1,2,0) — (0,0, 1] = (1,2, —1).

10 -2
Voasc == |AB,AC,AD| =<-{0 1 —3|=z-(-1+2+6) =2
1 2 -1

kkkkkkkkkk



3°) Se da la funciofi definida porf (x) = x? + |x|, donde x es un nimero real cual-
quiera y|x| representa al valor absoluto de x.

Obtenermrazonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) El punto o puntos donde la gréafica de la fungiaorta a los ejes coordenados.

b) La justificacion de que la curga= f(x) es simétrica respecto al eje de ordenadas.
c¢) Intervalos de crecimiento y decrecimiento de fcion f.

d) La representacion gréafica de dicha cupva f(x).

e) Las integrales definidds = f_olf(x) ~dx el, = fozf(x) - dx.

a)

—xSix<O0
x si x>0
x> —xsi x<0

x4+ xsix>0

Teniendo en cuenta quwe| = { la funcionf(x) puede redefinirse

de la forma siguientg:(x) = {

La funcion contiene al origen de coordenadasspof(0) = 0.
Ademas, corta al eje X en los puntos siguientes:

x€(—0,0)=f(x)=x>—x=x(x—1)=0>x; =0,x, = 1. No corta al
eje X en su parte negativa por no pertenecerl al intervalo(—o, 0).

x€(0,+0)=> f(x)=x*+x=x(x+1)=0>x;, =0,x, = —1. No corta
al eje X en su parte positiva por no pertenecer—1 al intervalo(0, +).

Elnico punto de corte de f(x) con los ejes es el origen.

? Una funcion es simétrica con respecto al eje Yado#(—x) = f(x).
Utilizando la expresion dadf(—x) = (—x)? + |—x| = x? + |—x| = f(x).
Queda justificado que f(x) es simétrica respecto al eje de ordenadas.
c)

, _(2x—=1six<0
f(x)_{2x+1 six=>0

Crecimiento: f'(x) > 0 = x € (0, +).




Decrecimiento: f'(x) < 0= x € (—x,0).

d)
Considerando la paradbajdx) = x% — x, que es convex@) y cortas el eje X
en el origen y en el punt(1,0); su vértice es el siguiente:

g’(x)=2x—1=0—>x=;.

o ()11 1__1 11
9(5)_(2) 2 4 2 4=>V1(z’ 4)'
Otros puntos dg(x) son(—1,2),(—2,6),(—3,12).
Considerando la parabdidx) = x? + x, que es convex@u) y cortas el eje X
en el origen y en el pun®(—1,0); su vértice es el siguiente: \ Ay / |

\ |
| !
\ ‘ |
\

h’(x)=2x+1:0—>x=—z.

--ton(--)

1 1
4 2 4

1 1\2 1
o-9=(-) -i-
Otros puntos d&(x) son(1,2),(2,6),(3,12).

La representacion grafica, aproximada, de la imes

la que aparece al lado.

e)
_ (0 e (02 2
L= f@)-dx=[°(*—x)dx=|% 2]_1_
_o_ 0P vy 1 _1y_1,1_2+43_5
=0 [3 2]_ ( 3 2)_3+2_6_6'

L=[f@) dx=2

x2

12 — f()zf(x) cdx = foz(xz -|-X) ndx = [%3-'_ 2]()

BEERE
L=[lf() dx=""
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OPCION B

1 1 -1 0 1 -1 1 0 0
1°)Sedan|asmatricﬁs=<1 2 1>,B=<2 1 2>e1=<0 1 0).

0 1 1 1 0 -1 0 0 1

Obtenerrazonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) El determinante de las matricés (2 - B2) yA- (2 - B%) - (34)™ L.

b) Las matricesi™* y [(B-A)~!-B]™1.

c¢) Las solucién de la ecuacion matricdad X + B - X = 3.

a)
0 1 -1 0 1 -1 1 1 3
B? =B B=(2 1 2)-(2 1 2)=<4 3 —2).
1 0 -1 1 0 -1 -1 1 0
1 1 -1 1 1 3
A-(2-32)=<1 2 1)-[2-(4 3 —2>]=
0 1 1 -1 1 0

1 1 -1 2 2 6 12 6 2
= <1 2 1 ) : ( 8 6 —4) = <16 16 —2).
0 1 1 -2 2 0 6 8 —4

12 6 2 6 3 1
|A-(2-B?)| =116 16 —-2|=2-2-2-|18 8 -—1|=
6 8 —4 3 4 -2

=8-(—96+32—-9—24+24+48)=8-(80 — 105) = 8- (—25) = —200.

|A-(2-B?)| = —200.

También puede hacerse de la forma siguiente:rtéaien cuenta que el deter-
minante de un producto de matrices es el produetosideterminantes de las matri-
ces y que el producto de una matriz por un niumeta matriz que resulta de multi-
plicar todos y cada uno de los elementos de laizradr el nGmero:

|(2-B*)| =2°-|B?| =8-|B| - |B].

|A-(2-B*)|=8-]A|-|B-B|=8-|4| - |B| - |BI.

1 1 -1
Al=[1 2 1|=2-1-1-1=-1.
01 1




01 -1
Bl=|2 1 2|=2+1+2=5.
1 0 -1

|A-(2-B%)|=8-(-1)-5-5 = —200.

.(7.R2). “1 — [Al.23.IB|.IRl.--— —gq.14].IB|.|R|. 1 —
|A-(2-B*)-(3A)~"| =1|A|-2°-|B]|-|B]| Al 8-|A|-|B| - |B] 314

200
= —- 52 = —,
27 27

|4-(2-B%) - B =

b)
1 1 -1
Se obtiene la inversa die= (1 2 1 ) por el método de Gauss-Jordan.

0 1 1
1 1 -1
(A|I)=<1 2 1

0 1 1
1 1 -1
=<0 1 2

0 1 1

1 0 O
0 1 0):>{F2_>F2_F1}=>
0O 0 1

11 (1) 8>:>{F1—>F1—FZ}:><(1) (1) —23
0o o 1) Usoh—h 00 -1

2 -1 0
-1 1 0) =
1 -1 1

1 0 -3

0 0 1
1 0 O
=><010

0 0 1

2 -1 0
F, - F, +3F3}
-1 1 0 =>{ =
_1 1 _1> FZ_)F2_2F3

-1 2 -3 -1 2 -3
1 -1 2>=>A‘1=<1 -1 2).

-1 1 -1 -1 1 -1

[(B-A)'-B'=[41-B LB =[A"-["t=(A D) =4

[(B-A)1-B]"!=A.

c)
A-X+B-X=3I; (A+ B)-X = 3I. Multiplicando por la izquierda los dos
términos poi(4 + B) 1

(A+B)1-(A+B)-X=(A+B)t-@BD; - X=(A+B)t -3 >

= X=(A+B)1-3D.



1 1 -1 0 1 -1 1 2 -2
A+B=<1 2 1>+<2 1 2>=<3 3 3).
0 1 1 1 0 -1 1 1 0

; t
(A + B)~! se obtiene por la adjunta de la traspudgta: B)~! = 22 |ii4i-5:|+B) .

1 2 -2 1 3 1
|A+B|=|3 3 3|=6-6+6-3=3. (A+B)f:<2 3 1).
11 0 -2 3 0
3 1 |2 1 |2 3
3 0 —2 ol I-2 3
Adj.de (A+ B)t = _g (1) |_12 (1)| _|_12 g
|3 1 _|1 1| |1 3|
3 1 2 1 2 3

-3 -2 12 Adj. de (A+B). 1 -3 -2 12
=<3 2 —9>='(A+B)_1= L =—-<3 2 —9).

|A+B| 3
0 1 -3 0 1 -3
L -3 =2 12 -3 =2 12
X=(A+B)‘1-(3I)=§-<3 2 —9)-31=<3 2 —9).
0 1 -3 0 1 -3

-3 -2 12
X = ( 3 2 —9).
0 1 =3
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2°) Sedanlosplanas=x+y+z=1yo =ax + by + z =0, dondez y b son dos
parametros reales.

Obtenermrazonadamente, escribiendo todos |os pasos del razonamiento utilizado:

a) Los valores de y b para los que el plarmopasa por el puntB(1, 2, 3) y, ademas,
dicho planas es perpendicular al plamo

b) Los valores dax y b para los cuales sucede que el planpasa por el punto
Q(0,1,1) y la distancia del puntt (1,0, 1) al planoco es 1.

c¢) Los valores de y b para los que la interseccidn de los plangss es la recta r
para la que el vectaf = (3,2,—5) es un vector director de la recta r, y obtener un
punto cualquiera de la rectar.

a)

Si el planoo pasa por el puntB(1, 2, 3) tiene que satisfacer su ecuacion:

c=ax+by+z=0

P(1,2,3) }:a+2b+3=0;a+2b:—3. (1)

Si el planos es perpendicular al plang sus vectores normales también son
perpendiculares.

n; =111 yn; =(ab1).

Dos vectores son perpendiculares cuando su peésacalar es cero:
n, n,=(1,1,1)-(a,b,1)=a+b+1=0; a+b=-1. (2
Resolviendo el sistema formado por las ecuaci(ies(2):

a+2b=—3} a+2b=-3

a+b=-1) —a—-b=1 }=>b=—2,a=1.

b)
Si el planas pasa por el punt@(0, 1, 1) tiene que satisfacer su ecuacion:

>b+1=0= b=-1.

aEax+by+z:0}
Q(0,1,1)

La distancia de un punt®,(x,, yo,Z,) al planoAx + By + Cz + D = 0 viene

, _ |Ax0+By0+CZO+D|
dada por la formuld(P,, m) = T BTict

Aplicando la formula al plane = ax — y + z = 0 y al puntoM (1,0, 1):



dM,0)=1= ool _ _latll _ @ 1 5 q+1=va +2;

JaZ+(-D2+12 VaZ+i+1l  VaZ+2

a*+2a+1=a*+2; 2a=1=a=

N |-

c)
La recta r interseccion de=x+y+z=1yo =ax + by +z = 0 tiene la
L, _(x+y+z=1
expresionr = {ax Y hy+z=0
Un vector director de una recta dada por la inteiéa de dos planos es cual-
guiera que sea linealmente dependiente del progectorial de los vectores normales
de los planos que la determinan

- ik
Nz =4, b, a b 1

1-b=3
=(1—b)i+(a—1)j+(b—a)k=(3,2,—5):{a—1=2} =
b—a=-5

x+y+z=1

>a=3,b=-2 = rE{Bx—2y+z=0'

Un punto cualquiera de r es una solucion delmigteompatible indeterminado
gue forman las ecuaciones de la recta, por ejerhptbendo x = 0:

y+z=1} y+z=1

1
—2y+z=0 Zy—z:()} =>3J’—1;Y—§, z=1—-=-

Un punto der es N (0,%,%).
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3°) La diferencia de potencial “x” entre dos purdesun circuito eléctrico provoca el
paso de una corriente eléctrica de intensidaddyg, esta relacionada con la diferencia
de potencial “x” por la ecuacion= —x? — x + 6, siendod < x < 2.

Obtenerrazonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) La gréfica de la funciofi(x) = —x? — x + 6 y deducir, grafica o analiticamente,
el valor de la intensidad “y” cuando la diferende@potencial “x” es 0 y el valor de la
diferencia de potencial “x” al que corresponden im@nsidad “y” igual a 0, siendo

0<x<2.

b) El valor de la diferencia de potencial “X” parageke es maximo el producjo x
de la intensidad “y” por la diferencia de potentd) cuando0 < x < 2, y obtener el
valor maximo de dicho producjo- x, cuandd < x < 2.

c¢) El area de la superficie situada en el primer @rgd limitada por la curva =
f(x), el eje de abscisas y el eje de ordenadas.

a)
La funciénf(x) = —x2 — x + 6 es concav@n) y su vértice es el siguiente:
y'(x) =—-2x—1. y’(x)=0:—2x—1:0—>x=—%.
N 12 1 11 _ —1+2424 _ 25 1 25
FO=-(-3) —(-3)+6=—3+i+6="72=2 v (-127).

Los puntos de corte con el eje X de la pardbald@osiguientes:

_ —1+V1+24 _ -14V25 _ -145

—x?2—x4+6=0; x>?’+x—-6=0; x = =
2 2 2
— — \ I: *Y
=>x; =—3,xp=2=A4(-3,0) yB(2,0). V. |~
La representacion grafica, aproximada, de la si- / 5\
tuacion se indica en la figura adjunta. f( 4

g
/

Analiticamente se deduce el valor de la funcion
para x = 0:f(0) = 6, asi como los valores de x que || >
anulan la funcion, que son x = -3y X = 2, pero gom 1

. 1

tiene que sed < x < 2, solamente vale el valor po- A - ]

sitivo de x. 4= 1T o T %y
Graficamente los valores pedidos son los pun : \

tos C y B, respectivamente.



b)
La funcién product®(x) = x -y =x- (—x?2 —x + 6) = —x3 — x? + 6x.

P'(x) = —3x% — 2x + 6.
La condicién necesaria para que una funcion temgaaximo en un punto es

gue se anule su primera derivada y sea negatigsaginda derivada para los valores
gue anulan la primera.

—2+vV4+72
P(x)=0 = —3x2—2x+6=0; 3x2+2x—6=0; Xx=——_——=
_ —2+76  —24y419  —2+42V19  -1+y/19 oy = -1-v/19 Yo = -1+V19
e 6 I 1= 3 727 3 -
., -1-/19 . s
La solucionx; = S se deshecha por no cumplir la condidos x < 2.
—1+/19

El producto y - x es maximo para x = ——

El valor del producto maxime - x es el siguiente, considerando el valor apro-
-1+V/19 ~112:

ximado dex =

P(1,12) = -1,123 - 1,122 +6-1,12 = —1,40 — 1,25 + 6,72 = 4,07,

El valor maximo, aproximado del producto y - x es 4,07.

c)
De la observacion de la figura se deduce la su-
perficie a calcular, que es la siguiente:

S=fozf(x)dxzfoz(—xz—x+6)dx= f
= [—"—3—ﬁ+6x]2 =(-2-2+6-2)-0=
3 2 0 3 2

=-2_2412=10-2=22=-2 l
3 3 3 3
22 |
3
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