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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas30 minutos

Se elegira solamente UNA de los dos OPCIONES, A v & han de hacer los tres
problemas de la opcidn. Se permite el uso de @louhs siempre que no sean graficas
0 programables, y que no puedan realizar calcatb@ico ni almacenar texto o for-
mulas en memoria. Se utilice o no la calculadasrésultados analiticos, numéricos
y graficos deberian estar siempre debidamentdiastos.

OPCION A

x+3y+z=a
1°) Se da el sistema de ecuacio%esx +y—az=1 |, dondex es un parametro
2x+ay—z=2a+3
real. Obtener razonadamente, escribiendo todgsless del razonamiento utilizado:

a) La solucion del sistema cuande -1.
b) Todas las soluciones del sistema cuandd.

c¢) El valor deo para el que el sistema es incompatible.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son:

1 3 1 1 3 1 a
M=(1 ; _a)yMr:<1 D a1 )
2 a -1 2 a -1 2a+3

El rango de M en funcion del pardmetres el siguiente:

1 3 1
IM|=11 1 —-a|=—-14+a—-6a—2+a*’+3=a*-5a=0;;
2 a -1

a(a—5)=0$a1=0,a2:5.
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1 3 1 0
Paraa=0esM’=<1 1 0 1>=> {C;=C3+ C,} > RangM' = 2.
2 0 -1 3

x+3y+z=-1
Paraa=—1e|sistemae{sx+y+z=1 :

2x—y—2z=1
De la suma de las dos ultimas ecuaciones se dedecéx = 2= x = g
Restando a la primera ecuacién la segunda se deduce que 2y =-2 =y = —1.
x+y+z=1;;z—1+z=1;; z=2—E =3 z=i.
3 3 3
b)
Paraa =0= Rang M = Rang M' = 2 < n®incég.= S.C.I.
x+3y+z=0
Parao = 0 el sistema e% x+y =1 ; despreciando la primera ecuacion y
2x —z=3
haciendo x =, resulta:
x=2
Solucion: { y=1-21 },V)l €R.
z=-3+2A
c)
1 3 1 5 1 3 5
Paraa=5=>M =1 1 -5 1 |=2{C,C,C}=>[1 1 1]|=
2 5 -1 13 2 5 13

=134+254+46—-10—-5-39=44-54=10 #0 = Rang M' = 3.
Segun el teorema de Rouché-Frobenius:

Paraa =5 = Rang M = 2,Rang M' = 3 = Sistema incompatible.

El sistema es incompatible Unicamente para a = 5.
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x=1+1
2°) Se dan las rectas= ’%1 =21 = g s =4 y=—-21 yelpunto P(0, 3, -2). Obtener
z=0
razonadamente, escribiendo todos los pasos delaazento utilizado:

a) Las ecuaciones de la recta t que pasa por el puptes paralela a la rectarr.
b) La ecuacién del planogue contiene a larectary es paralelo a la gecta

¢) La distancia entre las rectas r y s.

a)
Un vector director de r &g = (3,—1, 2).

x =3u
y=3—pu .
z=—-2+4+2u

La recta t, dada por unas ecuaciones parametesas;

b)
Un punto de r es A(-1, 1, 0) y un vector directers e%, = (1,—1,0).

x+1 y—1 z
La ecuacion general del plan@s:mt = | 3 -1 2|=0;;
1 -1 0

20— 1) +3z4+z+2(x+1)=0;;2x+2+2y—-2+4z=0.

n=x+y+2z=0.

c)
Un punto de s es B(1, 0, 0).

Los vectores directores de las rectas r y s seallimente independientes por no
ser sus componentes proporcionales, lo cual impgliealas rectas r y s se cortan o se
cruzan. Para diferenciar el caso consideramosctbv@ que tiene como origen un
punto de r y como extremo un punto de s:

W=AB=B—-A=(1,0,0)—(-1,1,0) = (2,—1,0).

Segun gue los vector€s,, v, w} sean coplanarios o no, las rectas r y s se cortan
0 se cruzan, respectivamente.

Los vectoregv,, v, w} son coplanarios cuando su rango es menor quesses,
3 -1 2
decir, cuando el determinante que determinan es }qer -1 0 :1 =
2 -1 0
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=—-2:-(-14+2)=-2+ 0> Rango {v,;,v,w} =3 > Las rectas ry s se cruzan.

Para una mejor comprension se hace el esquensedqiserva.

Para calcular la distancia entre las rectas vansos a determinar un paralele-

pipedo cuyas dimensiones son los vectores directieréas recta®, y v, y un tercer
vectorw que tiene como origen al punto A de r y extrempugito B de s.

El volumen del paralelepipedo es el producto nabetdos tres vectores. Por otra

parte, también se puede determinar el volumen adrpooducto del area de la base
por la altura. Observando que la altura h es igledistancia d pedida entre las rectas.

d =

1

V=o' Us x W) = vy X U] -h=1[0y X V] -d >d=

Todo lo anterior se puede expresar de la siguientea:

vy (05 X W)

o7 X s|

3 =1 2
o . 1 -1 0
s s x Wl _|l2 -1 oll _ |-2] _ 2 _

|v_r)><75’| i j k |2j—3k+k+2i| |2i+2j—2k|
3 =1 2
1 -1 0
1 1 1 V3

— = — unidades = d(r,s).

T li+j-kl  JZH12+(-1Z  ViF1+1 V3 3
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X

3°) Se da la funcién f definida pftx) = T
todos los pasos del razonamiento utilizado:

Obtener razonadamente, escribiendo

a) El dominio y las asintotas de la funcion f.

b) Los intervalos de crecimiento y de decrecimiemdadfuncion f.

x
(x+1)2

-dx.

¢) La integralf

a)
El dominio de una funcion racional es R, exceptoMalores que anulan el de-
nominador.

D(f) >R —{—-1}.

b)
Una funcidn es creciente o decreciente en un pu#odo el valor de su primera
derivada en ese punto es positiva 0 negativa, cegpmente.

, 1 (xe+1)%—x-2-(x+1)-1 _ x+1-2x _ 1-x
f'x) = (x+1)* T(x+1)3 T (x+1)3
Fl)=0=>—"=0;;1-x=0 sx=1.

(x+1)3

x<1= f'(x) < 0= Decrecimiento: (—o,—1) U (—1,1).

x>1= f'(x) > 0= Crecimiento: (1, +0).

dx s (FHISEEX =T g = (22 e =

X
f(x+1)2 dx =dt t t?

-1
= [Zdt—[t2-dt=Lt——+C=Lt+-+C=L(x+1)+—+C.
t -1 t x+1
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OPCION B

x 1 -1 x 1 -1
1°) Se dan las matrices= (y 2 3 ) y B = (1 2 3 ) Obtener_razonada-

- z 1 0 0.1 0
mente, escribiendo todos los pasos del razonamigihizado:

a) Los valores de x para los cuales la matriz B tiawersa.

2x 5 -1
b) El valor del determinante de las matricgsy <2y 10 3 ) sabiendo que el
2z 5 0

valor del determinante de A es 8.

0O 0 4
¢) Los valores de x, y, z para los cualés= ( 3 7 6).

-1 3 2
a)
Una matriz tiene inversa (es invertible) cuandalsterminante es distinto de
cero.
x 1 -1 L
Bl=|1 2 3|=-1-3x=0;;3x=-1>x=—3.
0 1 0
La matriz B es invertible Vx € R — {—g}
b)
A3=A-A-A> |A3|=|A-A-A|=|A]|-]|A]-|A] = |A]® = 8% =512.
A3 =512.
2x 5 -1 x 1 -1
2y 10 3|=2-5-|y 2 3|=10-]A|=10-8=80.
2z 5 0 z 1 0
c)
x 1 -1 x 1 -1
A2=<y 2 3)-(31 2 3>=
z 1 0 z 1 0
x’+y—z x+2-1 —-x+3 x’+y—z x+1 —-x+3
=\xy+2y+3z y+4+3 —-y+6|=|xy+2y+3z y+7 —-y+6]|=>
xZ+y z+2 —z+3 xz+y z+2 —z+3

>x=-1,y=0,z=1.
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x=1-2a
2x—y+5=0 _ _ _
bx—74+48=0°5" 321:52)4_-2 y el planor = 2x +
my + 1 = 0, siendo m un parametro real. Obtener razonadapesiebiendo todos
los pasos del razonamiento utilizado:

2°) Sean las rectas= {

a) La posicion relativa de las rectas r y s y el pyotpuntos) comunes dery s.
b) El valor del parAmetro m para que la recta s aesqla al plana.

¢) La ecuacion del plandque contiene a larecta sy al punto P (1, 2, 4).

a)
i6 _(2x—y+5=0 . o
La expresion de = {6x _,+8=0 por unas ecuaciones parametricas es la
siguiente:
x=A
TE{ZX_}/‘}‘S—O >x=A :y:5+21;z=8+6l = = y=5+2/,{
6x—z+8=0
z=8+ 64

Un punto y un vector director de r son A (0, 5y 8} = (1, 2,6).

Un punto y un vector directorde sson B (1, &/ 3J = (2,—1,1).

Los vectores directores de las rectas r y s seallimente independientes por no
ser sus componentes proporcionales, lo cual impliealas rectas r y s se cortan o se

cruzan. Para diferenciar el caso consideramosabve® que tiene como origen el
punto A de r y como extremo el punto B de s:

Ww=AB=B-A=(1,2,3)-(0,5,8) = (1,-3,-5).

Segun gue los vector€s,, v, w} sean coplanarios o no, las rectas r y s se cortan
0 Se cruzan, respectivamente.

Los vectoregv,, v, w} son coplanarios cuando su rango es menor quesses,
decir, cuando el determinante que determinan @s cer

1 2 6
2 -1 1|=5-364+2+6+34+20=0> Rango {v,,v,W}=2 =
1 -3 -5

Las rectasr y S se cortan.

Un punto genérico de r es de la forthay(+ 2., 8 + 6.) y un punto de s es de la



forma (1 - 2, 2 +a, 3 —a); el punto comun es el que satisface ambas exmeEsi

A=1-2a
54+21=2+4+a; 25+2(1—-2a)=2+4+a;;5+2—-4a=2+a;;
8+61=3—a

7—4a=2+a;; 5a=5 »a=1.

El punto de corte es Q(—1, 3, 2).

b)

La recta s es paralela al plamouando el vector director de la recta s es perpen-
dicular al vector normal del plano

Un vector director de s&5= (2,—1, 1) y un vector normalaesn = (2,m,0).

Dos vectores son perpendiculares cuando su prodactiar es cero:

v.-n=0=02,-1,1)-2m0)=4—m=0 >m=4.

Larectasyelplano m son paralelos cuando m = 4.

Un puntodesesB (1, 2, 3).
Los puntos B y P determinan el veck® = P — B = (0,0, 1).
La ecuacion general del plano pedfides la siguiente:

x—1 y—2 z—-4

ﬂ(P;FS),ﬁ)E 2 -1 1 |=0;;,—-(x—1)—-2(y—2)=0;;
0 0 1

—x+1-2y+4=0= =x+2y—-5=0.
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3°) Se va a construir un depésito de 156@lencapacidad, con forma de caja abierta
por la parte superior. Su base es pues un cuagrtdoparedes laterales son cuatro
rectangulos iguales perpendiculares a la baseaeEiqpde cada Ade la base es de 15
€ y el precio de cada?wle la pared lateral es de 5 €. Obtener razonadanescri-
biendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) El coste total del depdsito en funcion de la lamgjx de un lado de la base.

b) Las longitudes del lado de la base y de la alfetaleposito para que dicho coste
total sea minimo.

c¢) El valor del minimo coste total del depésito.

a)
|
h P I
/// X
X
V=x?h=1500 = h==3"
2 2 1.500
Coste =C(x)=15- x*+4-5-(x-h) = 15x° + 20x - = =
. 2 , 30.000  15x3+30.000
= 15x° + = . = C(x).
b)

Para que el coste sea minimo es condicion neaesae se anule su primera
derivada:

30x2%-x—(15x3+30.000)-1

x2

C'(x) = =0 = 30x3=15x3+30.000 ;

15x3 = 30.000 ; x3=2.000=2- 103 = x = 103/2 metros.

c)

, . 15-2.000+30.000  30.000+30.000 600  600- Y22
Coste minimo = = = =

1032 1032 32 2

= 30034 €.

El coste minimo es, aproximadamente, 476 euros.
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