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MATEMÁTICAS II        Tiempo máximo: 1 hora y 30 minutos 
 
 
BAREMO DEL EXAMEN: Se elegirá sólo UNA de las dos OPCIONES, A o B, y se 
han de hacer los tres problemas de esa opción.  
Cada estudiante podrá disponer de una calculadora científica o gráfica para la realiza-
ción del examen. Se prohíbe su utilización indebida (para guardar fórmulas en memo-
ria). Se utilice o no la calculadora, los resultados analíticos y gráficos deberán estar 
siempre debidamente justificados. 
 
 
OPCIÓN A 
 
1º) Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 
 

a ) El valor del determinante de la matriz 
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triz inversa de S. Indicar la relación entre el valor del determinante de una matriz S sea 
o no nulo y la propiedad de que esta matriz admita matriz inversa S-1. 
 
b ) El determinante de la matriz ( )[ ] 12·4

−
T , sabiendo que T es una matriz cuadrada de 3 

filas y que 20 es el valor del determinante de dicha matriz T. 
  

c ) La solución α de la ecuación 
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a )  
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Para hallar S-1 utilizamos el método de Gauss-Jordan. 
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b )  
 Para resolver este apartado deben conocerse las siguientes propiedades de las ma-
trices y los determinantes: 
 
 1.-  El determinante de un producto de matrices es igual que el producto de los 
determinantes de las matrices.  40020·20··2 ==== TTTTT . 

 
 2.-  El producto de una matriz por un número es otra matriz cuyos elementos han 
sido multiplicados por dicho numero. 
 
 3.-  Si los elementos de una línea de una matriz se multiplican o dividen por un 
número, el determinante de la matriz queda multiplicado o dividido por dicho número. 
 
 4.- El determinante de la inversa de una matriz es igual que el inverso del deter-
minante de la matriz. 
 
 Teniendo en cuenta las propiedades anteriores y que T es una matriz cuadrada de 
orden tres:  
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c )  
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2º) Se dan los puntos A(1, 5, 7) y B(3, -1, -1). Obtener razonadamente, escribiendo to-
dos los pasos del razonamiento utilizado: 
 
a ) Las ecuaciones de los planos π1 y π2 que son perpendiculares a la recta r que pasa por 
los puntos A y B, sabiendo que el plano π1 pasa por el punto A y el plano π2 pasa por el 
punto medio del segmento cuyos extremos son los puntos A y B. 
 
b ) La distancia entre los planos π1 y π2. 
 
c ) Las ecuaciones de la recta r que pasa por los puntos A y B, y los puntos de la recta r 
que están a distancia 3 del punto C(1, 0, 1). 
 

---------- 
 
a )  

Los puntos A y B determinan el vector ( )8,6,2 −−== ABv , que es normal a los 
planos π1 y π2, que pertenecen al haz de planos paralelos cuyo vector normal es lineal-
mente de vector v , por ejemplo ( )4,3,1 −−=n : 043 =+−−≡ Dzyxβ . 

 
El plano π1 del haz β, por contener al punto A(1, 5, 7), tiene que satisfacer su 

ecuación: 
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0424342 1 =+−−≡⇒= zyxD π . 

 
 El punto medio del segmento de extremos A(1, 5, 7) y B(3, -1, -1) es M(2, 2, 3). 
 

 El plano π2 del haz β, por contener al punto M(2, 2, 3), tiene que satisfacer 
su ecuación: 
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b )  

 La distancia entre dos planos paralelos es 
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planos π1 y π2 resulta: 
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c )  

El vector ( )4,3,1 −−== rvn , es director de la recta r, cuya expresión dada por 

unas ecuaciones paramétricas es 
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Los puntos de la recta r son de la forma ( )λλλ 47,35,1 −−+P . 
 

 El vector PC  es: ( ) ( ) =−−+−=−= λλλ 47,35,11,0,1PCPC ( )λλλ 46,35, +−+−− . 
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 Los puntos de la recta r pedidos son los siguientes: 
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3º) Sea f la función real definida por ( ) xexxf x 3· −= . Se pide la obtención razonada, es-
cribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado de: 
 
a ) Los puntos de corte de la curva ( )xfy =  con el eje X. 
 
b ) El punto de inflexión de la curva ( )xfy = , así como la justificación razonada de que 
la función f es creciente cuando x > 2. 
 
c ) El área limitada por el eje X y la curva ( )xfy = , cuando 30 Lx ≤≤ , donde L significa 
logaritmo neperiano. 
 

---------- 
 
a )  
 ( ) ( ) 33;;03;;003;;03·0 1 Lxeexexxexxf xxxx =→==−=→=−=−⇒= . 

 
Los puntos de corte con el eje X son O(0, 0) y A(L3, 0). 

 
b )  
 Es condición necesaria que, para que una función tenga un punto de inflexión en 
un punto tiene que anularse su segunda derivada para ese punto. 
 
 ( ) ( ) 313··1' −+=−+= xeexexf xxx . 
 
 ( ) ( ) ( ) 2;;020201·1'' −==+⇒=+=−++= xxxeexexf xxx . 
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 Es evidente que si x > 2 es ( ) ( ) 03122' 2 >−+>=> > xexf x . 
 

Queda justificado que la función es creciente para x > 2. 
 
 
c )  
 Teniendo en cuenta los puntos de corte con los ejes y que f(k) < 0 con 0 < k < L3, 
por ejemplo: ( ) 031310 <−=⇒<< efL , todas las ordenadas de la función en el intervalo 
(0, L3) son negativas, por lo cual, el área pedida es la siguiente: 
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OPCIÓN B 
 
 

1º) Se tiene el sistema de ecuaciones lineales 
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metro real. Obtener razonadamente el valor de los determinantes siguientes, escribiendo 
todos los pasos del razonamiento utilizado: 
 
a ) Los valores del parámetro α para que el sistema es incompatible. 
 
b ) Los valores del parámetro α para que el sistema es compatible determinado. 
 
c ) Todas las soluciones del sistema cuando α = 2. 
 

---------- 
 
a ) 
 Las matrices de coeficientes y ampliada son: 
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 El rango de la matriz de coeficientes en función de α es el siguiente: 
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El sistema es incompatible para  α = 4. 

 
c ) 

 Para α = 2 el sistema es 
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resolverlo despreciamos una ecuación (tercera) y hacemos, por ejemplo, λ=z : 
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2º) Se dan las rectas 
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do los pasos del razonamiento utilizado: 
 
a ) Un vector director de cada recta y la posición relativa de las rectas r y s. 
 
b ) La ecuación del plano que contiene a la recta s y es paralelo a la recta r. 
 
c ) La distancia entre las rectas r y s. 

---------- 
a ) 

Un vector director de la recta 
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pendiente del producto vectorial de los vectores normales de los planos que la determi-
nan, que son ( )0,1,11 −=n  y ( )1,0,02 =n . 
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 Cuando las rectas se expresan por ecuaciones implícitas, como es el caso, y lla-
mando M y M’ a las matrices de coeficientes y ampliada que determinan, la posiciones 
relativas de las rectas en función de los rangos de las matrices M y M’ son las siguien-
tes: 
 Rango M = Rango M’ = 3   →    Sistema C. D.   →   Las rectas se cortan. 
 
 Rango M = Rango M’ = 2   →    Sistema C. I.   →   Las rectas son coincidentes. 
 
 Rango M = 3 ;; Rango M’ = 4   →    Sistema I.   →   Las rectas se cruzan. 
 
 Rango M = 2 ;; Rango M’ = 3   →    Sistema I.   →   Las rectas son paralelas. 
 

 Las matrices son 
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 En primer lugar hallamos el rango de M: 
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Para determinar el rango de M’ desarrollamos su determinante por los menores 



 
adjuntos de la primera fila sumando a la primera columna la segunda: 
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Las rectas r y s se cruzan. 

 
b )  
 La expresión por unas ecuaciones paramétricas de la recta s es la siguiente: 
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. Un punto y un vector director de s son P(8, 0, 5) y ( )0,1,1−=sv . 

 
El plano π que buscamos, por ser paralelo a r tiene como vector director a su vec-

tor director ( )0,1,1=rv  y por contener a s contiene a su punto P(8, 0, 5) y tiene como 

vector director a su vector director, ( )0,1,1−=sv . 
 

 La expresión general de π es la siguiente: ( ) ;;0
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c )  

Se entiende como distancia entre dos rectas que se cruzan, a la menor distancia 
entre ambas. 
 
 Para una mejor comprensión, hacemos un esquema de la situación. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Para determinar un punto Q de la recta r se expresa por unas ecuaciones paramé-
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tricas: 
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 Para calcular la distancia entre las rectas vamos a determinar un paralelepípedo 
cuyas dimensiones son los vectores directores de las rectas y otro vector que tiene como 
origen un punto P de la recta s y como final otro punto Q(0, 0, 10) de la recta r, tal como 
se observa en la figura, siendo ( ) ( ) ( )5,0,85,0,810,0,0 −=−=−== PQPQw . 
 
 El volumen del paralelepípedo es el producto mixto de los tres vectores. Por otra 
parte, también se puede determinar el volumen como el producto del área de la base por 
la altura. Observemos que la altura h es igual a la distancia pedida d entre ambas rectas. 
 
 Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma: 
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3º) Un club deportivo alquila un avión de 80 plazas para realizar un viaje a la empresa 
VR. Hay 60 miembros del club que han reservado su billete. En el contrato de alquiler 
se indica que el precio de un billete será 800 euros si sólo viajan 60 personas, pero que 
el precio por billete disminuye en 10 euros por cada viajero adicional a partir de esos 60 
viajeros que ya han reservado el billete. Obtener razonadamente, escribiendo los pasos 
del razonamiento utilizado: 
 
a ) El total que cobra la empresa VR si viajan 61, 70 y 80 pasajeros. 
 
b ) El total que cobra la empresa VR si viajan 60 + x pasajeros, siendo 200 ≤≤ x . 
 
c ) El número de pasajeros entre 60 y 80 que maximiza lo que cobra en total la empresa 
VR. 

---------- 
a )  
 En general, siendo x el número de viajeros que sobrepasan el número de 60. 
 
 El cobro total de la empresa VR es: ( ) ( )( )xxxG 1080060 −+= . 
 
 ( ) ( )( ) eurosGxviajerosPara 190.48790·61108001601161 ==−+=⇒=→ . 

 
 ( ) ( )( ) eurosGxviajerosPara 000.49700·701008001060101070 ==−+=⇒=→  

 
( ) ( )( ) eurosGxviajerosPara 000.48600·802008002060202080 ==−+=⇒=→  

 
b )  
 ( ) ( )( ) 210800600000.481080060 xxxxxxG −+−=−+= . 
 

( ) ( )800.42010000.4820010 22 −−−=++−= xxxxxG  

 
c ) 
 El beneficio es máximo cuando la derivada de las ganancias se anula: 
 
 ( ) ( ) 1001020;;020020' =⇒=−−=+−= xxxxG . 
 

El número de viajeros que maximiza las ganancias es de 70. 
 

********** 
 


