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MATEMÁTICAS II       Tiempo máximo: 1 hora y 30 minutos 
 
BAREMO DEL EXAMEN: Se elegirá sólo UNA de las dos OPCIONES, A o B, y se 
han de hacer los tres problemas de esa opción.  
Cada estudiante podrá disponer de una calculadora científica o gráfica para la realiza-
ción del examen. Se prohíbe su utilización indebida (para guardar fórmulas en memo-
ria). Se utilice o no la calculadora, los resultados analíticos y gráficos deberán estar 
siempre debidamente justificados. 
 
OPCIÓN A 
 
1º) Comprobar razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado 
que: 
 
a ) Si el producto de dos matrices cuadradas A y B es conmutativo, es decir ABBA ·· = , 
entonces se deduce que ( )222 ·· BABA = . 
 

b ) Que la matriz 
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A  satisface la relación OIAA =+− 232 , siendo I y O, res-

pectivamente, las matrices 3x3 unidad y nula, y que una matriz A tal que 
OIAA =+− 232  tiene matriz inversa 

 
c ) Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado, los 
valores α y β tales que IAA ··3 βα += , sabiendo que la matriz A verifica la igualdad 

OIAA =+− 232 . 
---------- 

a )  
 Si el producto de las matrices cuadradas A y B es conmutativo se cumple que: 
 
 ( ) ( ) ( ) 222 ········ BABABABABABA === , como queríamos comprobar. 

b )  
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 Una matriz tiene inversa cuando su determinante es distinto de cero: 
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A A es inversible, como se quería demostrar. 

 
c )  
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2º) Sean las rectas 
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r , siendo α y β parámetros reales. Ob-

tener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 
 
a ) Unas ecuaciones implícitas de r1. 
 
b ) La justificación de que las rectas r1 y r2 están contenidas en un plano π, y la ecuación 
de ese plano π. 
 
c ) El área del triángulo de vértices P, Q y R, siendo P(-1, 0, 1), Q(0, 1, 2) y R el punto 
de intersección de r1 y r2. 

---------- 
a )  
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b ) 
 Un punto y un vector director de cada una de las rectas son: 
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Es evidente que los vectores directores de las rectas son linealmente independien-

tes por no ser proporcionales sus componentes: 
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 Para comprobar que las rectas se cortan consideramos el vector 21AAw = , siendo 

A1 un punto de r1 y A2 un punto de r2: ( ) ( ) ( )3,1,22,0,11,1,112 −−=−−−=−= AAw . 
 
 Para que r1 y r2 se corten, el rango de los vectores { }wvv ,, 21  tiene que ser dos, o 
sea que tiene que anularse el determinante de la matriz que determinan: 
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Las rectas r1 y r2 se cortan; están contenidas en un mismo plano. 

 
 La expresión general del plano π que contiene a las rectas r1 y r2 la determinan 
dos de los vectores hallados y uno de los puntos de una de las rectas; por ejemplo los 
vectores ( )1,1,21 −=v  y ( )2,1,02 −=v  y el punto A1(1, 0, 2): 
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( ) ( ) 032404421;;04221 =+−−≡⇒=+−++−=+−+−− zyxyzxyzx π . 

 
c )  
 El punto R intersección de las rectas r1 y r2 es la solución del sistema que forman: 
 









−=
=

+=
≡

az

y

x

r

2

21

1 α
α

 ;; ( )3,1,1
2

1

212

1

121

21

1

1

2 −−⇒








−=
−=

⇒
















−−=−
+=

−=+
⇒









−−=
+=

−=
≡ R

z

y

x

r
β
α

βα
βα

α

β
β . 

 
Los puntos P, Q y R determinan los vectores: 

 
 ( ) ( ) ( )1,1,11,0,12,1,0 =−−=−== PQPQu . 
 
 ( ) ( ) ( )2,1,01,0,13,1,1 −=−−−−=−== PRPRv . 
 
 El área del triángulo es la mitad del área del paralelogramo que determinan los 
vectores PRvyPQu == . Debe saberse que el área del paralelogramo es igual que el 
módulo del producto vectorial de los vectores que lo determinan, por lo tanto: 
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3º) Se dan las funciones ( ) 
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1 . Obtener razonadamente, es-

cribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 
 
a ) Las derivadas de f(x) y g(x). 
 
b ) Los dominios de definición de las funciones f(x) y g(x). 
 
c ) La expresión simplificada de la función f(x) + g(x), y el recorrido de esta función 
f(x) + g(x). 

---------- 
a )  

 ( ) ( ) ( )[ ]xLxL
x

x
Lxf −−+=









−
+= 11·

2

1

1

1

2

1 . 

 

 ( )
222 1

1

1

2
·

2

1

1

11
·

2

1

1

1

1

1
·

2

1

1

1

1

1
·

2

1
'

xxx

xx

xxxx
xf

−
=

−
=

−
++−=









−
+

+
=









−
−−

+
= . 

 

 ( ) ( ) ( )[ ]xLxL
x

x
L

x

x
Lxg +−−=









+
−=

+
−= 11·

2

1

1

1
·

2

1

1

1 . 

 

( )
222 1

1

1

2
·

2

1

1

11
·

2

1

1

1

1

1
·

2

1

1

1

1

1
·

2

1
'

xxx

xx

xxxx
xg

−
−=

−
−=

−
++−−=









−
+

+
−=









−
−

+
−= . 

 
b )  

El dominio de definición de f(x) es el conjunto de valores reales de x que hacen 

mayor que cero el cociente 
x

x

−
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1 , o sea: 

 
 
 

( ) ( )1,1−⇒⇒ fD . 

 
 
 

El dominio de definición de g(x) es el conjunto de valores reales de x que hacen 

igual o mayor que cero el cociente 
x
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OPCIÓN B 
 

1º) Se da el sistema de ecuaciones 
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razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado: 
 
a ) Todas las soluciones del sistema cuando α = 7 
 
b ) Los valores de α para los que el sistema es compatible indeterminado. 
 
c ) Los valores de α para los que el sistema es compatible determinado. 
 

---------- 
a )  

Para α = 7 el sistema resulta 








=++
=++
=++

153

17

17

zyx

zyx

zyx

 y sus matrices de coeficientes y am-

pliada son 
















=
153

171

117

M  y 
















=
1

1

1

153

171

117

'M , cuyos rangos son iguales por ser iguales las 

dos últimas columnas de la matriz ampliada. 
 

205757135213549

153

171

117

=⇒=−=−−−++== MRangoM . 

 
Por ser Rango M = Rango M’ = 3 < nº incóg. el sistema es compatible indetermi-

nado. 
 
Despreciando una de las ecuaciones (por ejemplo, la tercera) y haciendo λ=x : 
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b )  

El sistema es compatible indeterminado cuando los rangos de las matrices de coe-
ficientes y ampliada (que siempre son iguales) sea menor que el número de incógnitas, o 



 
sea, cuando el determinante de la matriz de coeficientes sea cero. 
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El sistema es compatible indeterminado para α = 1 y para α = 7. 

 
c )  

Como se indica en el apartado a ) los rangos de las matrices de coeficientes y am-
pliada son iguales. 
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2º) Se dan las rectas 
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cribiendo los pasos del razonamiento utilizado: 
 
a ) Un punto y un vector director de cada una de las dos rectas. 
 
b ) La distancia entre las rectas r y s, justificando que las rectas r y s se cruzan. 
 

c ) Obtener unas ecuaciones de la recta t que pasa por el punto 






 − 0,
57

14
,

57

41
P  y es per-

pendicular a las rectas r y s. 
---------- 

a )  
 La expresión de r por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 
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 Un punto y un vector de r son A(1, 0, -1) y ( )3,1,2 −−=rv . 

 
 Un punto y un vector de s son B(1, 2, 0) y ( )1,1,1=sv . 

 
b )  
 Por ser los vectores ( )3,1,2 −−=rv  y ( )1,1,1=sv  linealmente independientes por 
no ser proporcionales sus componentes, las rectas r y s se cruzan o se cortan. 
 
 Para saber si se cortan o se cruzan consideramos el vector ABw = , siendo A un 

punto de r y B un punto de s: ( )1,2,0== ABw . 
 
 Según sea dos o tres el rango de los vectores { }wvv sr ,,  las rectas r y s se cortan 
o se cruzan, respectivamente. 
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Las rectas r y s se cruzan. 

 
 Se entiende como distancia entre dos rectas que se cruzan, a la menor distancia 



 
entre ambas. 
 
 Para una mejor comprensión, hacemos un esquema de la situación. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Para calcular la distancia entre las rectas vamos a determinar un paralelepípedo 
cuyas dimensiones son los vectores directores de las rectas y otro vector que tiene como 
origen un punto A de la recta r y como final otro punto B de la recta s, tal como se ob-
serva en la figura, siendo ( )1,2,0== ABw . 
 
 El volumen del paralelepípedo es el producto mixto de los tres vectores. Por otra 
parte, también se puede determinar el volumen como el producto del área de la base por 
la altura. Observemos que la altura h es igual a la distancia pedida d entre ambas rectas. 
 
 Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma: 
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c )  
 Un vector director de la recta t es cualquiera que sea linealmente dependiente del 
producto vectorial de los vectores ( )3,1,2 −−=rv  y ( )1,1,1=sv : 
 
 ( )3,5,2352 −=+−=∧= kjivvv srt . 
 
 La expresión de la recta t dada por unas ecuaciones continuas es la siguiente: 
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3º) En el plano XY está dibujada una parcela A cuyos límites son dos calles de ecuacio-
nes x = 0 y x = 40, respectivamente, una carretera de ecuación y = 0, y el tramo del cur-
so de un río de ecuación ( ) 1230 +== xxfy , con 400 ≤≤ x , siendo positivo el signo de la 
raíz cuadrada. Se pretende urbanizar un rectángulo R inscrito en la parcela A, de manera 
que los vértices de R sean los puntos M(x, 0), N[x, f(x)], P[40, f(x)] y Q(40, 0). Obtener  
razonadamente, escribiendo los pasos del razonamiento utilizado: 
 
a ) El área de la parcela A. 
 
b ) Los vértices del rectángulo R al que corresponde el área máxima. 
 
c ) El valor de dicha área. 

---------- 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

La representación gráfica de la situación es, aproximadamente, la que aparece en 
la figura adjunta. 
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a ) 
 Los puntos son los respectivos valores de f(0) y f(40). 
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Au === 2280.7728·10 . 

 
 
b )  

El área del recinto R es ( ) ( ) ( ) 124030·40 +−=−= xxxfxR . 
 
Para que el área sea máxima es condición necesaria que se anule su primera deri-

vada:  
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2

==+=−+=− xxxxxx . 
 
 ( ) 3902730113·23013 ==+=f . 
 
 Los vértices del rectángulo R son: 

 
( ) ( ) ( ) ( )0,40390,40,390,13,0,13 QyPNM  

 
c )  

El valor del área del recinto R es la siguiente: 
 

( ) 22 88'208.43430.233·27·3027134030 uuR ≅==−= . 
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