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MATEMATICAS I Tiempo maximo: 1 hora y 30 minutos

Instrucciones: El alumno elegira una de las dosoops propuestas. Cada una de las cuatro cuestieniesopcion elegida puntuard 2'5 puntos como
maximo. Cuando la solucién de una cuestion sedrasm calculo, éste debera incluirse en la respulesta.

OPCION A

X+y+z=m

Ejercicio 1°) Sea el sistema de ecuacior®s 2x+3z=2m+1 , donde m es un
x+3y+(m-2)z=m-1

parametro real. Obtener razonadamente:

a ) Todas las soluciones del sistema S cuando m = 2

b ) Todos los valores de m para los que el sis@iene una solucién uUnica.

c ) El valor de m para el que el sistema S admit®lucion(x, vy, z):@, —%, oj.

Solucion
a)
X+ty+z=2
Para m = 2 el sistema €s{2x+3z=5 .
x+3y=1

Las matrices de coeficientes y ampliada son lasesies:

111 1112
A=|2 0 3|y A=|2 0 3 5|.Sus rangos son:
130 1301
111
|A|=|2 0 3|=6+3-9=0 = RangoA=2,
130
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112
{c,.c,,c}t=|2 0 5|=12+5-15-2=0
131
11 2
Rango A = {{C,, C,, C,}=|2 3 5|=3+5-6-2=0 ; = RangoA=2.
101
11 2
{c,.c,,c,}=|0 3 5/=3+15-18=0
301

Para m=2 = RangoM =Rango M'=2<n° inc6g = Compatible Indeter minado

Para resolverlo despreciamos una ecuacion, pampéda segunda, resultando el
X+y+z=2

sistemas:
x+3y=1

. Haciendoz=1:

+y=2-A| -x-y=-2+4
Y } Y }:2y2—1+)l $ y=—%+%)l.

x+3y=1 x+3y=1
X:1—3y:1— —£+£/] :1+§_§/] :§_§/] =X.
2 2 2 2 2 2
X:§—§/]
2 2

Solucion y=—%+%A,DADR

z=

b)

El sistema S tiene solucidén Unica cuando sea cdbipaleterminado, o sea,
cuando los rangos de las matrices de coeficient@sipliada sean iguales e igual al
numero de incognitas; en el caso que nos ocupangb tiene que ser 3, para lo cual,
basta con que sea 3 el rango de la matriz de ca®hs, es decir, que su determinante
sea distinto de cero.

11 1 11 1
A=[2 0 3 |=1|2 0 3 [=6+3-9-2(m-2)=0;; m-2=0;; m=2.
1 3 m-2 1 3 m-2
Para que el sistema tenga solucién Unica tienseuet- 2.
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c)
Para determinar el valor de m para que S admiallecion(x, v, z):(g, —%, oj basta

con sustituir los valores en cualquiera de lascsohes, por ejemplo en la primera:
31
X+y+z=m= E_E+O=m = m=1.

Para que el sistematengala solucion (x, Y, z):[g, —%, Oj tiene que ser m=1

*kkkkkkkkk
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. Obte-

Ejercicio 2°) En el espacio se dan las recrtaes{“zzz y SE{ZX—y=3

2x-y+z=0 X-y-z2=2

ner razonadamente:
a ) Un punto y un vector de cada recta.
b ) La posicion relativa de las rectas ry s.

c ) La ecuacion del planoque contiene a r y es paralelo a s.

Solucion
a)
Para hallar un punto y un vector de las rectas lag expresamos por ecuaciones
paramétricas:

r

+z=2
{X z = Z2=A = X=2-A;, y=2X+2=4-2A+ A =4-A=y =

2x-y+z=0
x=2-/ A2 -4 0)
= r=<y=4-J) = Puntoy vectorder = .
2=4 u=(L1 -1
2x-y=3 2x-y=3 2x-y=3
S= = Z=U = = X=1-u;, y=2x-3=
X-y-z=2 ——— X=y=2+U| —X+y=-2—-U
X=1-u B(l -1 0)
=2-2u-3=-1-2u=y = s=<y=-1-2u = Punto y vector de s =
z=pu v=(1 2 -1
b)
Realizamos el estudio de la posicion relativa dall@s rectas mediante el sistema
X+z=2
. S ' 2x-y+z=0
de cuatro ecuaciones con tres Incognitas que dlemnnque e 2x-y=3 .
X-y-z=2

Las matrices de coeficientes y ampliada son tpgsesites:
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1 0 1 1 0 1 2
2 -1 1 2 -1 1 0
A= y A= .
2 -1 0 2 -1 0 3
1 -1 -1 1 -1 -1 2

Segun los rangos de A y A’ pueden presentarsedsss siguientes:

Rango A = Rango A’ = 2> Coincidentes;; Rango A = 2 ;; Rango A’ =-3> Paralelas

Rango A = Rango A’ = 3» Secantes;; Rango A = 3 ;; Rango A’ =4»> Se cruzan

Empezamos calculando el rango de A’

1 0 1 2 2 -1 0 4
2 -1 4
2 -11 0 C, - C +C, 3 -2 0 2
|Al= = = =—(-1)-]3 -2 2|=
2 -1 0 3 C, -~ C,+C, 2 -1 0 3
2 -1 3
1 -1 -1 2 1 -1 -1 2
2 1 4
=3 2 2|=—(12+12+4-16-2-9)=—(28-27)=-1#£0 = RangoA'=4.
2 1 3
Veamos ahora el rango de A:
1 0 1
1 0 1
2 -1 1
AT, 1 o ={F,F, F} =2 -1 1/=-2+2+1=1#0= RangoA=3
2 -1 0
1 -1 -1

Las rectas r y s se cruzan.
c)
El planon, por contener a r y ser paralelo a s, tiene coeatoves a los vectores
directores de las rectas=(1, 3 -1) y v =(1, 2 -1). Por contener a la recta r, contiene a

todos sus puntos, por lo que contiene al puntoAi2,r-4, 0).

La expresion general del planas la siguiente:

X—-2 y+4 z
n(A; u, V)E 1 1 -1=0;; —(x-2)-(y+4)+2z-z+2(x-2)+(y+4)=0;;
1 2 -1

(x—2)+z=0 o X—2+z2=0= nm=x+z-2=0.

*kkkkkkkkk
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X
S . Obtener razonadamente:

Ejercicio 3°) Sea f la funcién definida poir(x)=
X*—3x+2

a ) El dominio y las asintotas de la funcion f(x).

b ) Los intervalos de crecimiento y decrecimiergdadfuncion f(x).

¢) La integralf  (x)- dx:IWXerz - dx.

Solucion
a)
Por tratarse de una funcién racional, su domisidre excepto los valores que
anulan el denominador.

_3:4/9-8 _3%41_3%1

x> =3x+2=0: x=
2 2 2

= X =1;; x,=2.

D(f)=R-{1, 2}

Las asintotas de la funciéon son las siguientes:

Horizontales son los valores finitos que toma la funcién cumardiende a valer
infinito; son de la forma y = k.

lim lim X
=k = f(x)= — 2 =0=vy (Eje X
y=k= " )= T 5705y (Be X)

Verticales son los valores de x que anulan el denominador.

Oblicuas No tiene.

(Para que una funcién racional tenga asintotasuatd es necesario que el grado
del numerador sea una unidad mayor que el graddet@minador).

b)
Una funcion es creciente o decreciente en un @egan que su derivada sea po-
sitiva 0 negativa en ese punto, respectivamente.

f'(X)Z 1 (x2 —3X+2)—x-(2X—3) _ %2 —3x+ 2= 2x2 + 3x _ 24D
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Por ser el denominador positivo para cualquieorviadal de X, la derivada es po-
sitiva 0 negativa cuando lo sea su numerador.

~x2+2=0;; X2=2 1 x=+/2 = x =2 ;; X, =+/2.

f()<0:>X>‘\/_‘,, x)>0 = x<‘x/_‘

Teniendo en cuenta el dominio de la funcion, lesqalos de crecimiento y de-
crecimiento son los siguientes:

Decrecimi@to: (—oo, —\/E)D(\/E, Z)D(Z, + o)

Crecimieno: (—\/E, 1)D(], \/E)

c)

I:If(x)-dx:jWXXJrz-dx:.[(x dx= J-[x 1o 2} dx=

:J.AX—2A+BX—B_dX:I(A+B)X+(—2A—B)_dX A+B=1}:>_A:1;; A=-1;,B=2=

=
X2 —=3x+2 X2 —3x+2 -2A-B=0

x-2)

+C=|
[ x-1]

=1 =j(—+—j -dx=—L|x—1|+2L|x—2|+C=L(

*kkkkkkkkk
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OPCION B

-1 0 1
Ejercicio 1°) Sedalamatriz=| 0 m 0 |, donde m es un pardmetro real.
2 1 m-1

a ) Obtener razonadamente el rango o caracterdita matriz A en funcion de los va-
lores de m.

b ) Explicar por qué es invertible la matriz A cdarm = 1.

c ) Obtener razonadamente la matriz inversad@ A, cuando m = 1, indicando los dis-
tintos pasos para la obtenciéon dé. AZomprobar que los productos A * & A - A
dan la matriz unidad.

Solucion

a)
-1 0 1
|Al=|0 m o0 = —m{m? -1)- 2m= -m{m? ~1+2) = -m(m? +1)= 0= m=0.
2 1 m-1

Paramf 0 — Rango A=3 ;;: Param=0 — Rango A =2.

b)
Una matriz es inversible o invertible cuando siexdrinante es distinto de cero.

Param =1 efA|=-1.(12+1)=-2#0.

Para m = 1 la matriz A es inversible, como debiaexpsicar.

-1 0 1
Par m=1la matrizes=| 0 1 0]|. Para obtener la matriz inversa de A vamos
2 10

a utilizar el método de Gauss-Jordan.

-1 0 1|1 0 0 10 -1/-100
(A71)=| 0 1 0/0 1 0|={F--F}=|0 1 0|0 1 0|=
2 10[001 21 0|0 01
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={F, - F-2F}=]|0 1 0

:>{F3 - %Fs}:>

Vamos a comprobar que A -

A A=

A_l A=

O O -

1 0 -1
01 2

0 -1 -1
1 0|0
0 1|1

-10 0
0 1 0|={FR,-F-F}=01 0
2 01

o O

N

[@ XN

N

o

[@ XN

N

Al . A=

-0+0+1
0+0+0
0+0+0

-0+0+1
-0+0+0
-1-0+1

*kkkkkkkkk
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X=A

Ejercicio 2°) En el espacio se dan las rectas y=1-1 y s=x-1=y=z-3. Obtener
z=3

razonadamente:

a ) Un vector director de cada una de dichas regtas
b ) La ecuacion del planpperpendicular a la recta r que pasa por el pu@o B 3).

c ) El punto P de interseccion de las rectas y Yasecuacion del plano que contiene a
estas rectasry s.

Solucion
a)

Por la forma en que estan expresadas las reatdsdliccion de un vector de cada
una de ellas es inmediato:

v, =(1,-10)y v, =( 1 1)

b)

El planoa, por ser perpendicular a r, tiene como vector abahvector director
der, es decirn =(1, -1, 0).

El planoa tiene por ecuacion general=x-y+D =0.

Para hallar el valor de D tenemos en cuenta qoigec@ al punto A(O, 1, 3):

a=x-y+D=0

}:O—l+D=O = D=1.
A0, 1, 3)

a=x-y+1=0

c)
No se nos pide la demostracion de que las reeta®rsan, lo cual damos por
cierto.

Expresamos la recta s por unas ecuaciones pareamseétr

X=1+u
SEX-1=y=z-3=l = S=Ey=U
z2=3+Uu

10
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El punto de corte se obtiene de la igualacién sietaaciones de las rectas:

X=A
r=qy=1-41
Z—3 A=lu
= 1-A=up = u=0; A=1= P(L 0 3).
X=1+u - —_—
3=3+u
S=Ey=u
z=3+u

El planon, por contener a las rectas r y s, tiene como westdirectores a los
vectores directores de las rectas. Considerandcgjemplo, el punto P(1, 0, 3), la ex-
presion der por su ecuacion general es la siguiente:

x-1 y z-3
n(P; W I)E 1 -1 0 [=03; —(x—1)+(z—3)+(z—3)—y:O "
1 1 1

-(x-1)+2(z-3)-y=0;;, -~ x+1+2z2-6-y=0 = m=x+y-2z+5=0.
(x-1)+2(z-3)

*kkkkkkkkk
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Ejercicio 3°) Se desea construir un campo rectangular con eérfi¢c B, C y D, de
manera que:

Los vértices A y B sean puntos del arco de la mdaahp=4-x*, -2<x<2 y el
segmento de extremos Ay B es horizontal.

Los vértices C y D sean puntos del arco de la piaap=x*-16, -4<x<4 y el
segmento de extremos C y D es también horizontal.

Los puntos Ay C deben tener la misma abscisa calw es el nimero real posi-
tivo X.

Los puntos B y D deben tener la misma abscisa eaiar es el nimero real ne-
gativo -Xx.

Se pide obtener razonadamente:

a ) La expresion S(x) del area del campo rectangmduncion del niamero real positi-
VO X.

b ) EI nimero real positivo x para el que el areg 8 maxima.

c ) El valor del area maxima.
Solucion

YA . sz s . .z
4 _ La representacion grafica de la situacion es,
[ aproximadamente, la expresada en la figura adjunta.

Los puntos A, B, C y D tienen las siguientes coor-
denadas:

A(X, 4-x°), B(-x, 4-¥), C(x, ¥-16) y D(-x, X-16).

a)
La expresion de S(x) es la siguiente:

S(x)=2x - l4—x2 —(x2 —16)J:2x : (4—x2 - X +16):

=2x - (20-2x%) = S(x)=4x({10-x?)

b)

El 4rea sera maxima cuando su derivada sea cel
y resulte negativa la segunda derivada para lczresl
-16 que anulan la primera:

S(x)=4x - (10-x*)=40x-4x" = S(x)=40-12¢ ;; (x)=-24x.

12
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V30
Jo_ |3

S(x)=0 = 40-12x*=0;; 10-3x*=0 ;; x? 210, J10_,¥30 |

3 3 7 3 J30'

><1—+—

Como es evidente, x > 0, la soluciéones—

V30
3

, como se justifica a continuacién

con la segunda derivada:

V30 V30

S'(x)=-24x = S"(@)=—24-T:— 30<0 = Maximo para x==_=.

V30

X =—— unidades
3

c)

El valor del &rea maxima es la siguiente:

S(X):4X(10— x2) — S= 4.@ .(10_%)j \/_0 60 _80v/30

[J4869.

3 9 9

S u® 04869 u?

MAXIMA —

_80V30
9
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