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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 hora y 30 mitps

Se elegiran TRES bloque y se hara un problemadbewzo de ellos.

Cada estudiante podra disponer de una calculadentifica o grafica. Se prohibe su
utilizacién indebida (guardar formulas o texto eenmoria). Se utilice o no la calculado-
ra, los resultados analiticos y gréaficos deberéar debidamente justificados.

BLOQUE 1.- ALGEBRA LINEAL.

X+2 4 6 3y+5 7 12
1°) Dadas las matrice®(x)=| 2x+3 3 6| y C(y)=|2y+3 3 6 |:
4x+4 2 6 y+4 2 6

a ) Calcular el determinante de la matriz 3B(x)yener el valor de x para el que dicho
determinante vale 162.

b ) Demostrar que la matriz C(y) no tiene inveraamingun valor real de y.

a)
Xx+2 4 6 x+2 4 1 x 41 |2 41
13B(x)| =3 |2x+3 3 6(=27-6-|2x+3 3 1|=162-4|2x 3 1|+|3 3 1||=
4x+4 2 6 4x+4 2 1 4x 2 1 |4 21
141
=162- {x-|2 3 1/+(6+6+16-12-4-12)} =162 {x - (3+4+16-12-2-8)+(} =
4 21

=162-(x) =162 =|3-B(x)| = 162x=162 ;; x=1
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b)

Para que una matriz no tenga inversa es neceggisu determinante sea nulo.

3y+5 7 12 3y 7 12| |5 7 12
IC(y)|=|2y+3 3 6|=0= |2y 3 6|+/3 3 6|=0.
y+4 2 6 3y 2 6| |4 2 6

(Notese que el segundo de los determinantes am®m®s cero por ser la dltima colum-
na igual a la suma de las dos primeras)

3
IC(y)|=6y-|2 3 1|=6y-(9+8+21-18-6-14)=6y-(38-38)=6y -0=0=y=0
321

|C(y)| =0, OyOR = C no esinversible Oy[0R, como queriamosdemostrar
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X+ay+z=9
2°) Dado el sistema de ecuaciones line 5y+z=9, se pide:
ax+y+z=9

a ) Probar que es siempre compatible, obtenierslodimres der para los que es inde-
terminado.

b ) Resolver el sistema anterior para 7.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son tpgsesites:

9
y M'= 9
9

<

|
Q w
R 0o
e
Q w
R 0o
e

De la observacion de la matriz ampliada se dedueg independientemente del
valor de a, el sistema es compatible por tener esta matualég las dos ultimas co-
lumnas, por lo cual:

El sistemaes compatible Oa [0 R, como teniamosque probar.

El rango de las dos matrices en funciorudes:

M | = =5+3+a?-50-1-30=0a*-80+7=0 =

Q w

a
5
1

[

a:8i\/64—28:81\/¥3 _8%6 _

a, =7 a,=1
2 2 2 ! :

Para {a _ 7} = RangM = Rang M'=2<n° incog= S. Compatible Indeterminado

b)
X+7y+z=9
Paraa =7 es{3x+5y+z=9; despreciando la ultima ecuacién y parametrizandc
X+y+z=9
la variable z, resulta:

x+7y+z:9} X+7y=9-1 } 3x+21ly=27-34
=z=A

= =16y =18-21 ;;
3x+5y+z=9 3X+5y=9-4] -3x-5y=-9+/



8y=9-4;; y=

0 | w©

[ec Bl ES

Ay X+7y=9-A ;; x+—-=A=9-4;; x=
8 8

Solucion =

63 7

X:g—ij
8 8
y:g—}/l ; OAOR
8 8
z=A
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BLOQUE 2.- GEOMETRIA.

x-1_ 2y-1_ 2z-3 y s x-3_2y+3_z-1

1°) Dadas las rectas=
-6 6 -2 2

, que se cor-

tan, se pide:
a ) El punto P de corte de las rectas ry s.

b ) Un vector direccional de r y otro de s, el dagu que forman las rectasry s en el
punto de corte P.

c ) La ecuacion implicita o general del plamaue contiene a las rectas ry s.

a)

El ejercicio da por cierto que las rectas se ooqar lo cual no se demuestra tal
hecho. El punto de corte es aquél en el que séamgoada una de las incognitas:

XT_]':X__232>—2X+2:2X—6 ;; 8=4x ;; x=2
2y;1:2y2+3:>4y—2:—12y—18 ;16y=-16;; y=-1 = P(2 -1 3)
22-3 _ Z_l:>82—12:62—6 1y 22=6;;, 2z=3

6 4
b)

Para determinar unos vectores directores de tdasre y s las expresamos por
ecuaciones paramétricas:

| oy-1 27-3  |FEA X:iﬁu
rEX_ = Yy~ = Z- 2y—1:—6A =TI = y:__3A = W:(Z’ _3’ 3)
2 -6 6 2
2z-3=6/ 3
z=—+31
2
2 (-3 = -] X=3-21
SEX_3: y+3:Z_1:> 2y+3=21 = r= y:_§+/] = I:(—2,14)
224 ~1=4) ?
Z71= z=1+4)

El angulo que forman las rectas es el mismo guado sus vectores directores, y
utilizando el producto escalar de dos vectores:



VI’ ) VS

—_—

\Y/

r

—_—

\Y/

r

—_—

|V, | -COSa — COosa =

V., -V, =

—_—

|V

S

_ (2 -33)-(-21 4 _ -4-3+12 _ 5 _ 5 _
J22 (3P +3 . J(F2P +12 447 JA+9+9-V4+1+16 22421 /462

=02326=> a=76° 32 55'

c)

El planon puede determinarse por los vectores directoréasdectas y un pun-
to de una de las rectas, por ejemplo el piri{® -1, 3), que perteneciente a las:

Xx—2 y+1 z-3
n(A; v, v—s)s 2 -3 3 |=0;;
-2 1 4

~12{x~2)+2(z-3) -6y +1) - 6(z-3) ~3x~2) -8y +1)= 0 ;
-15(x-2)-14(y +1)-4(z-3)= 0 ;; 15(x - 2) +14(2y +1) + 4(z-3) =0 ;;

15x-30+14y+14+4z-12=0 = m=15x+14y+4z-28=0
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X=-2+3A
2°) Dados el punto P(3, -1,4) y larectasy=-21 , se pide:
z=1+4A

a ) Hallar la distancia del punto P a la recta r.

b ) Justificar que la recta s que pasa por P xetfaeﬁ =(1, -1, 1) como vector direccio-
nal no cortaar.

c ) Calcular la distancia entre las rectas ry s.

a)

o _ QPOV,

La distancia de un punto a una recta se obtiete fdemula: d(P, r) = —‘ ﬁ‘ ,
Vv

siendo Q(-2, 0, 1) un punto de ny =(3, -2, 4) un vector director de la recta .

QP=P-Q=(3 -1 4)-(-2 0,1)=(5 -1 3)=QP.

i ]k
o 5 -1 3
a(P. _[QPHV 3 -2 4] |-4i+9j-10k+3k+6i-20j| _|2i-11j-7k| _
, ‘V JF + (-2 + 4 J9+4+16 V29

:J4+121+49:J174:\/174:\/6u:d(P,r)
J29 J29 J29 V29

Este apartado puede resolverse de un:
forma mas larga pero también mas comprensi-
ble, que es como se hace a continuacion y qui
se ilustra con la figura adjunta.

El plano a perpendicular a la recta r y
que pasa por el punto P(3, -1, 4) pertenece a
r haz de planos: cuyo vector normal es el vec-

tor director de la recta, o sea:=(3, -2, 4) y
n=3x—-2y+4z+D =0.

Para determinar el valor de D tenemos
en cuentaqu@ Ua:




m=3x-2y+4z+D =0

}:> 3.3-2-(-1)+4-4+D=0;; 9+2+16+D=0;; D =-27
P(3 -1, 4)

El plano buscado ez=3x-2y+4z-27=0.

El punto A de corte de la recta r con el ptames el siguiente.

a=3x—-2y+4z-27=0
_ x=-2+3 = 3(-2+31)-2(-21)+ 41+ 44)-27=0 ;;
r=<y=-2A1
z=1+4A
Xx=-2+3=1
—6+9A+41+4+164-27=0;; 294=29 = A=1 = {y=-2 = Al -2 5)
7=1+4=5 -

La distancia pedida es el modulo del Veator:

d(P,r)=|AP|=|P-A|=|(3 -1 4)-( -2 5)|=|(2 1 ~1)|=42" +27+ (-1 =

:\/m:\/gu=d(P, r)

b)
La recta s que pasa por P(3, -1, 4) y tiene coeatoy director aTS =@, -1 1)
X=3+A1
tiene por ecuaciones paramétricas:cy =-1-A1.
z=4+A
X=-2+31
Tenemos que justificar que las rectas;y =-24  y S no se cortan.
z=1+4A

Para que las rectas r y s no se corten es nexegeriel conjunto de los vectores
directores de las rectas y un vecterque tenga por origen un punto de una de las rec
tas y por extremo otro punto de la otra recta,eam soplanarios.

Un punto de s es P(3, -1, 4) y un punto de r & @Q(4), por lo que el vectow
es el siguientew = PQ=Q-P=(3 0, 4)-(3 -1 4)=(0, 1, 0).

— — —

El conjunto de vectores ¢s , v_, w}, Cuyo rango tiene que ser tres:



3 -2 4
Rango{?r’, v, W} = |1 -1 1/=4-3=1#0 = Rango{?r’, v, W}:s
0 1 0

Las rectas r y s no se cortan, como queriamogi¢asti

Tenemos que calcular la distancia entre las rectas

Se entiende como distancia entre dos rectas queuzan, a la menor distancia
entre ambas.

Un punto y un vector de cada una de las recta®samiguientes:

X =-2+3] u=(3 -2 4 X=3+ v=(1 -11)
rsyy=-24 = os=dy=-1-4 =
z=1+4) A-2 0 1) z=4+) B(3 -1 4)

w=AB=B-A=(3 -1 4)-(-2 0,1)=(5 -1 3).

Para una mejor comprension, hacemos un esquelaaitigacion.

Para calcular la distancia entre las rectas vamdsterminar un paralelepipedo
cuyas dimensiones son los vectores directoressdeddas y otro vector que tiene como
origen un punto A de la recta r y como final ott;mf@ B de la recta s, tal como se ob-
serva en la figura.

El volumen del paralelepipedo es el producto midddos tres vectores. Por otra

parte, también se puede determinar el volumen @muooducto del &rea de la base por
la altura. Observemos que la altura h es igualdestancia pedida d entre ambas rectas.

Todo lo anterior se puede expresar de la siguientea:



oy L U-(VDW)‘
V:u-@DW%:uDvyh:uDvyd = d=

‘uDv‘
3 -2 4
R | b R |
d(r. o)= u '(VDW)‘_ 5 -1 3||_ [-9-4-10+20+3+6] _ [29-23 _
’ UDV\ i j k|| [-2i+4j-3k+2k+4i-3j| |2i+]-kK]|
3 -2 4
1 -11

_ 6 __ 6 _6
J22+12+ (-1 A+1+1 6

=J6u=dlr, s)
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BLOQUE 3.- ANALISIS.

1°) Se consideran las funcionéfx) =12x* -8x +9x -5y g(x) = 6x*> - 7x+ 2, se pide:

: . , Lo . fIx
a ) Determinar las ecuaciones de las asintotas giéfica de la funmonﬂ.

g(x)

b ) Calcular la funciorH (x) = J'M . dx que cumple que H(1) = 1.

g(x)

a)
3 _Qy2 _
La funcion h(x) = flx) _ 12x 28X *9X75 10 tiene asintotas horizontales, por
() 6X% = TX+2
lim lim  12x* -8x* +9x-5
ser h(x) = . =+,
X - *oo X - *oo 6X° —7TX+2

Las asintotas verticales son los valores finimg que anulan el denominador:

2
X ==

6xt —TX+2=0 - x:7i‘/49 48:71\/5.:711: 3.
12 12 12 1

XZ—E

2 1 . :
Las rectas x = 5 y X= E son asintotasverticales.

Por tener la funcién racional h(x) un grado maglanumerador, la funcion puede
tener asintota oblicua de la forma y = mx + n, dielos posibles valores de m y n los
siguientes:

lim h(x) _ lim 12x° -8x* +9x-5 _ lim 12x° -8x* +9x-5 _

X—>0 X X0 x(6x —7x+2) X - 006X —7X"+2X
lim lim ® —8x? -
n= [h(X) _ m)d - 12x 28X +9x-5 —ox| =
X — 00 X — 00 6X° —7X+2
lim  12x® —-8x* +9x—-5-12x> +14x* - 4x _ lim 6x2+5x—5_1:n

X — 00 6X> —TX+2 X - 00 BX2 —TX+2

La rectay = 2x +1 es asintota oblicua de la fumdada.

f (x) 12x° —=8x* +9x -5

H =|—_\7 ., = .
(=] 9(x) dx=| 6X* = TX+2

(Realizando la division de los polinomios)

dx=



12x° -8x> +9x -5 | 6x2-7x+2
-12x° +14x* -—4x 2x +1
0 +6x° +5x -5
-6x> +7x =2
0 +12x -7

==L 0= (zxene 20T Yo [laxeg axe [ 20T an

2
2’2‘ X+ L] 6X = 7x+2[+C=x? + x+L|6x2 - 7x+2|+C = H(x)

Teniendo en cuenta que H(1) = 1, seria:

H{)=1 = 1+1+L|6-7+2|+C=1;; 2+L1+C=1; 2+0+C=1;; C=-1

H(x)=x*+x+L|6x* -7x+2|-1
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2°) Se considera la funciém(x) = x* +ax* +bx+c, donde a, b y ¢ son parametros
reales.

a ) Averigua los valores de a y b para los quederas tangentes a la gréafica de f(x) en
los puntos de abscisas x =2 y x = 4 son paraktleg OX.

b ) Con los valores de a y b hallados anteriormestitener el valor de c para que se
cumple que el punto de inflexion de la gréafica (¢ ésta en el eje OX.

a)
Las rectas paralelas al eje OX tienen de pendcarte

La pendiente a una funcidn en un punto es igualejwalor de la derivada de la
funcién en ese punto:

f(2)=0 = 3-2°+2a-2+b=0;; da+b=-12 ()
f'(x)=3x*+2ax+b =
f'(4)=0 = 3-4°+2a-4+b=0;; 8a+b=-48 (2

Resolviendo el sistema formado por las ecuaci@heg (2) se obtienen los valo-
resdeayb:

da+b=-12| -4a-b=12
3 = 4a=-36;; a=-9 ;; 8a+b=-48;; -72+b=-48 ;;

8a+b=-48 8a+b=-4

b=-48+72 :; b=24

b)
La funcion resultante con los valores obtenidos [@$= x* — 9x* + 24x +c.

Para que exista un punto de inflexion es necespriola segunda derivada sea
cero:

f'(x)=3x*-18x+24 ;; f"(x)=6x-18=0 = 6x-18=0;; x-3=0;; x=3.

Como el punto de inflexion tiene que estar sobegeeOX tiene que ser f(3) = 0:

f(3)=3"-9-32+24.3+c=0;; 27-81+72+c=0 ;;18+c=0 = c=-18
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BLOQUE 4.- RESOLUCION DE PROBLEMAS.

1°) Unos altos hornos producen al dia x tonelagaacgro de baja calidade—A'%_ oX
- X

toneladas de acero de alta calidad, siendo 8 wa®l@ produccidon maxima diaria de
acero de baja calidad. Si el precio de una tonall@dacero de baja calidad es de 100
euros y el precio de una tonelada de acero dealltiad es 250 euros, demostrar que Se
deben producir 5 toneladas por dia de acero dechhgiad para que el valor de la venta
de la produccion diaria sea maximo.

40-5x
10-x

El valor de la venta diaria e¢:=100x + 250 - euros.

Por ser 8 toneladas la produccién maxima de atehaja calidad, tiene que ser:

40_5Xs8 ;; 40-5x<80-8x ;; 3x<40 ;; XS4—O
10-x 3

Para que el valor de la venta diaria sea maximdgesivada tiene que ser cero:

- 5.(10- x)-(40-5x) - (-1) —50+5x+40-5x _

V'=100+ 250- =100+ 250
(10-x) (10-x)
-10 2500 2500 25
=100+ 250- ——— =100- ——_ =0 ;; 100=———_ ;; 1= >
(10-x) (10-x) (10-x)? (10-x)?

(10-x)* =25 ;; 10-x=5;; x=5 = (x<4—30j

En efecto, para una produccién diaria de 5 tonsla@aacero de baja calidad se
produce un maximo beneficio, como se nos pedia sigaro
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2°) Halla las dimensiones del cartel de area maxomaforma de rectangulo que tiene
dos vértices sujetos a una estructura rigida phcabde ecuaciony =12-x°, y los
otros vértices estan situados sobre el eje OX.

La pardbolay =12-x?, que es concavén) y par, por lo que es simétrica con

respecto al eje QY, tiene su vertice en el puntd, IQ) y corta al eje OX en los si-
guientes puntos:

x, =v12=23 - Al243, 0)

x, =—J12=-23 - B(-2V3, 0

La representacion gréafica de la situacion es,xamadamente, la que se indica en
la figura adjunta.

y=12-x*=0;; x* =12 =

Y Los puntos de la pardbola tiene la
12V expresionP(x, 12-x?).

y=12-% [ | AP, 12X) Teniendo en cuenta que b = 2x y el
R ons valor de h es h = 12 - xel valor de la su-

perficie en funcién de x es la siguiente:

S=b-h=2x -(12-x*)=24x-2x° .

el ! > El valor de la superficie serd méaximo
B @) / X - .
cuando su derivada sea cero:

o

Y

A

X =2
X, =2

| \ S'=24-6x> =6(4-x*)=0 = {

Como quiera que el valor negativo carece de seriag dimensiones del rectan-
gulo de &rea maxima son: b=2x=4; h=12=4g.

El cartel de area maxima tiene 4 unidades de b8sgeyaltura.
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