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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 hora y 30 mitps

Se elegiran TRES bloque y se hara un problemadbewzo de ellos.

Cada estudiante podra disponer de una calculadentifica o grafica. Se prohibe su
utilizacién indebida (guardar formulas o texto eenmoria). Se utilice o no la calculado-
ra, los resultados analiticos y gréaficos deberéar debidamente justificados.

BLOQUE 1.- ALGEBRA LINEAL.

6Xx+3y+2z=5
1°) Dado el sistema de ecuaciones line 4y +6z=3 , se pide:
X+3y+2z=qa

a ) Justificar que para cualquier valor del parémet el sistema tiene solucion Unica.

b ) Hallar la soluciéon del sistema en funcién deigmetroa .

c ) Determinar el valor de' para que la solucion (x, y, z) del sistema satesfa ecua-
cion x+y+z=1.
a)

Para que el sistema tenga solucién Unica es dondsaficiente que el determi-
nante de la matriz de coeficientes sea tres. Selgliaorema de Rouché-Frébenius, un
sistema es compatible determinado cuando el rapgasimatrices de coeficientes y
ampliada son iguales e iguales al nimero de intagyi en este caso el numero de in-
cognitas es tres y el rango de la matriz ampliadauede ser mayor que tres, cualquiera
gue sea el valor del paramewo

6 3 2
La matriz de coeficientes éd =|{3 4 6
1 3 2
6 3 2
RangoM = |3 4 6|=48+18+18-8-108-18=84-134=-50%#0 = RangoM =3
1 3 2

A. Menguiano



El sistematiene soluciéon unica (es Compatible Determinado), cq.j.

b)
Resolvemos aplicando la Regla de Cramer.
5 3 2 5 31
3 4 6 3 4 3
= a 3 2 _ a 31 :20+9+9a—4a—45—9:5a—25:5—a:X
-50 =25 -25 -25 )
6 5 2 6 5 1
3 3 6 3 3 3
y= 1 a 2 |1 al _18+3a'+15—3—18a'—15_—150'+15_30'—3_y
-50 -25 -25 -25 5
6 3 5
3 4 3
S = 1 3 «a :24cr+45+9—20—54—90':150'—20:4—30':Z
-50 -50 -50 10
c)

Para que la solucién cumpla gue y + z =1 tiene que ser:

5-a  30-3,4-3a
+ + =

1;; 26-a)+2(3a-3)+4-3a=10 ;;
5 5 10

10-2a+6a0-6+4-3a=10;; a-2=0= a=2
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. 6 4 _
2°) Dadas las matrlce&fs:[_1 J y X :[);j se pide:

0 . -
a ) Obtener razonadamente todos los valores gara los qu 0 es la Unica solucion

de la ecuacion matriciad - X =a - X.

b ) Resolver la ecuacién matricial- X =2X.

(6 4j (xj (xj (6x+4yj (axj 6x+4y:ax}
A-X=a X = - =q - 0 = =

-1 1) |y y -x+y) \ay) ~ -x+y=ay
(6-a)x+4y=0

-x+{1-a)y=0J"

a)

Se trata de un sistema homogéneo que, para gue sefegnente la solucion tri-
vial x = 0, y = 0 es necesario que el rango ded#&rimde coeficientes tenga de rango
dos.

. . 6- 4
La matriz de coeficientes &8s :( a J

-1 1-a
6—-a 4 +./40—
RangoM = =6-6a-a+a’+4=0; a2—7a+1o:o,a:L940:
-1 1-a >
_7%/9 _7+3

= a,=2;,a,=5 = a*-7a+10#20 paraa#2 y a #5.

2 2

0
Las solucionespara las que (O] se produceson Ha U R—{Z, 5}

b)

6 4) (X X 6Xx+4y 2X 6X + 4y = 2X
A-X=2-X = . =2 - = =
-11) \y y Xty 2y —X+y=2y

4x+4y:0} X+y=0

= X+y=0
-Xx-y=0] x+y=0 —_—
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BLOQUE 2.- GEOMETRIA.

1°) Dado el planon =2x+y+3z-1=0 Yy el punto Q(2, 1, 3), se pide calcular:
a ) La distancia del punto Q al plano

b ) El area del triangulo cuyos vértices P, y P, son los puntos de interseccion del
plano 7z con los ejes coordenados.

c ) El volumen del tetraedro de vértides P,, P, y Q.

a)

La distancia de un punt®(x,, y,. z,) a un planar = Ax+By+Cz+D =0 viene
_| A% +By, +Cz +D|

dado por la formulad(P,, ) /NiBiic
+B?+

Considerando el punto Q(2, 1, 3) y el plane 2x+y+3z-1=0 es:

|2-2+1:1+3-3-1] |4+1+9-1] 13 13,14
2°+1° +3° Ja+1+9 /14

d(Q, n) unidades= d(Q, 77)

b)

Los puntos de corte del plamo= 2x+y+3z-1=0 con los ejes coordenados son:

y:O x=0 Xx=0
- P2 Y -~ P 0 Z -~ R(0 0 1
x:»tzo} (2, 0, 0) 5 :{Z:é} ,(0,1,0) :{y:$: (0, 0, 3)

Los vectores que determinan el triangulo son:

U:?P; Pz_

~U
|

(0,1 0)-(, 0 0)=(-%,1 0)

|

Y

Il
o)

P, =

O
o)

=(0.0 3)-(, 0.0)=(-3. 0 3)

El &rea de un triangulo es la mitad del area dedlplogramo que determinan dos
vectores y el area del paralelogramo, a su vee| egdulo del producto vectorial de
los dos vectores, por lo cual:

‘E+£k+ij‘:i|2|+l+3k|:
12

o x~
I
N

Fi‘lP2p3 E ) ‘

3 2 6

Wl



%\/ +12 +32 = ﬁ-ﬂ =S

RP:P;

c)

Considerando el vectow =PQ=Q-P, =(2 1, 3)-(, 0, 0)=(2, 1, 3), los vec-
toresu, v y w determinan un paralelepipedo cuya base es egtii@rtonsiderado
anteriormente y cuya arista lateral la constitdyeeetorW :

Sabiendo que el volumen de un tetraedro es um skektvolumen del paralele-
pipedo que determinan los mismos vectores quealefihtetraedro, es decir, un sexto

del producto mixto de los vectores, v y w, en valor absoluto:

L 0
V

1 V _
TETRAEDRO E PARALELEPPEDO — &

6

Nk N

P O K

:l.‘—+—+—‘:i.|3+1+9|:
6 36

W wl-

3
2

1 13
=— 13=— 3 = VTETRAEDRO

36 36
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2°) Dados los planos, = x+2y+z+3=0y n, =2x+y-z-6=0, se pide:
a ) Calcular el angula que forman los planos, y 7,.

b ) Calcular las ecuaciones paramétricas de la recfue es la interseccion de los pla-
nosn, y n,.

c ) Comprobar que el plane=x+y-1=0 es el plano bisector de, y 7,, es decir,
n forma un angulax/2 con cada uno de los planas y n,, dondea es el angulo
obtenido en el apartado a ).

a)
El angulo que forman dos planos es el mismo guedo sus vectores normales.

—_—

Los vectores normales de los planos spre (1, 2,1) y n, =(2, 1, -1).

Sabiendo que el angulo que forman dos vectoreedeace del concepto de pro-

e = = a-b
ducto escalara - b :‘a ‘ ‘ b ‘ .C0S@ = CcosqQg=———

a][®]

—_—

Aplicando la férmula a los vectores =(1, 2,1) y n, =(2 1, -1):

_— —

_onen, o @29(@1-) _2+2-1 3.1 _
COsSa = — = = = === = ag=60°
|| wezer 2 er ey V6B 62
b)

X+2y+z+3=0

Las ecuaciones implicitas de r soa :
2x+y-z-6=0

Parametrizando una de las incégnitas y operando:

{x+2y+z+3:O x+2y:—3—A} 2x+4y:—6—2A}
r A =

= z2=1 =
2x+y-z-6=0 2x+y=6+/ -2Xx-y=-6-4
= 3y=-12-31 ;; y=-4-1;; x=-2y-3-A=8+21-3-A=5+4A=X

X=5+A
rsqy=-4-,
z=/




c)
El plano bisector de dos planos dados es el Iggamétrico de los puntos que
equidistan de los dos planos.

La distancia de un punt®(x,, y,. z,) a un planar = Ax+By+Cz+D =0 viene

, Ax, +By, +Cz +D
dado por la formulad(P,, a):| XD Zy" . 202 |
A°+B°+C

Siendo P(X, y, z) un punto perteneciente al plasector seria:

X+2y+z+3 2X+y-2z-6
| || | ..

V12 +22 412 Jzz +12 +(-1)° K

d(P, 7)=d(P, ,) =

X+2y+z+3 2X+y-z-6
| || ..

G G )

| x+2y+2z+3|=|2x+y-2z-6|= Dos soluciones>

TEX+2y+72+3=2Xx+y-z-6=0 ;; mM=x-y-22-9=0
T'=EX+2y+72+3=-2x-y+z+6=0 ;; m'=3x+3y—-3=0 ;; m'=x+y-1=0

En efecta el plano n=x+y-1=0 es bisedor de n, y 7,, cgc.
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BLOQUE 3.- ANALISIS.

1°) Dadas las funciones realéfx) = 4x* + 2x+10 y g(x) = x* + x> +5x+5, se pide:

a ) Determinar las ecuaciones de las asintotagrafiza de la funciom(x) = %
X

b ) Calcular la funciorH (x) = IM . dx que cumple que H(0) = 0

g(x)

a)

2
La funcién h(x) = fgxg - X +2x+10 tiene como asintota horizontal la recta
g\X

X+ x> +5x+5
[im [im 2
h(X) 4x° +2x+10 —

=0 (eje X), porsery=k=
y (&) ). P Y X — +o0 X - 00 X2+ x> +5x+5

Las asintotas verticales son los valores de xaguéan el denominador y, como
toda ecuacion grado impar tiene al menos una swiuta funcién h(x) tiene por lo me-
nos una asintota vertical.

Resolvemos por Ruffini la ecuacién + x* +5x +5=0:

Por ser todos los coeficientes positivos, probacoosun valor negativo, (-1):

1 1 5 5
-1 -1 0 -5
|1 0 5 0

La recta x =-1 es asintota vertical de la funcidn h(x).

Para que una funcion racional tenga asintotaw#bks necesario que el numera-
dor tenga de grado una unidad menos que el dendarirnzor lo tanto:

La funcién h(x) no tiene asintotas oblicuas.
b)

Teniendo en cuenta la descomposicion del denominkdintegral pedida es:

dx =

f(x 4x* +2x+10 4x? +2x+10
H() = [T = [ 2 o[
g(x) x* + x> +5x+5 (x+1)(x? +5)

4 +2x+10 _4x*+2x+10_ A Bx+C _ Alx +5)+(x+1)(Bx+C) _
x*+x? +5x+5 (x+1)(x2+5) x+1 x*+5 X° + X% +5x+5




A+B=4
_ AX* +5A+BX’ +Cx+Bx+C _ (A+B)x’ +(B+C)x+(5A+C)

B+C=2;=>
X2 +x? +5x+5 X+ x> +5x+5
5A+C =10
A+B=4 A+B=4
=C=2-B=> =6A=12;; A=2:: B=2:: C=0=>
5A+(2-B)=10/ 5A-B=8

:H(x):j@-dx:j(i+ 2 jdxzzjidw X gx=21,+1, ()

g(x) x+1 x*+5 x+1 X2 +5

1
| :jx—+l dx=L|x+1|=1,

x> +5 2x - dx = dt

1, = [-2 dx:{X2+5:t}:>IZ:I%:L|t|:L‘x2+5‘:I2

Sustituyendo en (*) resulta:

H(x)= 2L] x+1[+L|x? +5+K = L|(x+ 17 (x* +5)|+ K = H(x)

Teniendo en cuenta que H(0) = 0, seria:

H(0)=0 = L|(0+1?(0>+5)|+K =0 ;; L(1-5)+k=0 ;; K=-L5

H(x)=2L|x+1|+L|x* +5/-L5

(x+1)°(x" +5)
5

H(x)=L
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2°) Sea la funcién con dominio los niimeros reatesuos f (x) =

x| N

a ) Calcular la ecuacion de la recta tangentelg decta normal a la grafica de f(x) en el
punto de abscisa x = 2.

b ) Determinar los puntos M y N de la grafica dg f{ara los que las rectas tangentes a
la grafica en My N se cortan en el punto P(4, -8).
a)

La pendiente de la recta tangente a una funciameunto es el valor de la deri-
vada de la funcion en ese punto; teniendo en cugrtda recta normal es perpendicular
a la tangente, su pendiente es la inversa de smmtoario de la tangente.

Fx)=-2 = m:f'(2):—2iz:—§:—1:m  m=1

El punto de tangencia es el siguientd?2) :g =2 = A2 2).

Sabiendo que la ecuacién de una recta conocidpangd y la pendiente viene
dada por la formulay -y, =m(x-x,), las ecuaciones de las rectas tangente y norm:

son las siguientes:

Recta tangente t=y-2=-1x-2)=-x+2;; t=x+y-4=0

Recta normal: n=y-2=1(x-2)=x-2;; n=x-y=0

b)
El haz de rectas que pasan por el punto P(4s:8)€8=m(x—-4).

Si tienen que cumplir que son tangentes a la dunsu pendiente tiene que ser la
derivada de la funcion.

Teniendo en cuenta que= f(x) =

> |

. 4
y que m= f'(x)= -~z ¥ que un punto ge-

, . ., 4 ,
nérico de la funcidn e§(x, —j seria:
X

(x=4) :; 4x+8x’ = —Ax—4)= -4x+16 :; BX° +8x~16=0 :; X’ +X-2=0




Los puntos pedidos sep

x=1 - y:il‘:4 = M(1, 4

X=-2 - y:i

N—"

2 = N(-2 -2)

Para ilustrar le resolucién del problema hacenmasrapresentacion gréafica apro-

ximada de la situacion:

\

{2

><ﬁ’

\t:
\

—

*kkkkkkkkk




BLOQUE 4.- RESOLUCION DE PROBLEMAS.

1°) Se tienen dos programas informaticos A y BaRaocesar n datos, el programa A
realiza un nimero de operaciones elementales raisup12+n%/n® , mientras que el

programa B ejecuta’ -2n+10 operaciones elementales. Comprobar que cuando
numero n de datos es grande, el programa A préagsadatos con menos operaciones
elementales que el programa B.

Lo que el problema nos pide es demostrar querpatdicientemente grande tie-

. +ni/n®
ne que set2+ n“\/F <n’-2n+10, o lo que es lo m|smg% <1.
n-—4n

Tomando limites del cociente cuando n tiendeiaiiof el resultado tiene que ser

menor que 1:
,

; 12+n*
im 12+n¢n® _ lim 12440 _ Iim  12+n* _ lim .
Nn-on’-2n+10 N - o n*-2n+10 n- o n’-2n+10 n - o n’-2n+10
n2

el
_ lim M _ o o« _ 0+0 :9:o<1
nﬁool_g+1? 1_g 10 1-0+0 1

n n 00 (o)

Lo anterior demuestra lo pedido.
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2°) El borde de un estanque esta formado por el @gccurvay = 4-x* de extremos

A(-2, 0) y B(2, 0) y el segmento rectilineo que @s0s dos puntos. Un surtidor esta
situado en el punto de coordenadas S(0, 2). Se pide

a ) Determinar, razonadamente, el punto del segmrentilineo del borde del estanque
que esta mas préximo del surtidor.

b ) Determinar, razonadamente, los puntos del @eccurva del borde del estanque que
estan mas proximos del surtidor.

c ) ¢ Cuales son los puntos del borde del estangagmiximos al surtidor?

a)
YA
— A2
y=4-x Vv
v
Q,mm
éwwga
R
o
g
Do
B b \A
O X

El borde rectilineo del estanque es el segmam@erteneciente a la rectay = 0;
Sus puntos tienen por expresion P(x, 0).

Se trata de averiguar el punto P’(x, 0) cuya digtaal punto S(0, 2) sea minima.

B - v 2 (0_o) — g 2X oy
d_ =SP=4/(x-01 +(0-2)° =X’ +4 ;; dsp_m_o: 2x=0;; x=0

Como cabia esperar, el punto mas préximo al surés®(0, 0).

b)
Los puntos del arco de curva tienen por expre@'@n 4- xz).

La distancia de cualquiera de sus puntos al pb(tip2) es:



df—QS \/O x)° [2 (4 x)] —\/x +( 2+x) :\/x2+(x2—2)2.

Para que la distancia sea minima es condiciérsagaejue su derivada sea cero:

. 2 _ . 3 _ 3 _
d'f:2X+2 (X 2) 2X: X+2x" — 4X = 2x” —3x =0 > 2X3—3X:O;;

* 2\/x2 + (x2 - 2)2 \/x2 + (x2 - 2)2 \/x2 + (x2 - 2)2
3_+6_ V6

De la observacion de la figura se deduce quexpar@ la distancia al punto S no
es minima, por lo cual vamos a justificar, medidateegunda derivada, que para x =0
la segunda derivada no es positiva, que es comdigdesaria para minimo:

(0 -3) o+ 2] (ot -an) 226 =2 2

. 2\/x2+(x2—2)2

’ (b

(6X2 —3) : \/x2 + (x2 - 2)2 _ (2X3 —3X) 22X =3

_ (e -af

NG +(x2 —2)2

(6 -3 + [ - 2 |- (25 - 3¢

_ \/x2 + (x2 - 2)2 _ (6x2 —3)(x“ —3x* + 4)— (4x6 —12x* + 9x2) _
X+ (¢ - 2f (32 +x* 4% + 4Nx2 +(x2 - 2f
_ 6x° —18x* +24x° - 3x" +9x* —12-4x° +12x* - 9x’ 2x° = 9x* +24x* -12
(x + x4 —4x° +4)\/x +(x —2) (X - 3x° +4)\/ -3x* +4

" -12 _ : . -~

d QS(O)—F <0 = Parax =0 no es distancia minima.

/6

Por el contrario, para los valores- 17 la segunda derivada resulta positiva,

como comprobamos a continuacion:

27 81 +36-12 _ o4 96 54

? ( j\/ﬁ 55\/? 55F 55\/—5_55\/_5

Los puntos pedidos son los siguientes, teniendmenta que la funcion es sime-

Iw

a_ (V3)=

>0 = Minimo



trica con respecto al eje de ordenadas:

A (V8 _ . 6_ 3.5 J6 5 ( V& 5
e)=ae( G ) =af=a3=0 = o5 5) v o7 )

c)
e

Se trata de comparar las distanaigs=2 y d = 5

Es evidente qud__ > dg, por lo cual:

Los puntos mas préximos al surtidor son Qy Q’.
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