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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 hora y 30 mitps

El alumno elegira uno de los dos repertorios qo@ndinuacion se proponen, teniéndose
gue hacer 2 de los 3 primeros ejercicios del reperelegido.

Cada una de las cuatro cuestiones del repert@agdel puntuara 2’5 puntos como ma-
Ximo.

Todas las respuestas han de ser debidamente razonad

REPERTORIO A

X+2y-3z=a
1°) Dado el sistema de ecuaciores +6y-11z =2, se pide:
X-2y+7z=1

a ) Determinar razonadamente el valoradpara el cual el sistema es compatible.

b ) Para el valor obtenido de en el apartado a), calcular el conjunto de sohesalel
sistema.

c ) Explicar la posicidn relativa de los tres plardefinidos por cada una de las tres
ecuaciones del sistema, en funcion de los val@es.d

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son:
1 2 -3 1 2 -3 a
M={2 6 -11| y M'=|2 6 -11 2
1 -2 7 1 -2 7 1
El rango de la matriz de coeficientes es el sigaie
1 2 -3
IM|=|2 6 -11/=42+12-22+18-22-28=72-72=0 = RangoM =2
1 -2 7
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Para que el sistema sea compatible determinadeasario, segun el Teorema
de Rouché-Frdbenius, que el rango de la matriziadgpkea también dos:

1 2 -3 a
Rangode M' = |2 6 -11 2| =
1 -2 7 1
1 2 a«a
{c.c,,cll2 6 2|=6-4a+4-6a+4-4=10-100=0
1 -2 1
1 -3 «a
{c,,c,,cl}l2 -11 2|=-11+140-6+110-14+6=250-25=0 >a=1
1 7 1
2 -3 «a
{c,,c,.c}| 6 -11 2|=-22+420+12-220-28+18=20a -20=0
-2 7 1

Para a =1= RangoM = RangoM'=2<n° incég = Compatible Indeter minado

X+2y-3z=1
Paraa =1 el sistema resulta2x + 6y -11z = 2. Despreciando una de las ecuacio-
X—-2y+7z=1
nes (segunda) y parametrizando una de las inc8gaitaresulta:

x+2y-3z=1 _ X+2y=1+3/1 L L
{X_23/+7ZZ:|-::> 224 = x—2y:1—7/]} = 2x=2-41 = x=1-21
X+2y=1+34 _ _§
—x+2y=—1+7/]} = 4y=101 = y=-4
Xx=1-2A
Solucion: y:gA . OAOR
z=A1

c)

Paraa =1 el sistema es compatible indeterminado, lo queifsig que los tres
planos tienen puntos en comun. Como el rango desmiatrices es dos y el nUmero de
incognitas es tres, el grado de libertad es unoydb significa que los tres planos tienen
una recta en comun sin coincidir ninguno de loagda



Paraa #1 el sistema es incompatible, lo que significa qugettes planos no tie-
nen puntos en comun. Se trata de tres planos qeertse dos a dos determinando tres

rectas paralelas, como se indica en el graficdesige.
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2°) En el espacio se consideran la recta r intei@ecle los planos de ecuaciones impli-
citas n, =x+y-z=5y n,=2x+y-2z=2 y la recta s que pasa por los puntos
A(3 10 5) y B(5, 12 6), se pide:

a ) Calcular las ecuaciones paramétricas de léssrey s.

b ) Calcular el punto H interseccion de las rectas y el angulo que formanry s.

c ) Calcular los puntos M y N de la recta r pas doales el area de cada uno de los
triangulos de vértices ABM y ABN es de 3 unidadesitka.

a)

= JX+Yy~—2=5 _ X+y=5+1 )| -x-y=-5-) __
_{2X+y_2222 - =42 2x+y=2+2A 2X+y=2+2A = X=-3+4
2% +2y =10+ 21 e L s ng3+/‘

—2x—y=-2-2/ — = z;A

Un vector director de s es = AB=B-A=(512 6)-(3 10, 5)=(2, 2, 1).

X=5+2u
La expresion de s por unas ecuaciones paramédiscas {y =12+2u .
Z=6+Uu

b) E )
=(-3+A1,8 A

L !
Un punto genérico de cada una de las rectas,{goﬁ.sE 5+24, 12+ 24, 6+ 1)

-3+A=5+2u [(u=-2
El punto de interseccion estal gde=s P=Q = {8=12+2y = =
A=6+u A=4

H(1 8 4)

El angulo que forman las rectas r y s es el miga@®forman sus vectores direc-
tores. Un vector director de s @s= (2, 2, 1).

—_— —

u-v _ (2, 2,1) (1 0, 1)
‘G’“V‘ \/22_'_22_'_12_\/124_02_'_12

—_

U'V:‘U‘-‘V"COSO’SCOSO’:

2+0+1 3 1 42
Ja+4+1-J1+0+1 J9-42 2 2

a =45




c)
Considerando como base de los triangulos el segmahy sabiendo que el area
de los triangulos es 3, las alturas de los triazgysérian:

NB:‘V‘:\/22+22+12 =\J9=3u=AB.

:base-altura N 3:PQ-h:3-h N
2 2 2

S h=2u.

Los puntos M y N de la recta r son los que diskas unidades de la recta s. Los
puntos M y N, por pertenecer a r, tienen por caradasP (-3+ 4, 8, A).

APOU
La distancia de un punto a una recta vima por la formulal (P, s)= %
u

siendo A(3, 10, 5) un punto cualquiera de la regtau un vector director de la recta s.

AP=P-A=(-3+1,8 A)-(310 5 =(1-6, -2, 1-5).

i j k
L A-6 -2 A-5
: APDU‘ 5 2 1
d{P, s)= — =2= s
‘U /22+22+12
2:|—ﬁ+2@—5ﬁ+2M—6W+4k—ﬂA—Qr{A—®H__
Ja+4+1 h
-2-21+10)i +(24 -10-1+6)j +(24 -12+4)k
2_ .
\/5 1

6=|(8-24)i +(1-4)j +(21-8)| 1; 6=/8-2A) +(A-4)f +(24-8) ;;
36=64-324 +4)° + A* -81 +16+41* =324 +64 ;; 36=94° - 721 +144 ;;

942 -72A+108=0 :: A*-81+12=0:: A :Si V624_48:8§4 -

A =6; 4,=2

A=6 - M(3 8 6)

P(-3+4,8 1) =
A=2 - N(-18, 2)
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3°) a ) Dibuja razonadamente la grafica de la fimgi(x) = x* -4, cuando-1< x < 4.

b ) Obtén razonadamente los valores maximo y mirdbsmlutos de la siguiente fun-
cion f(x)=|x* - 4| en el intervalo [-1, 4].

c ) Calcula el area plana limitada por la funci(®) ¥ las rectas x = -1, x =4 ey = 0.

a)

La funcion g(x) es polindbmica por lo cual su doimias R. Se trata de una para-
bola simétrica con respecto al eje de ordenadaseporx) = g(- x).

Los cortes con los ejes son los siguientes:

x, =2 - A2 0)

Eje OX=>y=0;;, xX*’-4=0-

Eje OY=x=0;, y=-4 - C(0, -4)
La funcion g(x) es convex@l) y su punto minimo es el siguiente:
g(x)=2x;; g(x)=0=>2x=0;; x=0

g"(x) =2>0= Minimo para x=0 = Min.: C(0, —4)

Teniendo en cuenta que-1)=-3 y g(4)=12, la representacion gréafica de la
funcion g(x) es la indicada en la siguiente figura.

YA
g(x) =¥ -4

|

|

/

B O /A X

/
C




b)
Con objeto de facilitar la representacion, la fancf (x) :\ x? —4\ se puede rede-

-x*+4 si —-2<x<2

finir de Iaformaf(x):{ x> =4 si xO(-o, =2)0(2, +o)’

El dominio de f(x) ed-1, 4] y, teniendo en cuenta quig4)=|4* -4|=12, el
recorrido eq0, 12).

Como quiera que la funcioh(x) = 0, Ox O R, los minimos absolutos son los pun-

x, =-2 - OD(f)
tos de la funcion que pertenecen al eje de absdigas=0 =
x,=2 - A(2 0)

El maximo absoluto de la funcion se produce paxadxy es Q(4, 12).

Existe un maximo relativo para x = 0, por ser:

= f'(x)=0=x=0

f'(x)=

-2X si —2<x<2
2x si xO(-e, =2)0(2, +)

La funcion tiene un maximo o un minimo relativoetintervalo-2 < x < 2.

= f"(x)<0 en -2< x < 2= Maximo relativo

fr(x)=

-2 si -2<x<2
2 si xO(-o, —2)0(2 +w)

£(0)=|0* -4/ =4 = Max relativo: P(4, 0)

La representacion grafica de la funcion es laad@lra siguiente:

f(x)=| ¥ -4




c)
Teniendo en cuenta lo anterior y de la observad®ia figura se deduce que la
superficie pedida es la siguiente:

2

4 X2 2 X2 4
S:j(—xz+4)-dx+j(x2—4)-dx:{——+4x} +{——4x} =
) > 3 o 3

:(—2_33+ 4-2}—{—%%-(—1)}(4_;—4-4}—(2—;—4-2}
8 1 64 8 47 _ 59

=——+8-Z+4+—-16-—+8=4+—=""u’=S
3 3 3 3 3 3
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4°) Una persona camina a la velocidad constangrdés y se aleja horizontalmente en
linea recta desde la base de un farol de foco hsoinlel que se encuentra a 10 m de
altura. Sabiendo que la persona tiene 1'70 m, talcu

a ) La longitud de la sombra cuando la personasgestra a 5 m de la base del farol.

b ) La velocidad de crecimiento de la sombra d s&gundos de empezar a caminar.

a)

A

=

o

—

L]
.
tag a = 10 :E = 10x=85+17x ;; 10x—-17x= 85 ;; 83x =85 ;; ng’ =102=x
5+x X 83
La longitud de la sombra es de 1'02 metros.

b)

Siendo la velocidad de la persona de 3 m/s, a dabun tiempo de t segundos,
se encuentra a una distancia del foco de 3t mgttadongitud de la sombra x, en el

instante t es:itag a = é—? _ 17 = 10x =051t ;; x = 051t.
X

Como la velocidad instantanea es la derivadaspelao con respecto al tiempo,
sera:

v=d'(t)= 051m/s
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REPERTORIO B

2 2 1 2 4 1
1°) Dadas las matrices=| -1 -1 -1| y T=|-1 -3 -1/{, se pide:
2 4 3 1 2 1

a ) Probar que la matriz T tiene matriz inversalguar dicha matriz inversa.
b ) Dada la ecuacién con matriz incégnita B, A*BT, calcular el determinante de B.

c ) Obtener los elementos de la matriz B consideesdel apartado b).

a)
Una matriz tiene inversa cuando su determinantkséiato de cero.
2 4 1
IT|=|-1 -3 -1|/=-6-2-4+3+4+4=-12+11=-1%0
1 2 1
T es inversible, como queriamos probar.
‘—3 2‘ _‘4 2‘ ‘4 -3
5 1 1 -1 1 11 |1 -1
; (1 -11] (21 2 -1
IT|=-1;; T ={4 -3 2|; Adj(a")=]- - =
1 -1 1 -11 (11 1 -1
-1 1 _2 1 2 -1
-3 2 4 2 4 -3
-1 -2 -1 1 2 1
=0 1 1| = T'=l0 -1 -1
1 0 -2 -1 0 2
b)

Teniendo en cuenta que el determinante de un piodle matrices es igual al
producto de los determinantes de las matrices, ié@md®e podia hacer el ejercicio de
ésta forma:

2 4 1 2 2 1 1 2 1
B=T-A-T"=|B|=|T|:|A]:[T"|=[-1 -3 -1-|-1 -1 -1]-|0 -1 -1|=
1 2 1 2 4 3| |-1 0 2



(-6-2-4+3+4+4)-(-6-4-4+2+8+6)-(-2+2-1)=

(11-12) -(16-14)-(-1)=-1-2-(-1)=2=]B|

c)
A=T*.B-T = Multiplicando por la izquierda por T y por la deha por T,

resulta;

T AT =T.T*B-T-T'=|-B-1=B=T-A-T*!

2 4 1 2 2 1 1 2 1
B={-1 -3 -1|-|-1 -1 -1|-|] 0 -1 -1|=
1 2 1 2 4 3 -1 0 2

4-4+2 4-4+4 2-4+3) (1 2 1) (2 4 1)(1 2 1
-2+3-2 -2+3-4 -1+3-3|-|0 -1 -1|=|-1 -3 -1|-|0 -1 -1|=
2-2+2 2-2+4 1-2+3) (-1 0 2) (2 4 2)(-1 0 2

2+0-1 4-4+0 2-4+2 1 00
-1-0+1 -2+3-0 -1+3-2|=|0 1 O|=B
2+0-2 4-4+0 2-4+4 0 0 2
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2°) Dados los puntos A(4, -4, 9), B(2, 0, 5), A46), L(1, 1, 4), M(0, 2, 3) y N(3, 0, 5),
se pide:

a ) Calcular la distancia d del punto C al puntalimelel segmento de extremos Ay By
el area S del triangulo de vértices ABC.

b ) Calcular la ecuacion implicita del plamoque pasa por los puntos A, By C y del
plano 7' que pasa por los puntos L, My N.

c ) Calcular unas ecuaciones parameétricas de fa renterseccion de los planesy
7' y el Anguloa que determinan los planesy n'.

a)
El punto medio del segmento de extremos A(4, 4B, 0, 5) es M(3, -2, 7).

La distancia d del punto C(4, 2, 6) al punto Maesiguiente:

d=MC=4(4-372+(2+2)7 +(6-7)* =12 +4* +(-1)* =1+16+1=18=3/2 u=d

Para hallar el area del triangulo ABC consideracw®so base, por ejemplo, el
segmentoAB.

La recta r que contiene al segmem® tiene el siguiente vector director:
V=AB=B-A=(205)-(4 -4 9)=(-2 4 -4).

AB=(-2)?+4° +(-4)* =J4+16+16=+36=6u = AB.
La altura del triangulo es la distancia del pudta la recta r.

‘ACDV‘
v

siendo A(4, -4, 9) un punto cualquiera de la reg»ta7 un vector director de la rectar.

La distancia de un punto a una recta vitaua por la formulal(C, r) =

AC=C-A=(4 2 6)-(4 -4, 9)=(0 6 -3).

i j Kk
L 0 6 -3
\ACDV\_ -2 4 -4 | -24i +6j +12k +12i]

e v J2f var+(-af  Ja+16+16



|12 +6j+12k|  6-[-2i+j+2k|
36 6

JE2P+12+2° =J4+1+4=/9=3u=h

AB-h_6-3
SABC = 2 = 2 :9u2 = SABC

b)
Los puntos A(4, -4, 9), B(2, 0, 5) y C(4, 2, 6)adeninan los siguientes vectores:

u=AC=(0,6 -3y v=AB=(-2 4, -4).

La expresion general del plamoes la siguiente:

Xx-4 y+4 z-9
n(A; u, V)s 0 6 -3|=0; -24x-4)+6(y+4)+12(z-9)+12(x-4)=0 ;;
-2 4 -4

-12(x-4)+6(y +4)+12(z-9)=0 ;; -2(x-4)+(y+4)+2(z-9)=0 ;;

—-2X+8+y+4+22-18=0;;, m=2x-y-2z+6=0

Los puntos L(1, 1, 4), M(0, 2, 3) y N(3, 0, 5) el®hinan los siguientes vectores:
w=LM=M-L=(0,223)-(1,1 4)=(-11 -1 y
Z=LN=N-L=(305)-(114)=(2 -1 1)

La expresion general del plamo es la siguiente:

x-1 y-1 z-4
rliw Z)z -1 1 -1]=0;;
2 -1 1

(x-1)-2(y-1)+(z-4)-2(z-4)-(x-1)+(y-1)=0;; -(y-1)-(z-4)=0 ;;

y-1+z-4=0;;, m=y+z-5=0

c)
2X-y-22+6=0

La expresion de r por unas ecuaciones impll’c'ﬁtasae{y +7-5-0



Parametrizanda = A se tiene:

[ = 2x—y—2_z+6:0 w= —y—22_:—6—2/] 7= -1-2]  7=142)
y+z-5=0 y+z=5 £ =<7
X=A
y=5-z2=5-1-21;; y=4-21 = r=:y=4-24
z=1+2A

El &hguloa que determinan los planegs y n' es el mismo que forman sus vec-
tores normales, que san=(2, -1, -2) y n' =(0, 1, 1), respectivamente.

Aplicando el producto escalar de dos vectores:

_— —

n-n__ (2, -1 -2)-(0 1, 1)
‘FHW‘ V22 + (-1 + (-2 JoR+12+1?

—_

n-n :‘an"-cosa = CO0SQa =

0-1-2 -3 _-1_ 42
- - -T2 N2 L p=13m
Ja+1+4-J0+1+1 J9-42 J2 o 2
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3°) Dada la funciorf (x) = Lx en el intervalo [1, €], siendo e = 2'718281 ----:

a ) Razona que hay un punto P de la grafica déyen que la recta tangente a ésta es
paralela a la recta que pasa por los puntos AN BJg, 1).

b ) Obtén el punto P considerado en el apartado a).

c ) Calcula la pendiente de la recta tangente &y en el punto P hallado en b).

a)
Teniendo en cuenta que la funciéfx) = Lx es continua y derivable en el inter-
valo considerado y que la pendiente de la rectgetaste es la del vector determinado

por los puntos Ay By = AB=(e-1 1) = m= il
e_

Sabiendo que la pendiente a una recta en un pangual que el valor de la deri-
vada de la funcion en ese punto, es:

y:l = m:l:i = X:e—l D[:L e]
X x e-1

b)

Yo =L(e-1) = Ple-1 L(e-1)]

El valor de la pendiente es= eil'
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4°) El coste del marco rectangular es de 12’5 gooosnetro lineal de los lados vertica-
les y de 8 euros por metro lineal de los ladoszbotales.

a ) Calcula razonadamente las dimensiones que temdeel marco de un cuadro de un
metro cuadrado de superficie para que resulte kanandmico posible.

b ) Calcular ademas el coste de este marco masmaumposible considerado en a).

a)

Coste= C(x)=2x -125+2y -8=25x+16y=C

Sustituyendo el valor de y:

2
Coste= C(x) = 25x +l—x6 = 25X—X+16 =C(x).

Para que el coste sea minimo, su derivada tiemsejucero:

v 1. 2 2 _ 2 _ 2 _
50x - x—1- (25x” +16) _ 50x” - 25x* =16 _ 25x” ~16 _ c(x)

x? NG XZ

C'(x) =

_16.. X== 1—6212 (—g carece de sentidg ;; x=

C'(x)=0=25x*-16=0;; x* ==_ ;;
25 25

ol

Las dimensionesdel cuadro debenser de 80cm de base por 125 cm de alto.

Justificacién de que se trata de un minimo:

50x - x* —2x - (25x* ~16) _ 50x* ~50x* +32 _ 32

C'(x) = > = =5=C"(x)
C"(g):1—63>0 = Minimo, cqg.j.

(2)
b)

El coste esCoste= 25x +16y = 25 - g +16- g =20+ 20=140 euros= Coste
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