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JUNIO — 2005
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 hora y 30 miips

El alumno elegira uno de los dos repertorios qo@ndinuacion se proponen, teniéndose
gue hacer 2 de los 3 primeros ejercicios del reperelegido.

Cada una de las cuatro cuestiones del repert@agdel puntuara 2’5 puntos como ma-
Ximo.

Todas las respuestas han de ser debidamente razonad

REPERTORIO A

1°) Calcular los valorex,, x,, X,, X, € y,, Y,, Ys, Y, que satisfacen las siguientes

. 2AX -3AY =B
ecuaciones. AX — AY = C

X, X 2 -5 -18 0 -17 -30
X=[""1 "?|Y= Y yZ,A: , B= y C= :
X, X, Y. Y, -1 3 11 1 10 18

}, siendo:

—-2AX +2AY =-2C

2AX -3AY =B 2AX -3AY =B
AX-AY =C

}:—AY:B—ZC;; AY=2C-B;;
A A.Y=A'.(2c-B);;l -:Y=A*-(2C-B);;Y=A".(2C-B)
-17 -30) (-18 0} (-34 -60) (18 0) (-16 -60
2C-B=2- - = + =
10 18 11 1) (20 36) (-11 -1 9 35
2 -5 2 -5 (2 -
A= | Al= =6-5=1;; A'=
-1 3 -1 3 -5 3

35 A (35
Adj. A' = opr = AAA
12 |A| 12

o 3 5) (-16 -60 -48+45 -180+175 -3 -
Y=A"- (2C - B) = . = = =Y
1 2 9 35 -16+18 -60+70 2 10
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2AX —3AY = B} -2AX+3AY =-B

AX-AY =C

= AX=3C-B;;
3AX -3AY =3C

AT A-X=A*(3c-B);;I - X=A"-(3C-B);; X =A*-(3c-B)

-17 -30) (-18 0} (-51 -90) (18 0) (-33 -90
3C-B=3- - = + =

10 18 11 1) (30 54) (-11 -1) |19 53

X:A‘l-(3C—B):[3 5)(—33 —90)2(—99+95 —270+265j:(—4 —sjzx

1 2 19 53 -33+38 -90+106 5 16

kkkkkkkkkk



2°) Se consideran el plamo=y +z-12m=0,siendo m un parametro real, y las rectas

de ecuaciones = Xfl,vs sz y w= st . Sean A, B y C los puntos de in-
y=2z y =2z y=3z

terseccion dezr con u, vy w, respectivamente.
a ) Calcular las coordenadas de A, B y C en fundem.
b ) Hallar los valores de m para los que el aré#&ridagulo ABC es 1 unidad cuadrada.

a)

_|x=1
A:u_{y:z = y+y-12m=0;; 2y-12m=0;; y—-6m=0;; y=6m
mT=Ey+z-12m=0

z=y=6m=z = A1, 6m, 6m)

_|x=2
B — V_{y:ZZ = 2z+z-12m=0;; 3z-12m=0;; z-4m=0 ;; z=4m
mT=y+z-12m=0

y=2z=8m=y = B(2 8m, 4m)

_|/x=3
C= W={y:32 = 3z+z-12m=0;; 4z-12m=0;; z-3m=0;; z=3m
mTEy+z-12m=0

y=3z=9m=y = C(3 9m, 3m)

b)
El &rea de un triangulo ABC en funcién de dosa@stAB y AC que lo deter-

minan es:S:% -‘EDA—C‘.

AB=B-A=(2 8m, 4m)-(1, 6m, 6m)= (1, 2m, -2m)= AB

—_—

AC=C-A=(3 9m, 3m)-(1, 6m, 6m)=(2, 3m, -3m)= AC

ik
S:%‘A—Bmﬁz‘:l;; 1 2m -2m||=2 ;;|-6n’i - 4mj+3mk—4mk-+3mj +6m’i | = 2
2 3m -3m

|-mj-mk|=2;;m(-1)° +(-2)* =2 ;; m/2=2;; 2m* =4 ;; m* =2 ;; m=%2
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3°) Dadas las curvas(x) = (x-1)° e g(x)=5-x? calcular razonadamente:
a ) Su punto de corte. b ) El area encerradel@Bs y el eje OY.

a) (x-1°=5-x*;; xX*-3x*+3x-1=5-x> ;; xX*-2x*+3x-6=0

1 -2 3 -6
Procediendo por Ruffini: 2 2 0 6

1 o 3 [ o0

La ecuacion resultante? + 3= 0, no tiene soluciones reales, lo que justifica que
las curvas tienen un solo punto de corte, que gg@@kente:

Xx=2_,y=5-22=5-4=1 = P(2 1)

b)
Los puntos de corte de las funciones con lossgjedos siguientes:
Eje X -~ y=0= (x-1°=0 - x=1= A1, 0)
f(x)=(x-1° =
EjeY - x=0= y=(0-1°=-1=y = B(0, -1)
Eje X - y=0= 5-x*=0;; x=+/5 - C(V5, 0); D(-V5, 0]
g(x)=5-x* =
EjeY - x=0 = y=5=E(0, 5)
La situacion aproximada de la situacion es laigdiea la figura:
2 2
Q(X}/ | =[g(x) - dx=[ f(x)-dx=
0 0

cdx+ [ (x=1)° - dx=

Xx=0-t :'_1}
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4°) Probar que el volumen de cualquier cono reworito en una esfera es menor que el
30 por ciento del volumen de la misma.

Una seccién plana de la situacion se refleja éiguaa adjunta.

A Los triangulos rectangulos ABC

' y BCD son semejantes por lados per-
pendiculares, por lo cual se puede
establecer la siguiente relacion entre
el radio de la esfera (R) y el radio y la
altura del cono (ry h):

El volumen de la esfera viene

dado por la formula/, = gnR3.

El 30 % de este volumen 868 % de V, = 1% -gﬂR3 “21R

5

El volumen del cono equivale a un tercio del &eda base por la altura; viene
dado por la siguiente formulaZ, = %ﬂr2 h.

Sustituyendo el valor dé de la expresion (1) resulta:

V, ::—137”2 h :%n- [h(2R-h)]- h :%nhz (2R-h) =V,

El volumen maximo del cono se produce cuando svatta sea cero:

V'c=:1‘3ﬂ- [2h - (2R-h)+h?- (-1) :%n- (arn-2n2 —hZ):%n- (4Rh-3n?) =

::—13ﬂh-(4R—3h):Vc' = V.'=0=h=0 (para minimg y 4R-3n=0 ;; h:4—;

Vamos a justificar que se trata de un maximo:

V" ::—1377(4R—6h) SVALS (Lg):%n(4R—64—§) :%n(4R—8R): —%nR< 0= Max, cqg.j.



Sustituyendo el valor obtenido de hPyeal valor del volumen del cono es:

V. ==m-r?. :gn [h(2R-h)]-h= én h?. (2R- h):% (4—52-(2%4—;):

Wik

2
1, 18R BR-AR_32 0\ (aiimg
37 9 3 81

Vamos a comparar el volumen maximo del cono ca30e¥ del volumen de la
esfera:

V. =32,R9 <30% de V, =20R > Equivale a demostrar qu?g <2
81 5 81 5
m.cm.=5.81= 32 5 2-81. ;; 32:5< 2:81;; 160<162—= Evidente
S- 81 5-81

En efecto, el volumen del cono maximo es menore38 % del volumen de la esfera.
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59 Cien alumnos prepararon un examen de Matersats@marepresenta por x el numero
de problemas hecho por cada alumno en la prepargqor y la calificacion obtenida.
Sabiendo que las medias aritméticas de esas \ewifildronx =9'2 ¢ y =75, que el

coeficiente de correlacion entre esas variable9ftiey que la desviacion tipica de la
variable y fue el doble que la de la variable xpisie obtener, razonadamente:

a ) La ecuacion de la recta de regresion de Y s¢bre

b ) La calificacion que la adecuada recta de régrgwredice para un alumno que sélo
hizo 6 problemas durante la preparacion del examen.

a) El coeficiente de correlacion viene dado paXpresion:r = s VS , siendosS,
% y

la covarianzas, la desviacion tipica de x §, la desviacion tipica de y.

. . —_ S =
La recta de regresion de Y sobre X es la ecuagiéry = Szy (x— x).
y

. S . o
Teniendo en cuenta qu& =2S, ;; S :7y, podemos deducir lo siguiente:

X

- S S

r=— =2 %% o= 0.07=14=2
- S? S?
X y .S y y y

Sustituyendo este valor en la recta de regresamel resto de los datos, queda:
y-75=14(x-92) ;; y—75=14x-1288

Recta de regresionde Y sobre X = y=14x- 538

b)
La representacion gréafica de la recta anterida sgjuiente:

A

9

8 2 //
£ 7 Recta de regresion de Y sobre X Yy, . Como puede_ apre-
.§ 5 ciarse por (_el gréfico, !a
S5 Y nota _aproxmada seria,
.HC_T—S 4 / aproximadamente, de 3'3.
O g /

'
1 //

T2 3 4 5 6 7 8 9
NuUumero de problema:
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REPERTORIO B

x+ay+a’z=1
1°) El sistema de ecuaciones lineales x+ay+az=a; depende del parametim.
X+a’y+a’z=a?
Discutir para qué valores de es incompatible, compatible determinado y compatib
indeterminado y resolverlos en los casos compatible

Las matrices de coeficientes y ampliada son:

Q

a a* 1
a a a
a’ a?

PR e

aZ
a|;; M'=
0,2

<

I
e N
Q

2 2

a

Segun el teorema de Rouché-Frobenius, para qeest@ma sea incompatible es
necesario que los rangos de las matrices de catiia y ampliada sean diferentes.

El rango de M es, en funcién de el siguiente:

1 a
1 1l=a*(a+a*+1-a-a-a)=a’(a> -20+1)=
a a

Para {g i g} = Rango M = Rango M'=3=n° incdég = Compatible Determinado

Veamos que ocurre con los rangos de M y M’ pasavilores dex que hacen
que el rango de M sea menor que tres:

100 1001
Paraa=0esM=|1 0 O|=RangoM =1;; M'=|1 0 0 O|= RangoM'=2
100 1 000

Para a =0= Rango M # Rango M'= Incompatilte

111 1111
Paraa=1esM={1 1 1|=>RangoM =1;; M'=|1 1 1 1|= RangoM'=1
111 1111

Para a =1= Rango M = Rango M'=1<n° incdég = Compatible Indeter minado




Resolvemos en los casos de compatibilidad:

Para{g ; (1)} gue es compatible determinado, resolvemos pamer.
1 a a? 1 a a’
a a a| a-1 1 1
a’ a? a’ 11 1 1.0
X = = = =0=xX
a®(a-1)° a’(a-1° al@-10 —
1 1 a? 1 1 «a
1 o «a a1 a 1
et a*|_ |1 a® a|_a’+a*+l-a*-at-a_a*-a’-a+l_
Y= a-1°  a*(@-1)° ala-1)° - ale-1?

(@-1)(a+1) _a+1_
ala-1)° a
(La expresionz® —a® —a +1 se ha descompuesto aplicando la Regla de Ruffini)

1 o 1 11 1
1 a a| a1 1 «a
ot ot el |la d|_a'+a+a-1-a’-a’ _-a’+2a-1_
a®(a-1) a®(a-1)° ala -1y ala -1
(-2 1
= =-Z=z
al@-1)° «a

Paraa =1 el sistema se transforma en la ecuaciény + z =1, cuyas soluciones

son todos los infinitos puntos del plano que det@ainSe trata, pues, de una indetermi-
nacion con dos grados de libertad por lo que debertilizar dos parametros.

1-A-u
A , OA, uOR
U

: = Rk
Hamendoa} - X=1-A-u = Solucion: {y
z

Dando valores @& y p se obtienen las infinitas soluciones, por ejemplo:

-2
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2°) Hallar las ecuaciones de los planos que pawsael punto P(-7, 2, -3) y tales que las
proyecciones perpendiculares del origen sobre digihenos son puntos de la recta de
ecuacionr =(x, y, z)=(0, 4, 1)+t(1, 0, 0).

Los planos que se piden son tales que sus vectoragles tienen que tener su
principio en el origen de coordenadas y su extreemogn punto de la recta r, es decir,

que el vector normal genérico es= (t, 4, 1).

El conjunto de planos pedidos tienen por ecuacdiondy +z+D =0.

Como tienen que pasar por el punto P(-7, 2, i&)eh que satisfacer su ecuacion,
por tanto tienen que satisfacerse la ecuacionlpai@oordenadas del punto:

~7t+4.2-3+D=0;; -7t+8-3+D=0;, D=7t-5

n=tx+4y+z+(7t-5)=0, (tOR)

Los puntos de la recta r son de la forma Q(t)4,4 ¢omo el punto P(-7, 2, -3)
pertenece al plano pedido, los vectores PQ y n tienen que ser perpendiculares.

v=PQ=Q-P=(t,4,1)-(-7 2 -3)=(t+7 2 4)

_—

V- n=0= (t+7,24)-(t, 41)=0; t?+7t+8+4=0;; t2 +7t+12=0

_-7+/49-48 _-7+1_-7zx1
2 2 2

=>t=-3;;t,=-4

Sustituyendo estos valores en la expresion adtenemos los planos pedisos:

7, =-3X+4y+z-26=0 y n,=-4x+4y+z-33=0
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xLx+a si x>0

3°) Hallar las constantes reales ay b parafjus¢=< b  si x=0 sea continua
sen(rx)
si x<0
X

para todo valor real de x.

Para que una funcién sea continua en un punte ¢ga cumplirse que los limites
por la izquierda y por la derecha sean igualegyal ial valor de la funcion en ese pun-
to:

lim _lim (L lim | Lx . _
- f(x)—xﬁo(xLx+a)—0-( oo)+a::>lnd.:>xﬁO T+a - (L'Hopital)
X
, 1
B lim X_ |4 lim o= lim (-x)+a=0+a=a
X - O _4}7 X - O X -
X2
“m_f(X): I|m+ngﬁ Ind. - (L'Hopital) - “m+M:E
X -0 X -0 X 0 X -0 1
I|m+ f(x)= lim (xLx+a)=a
X=0 x-0 jim jim
= L f(x)=1(0)= f(x) =
lim lim sen(rrx) x -0 X -0
f(x)= =7
X -0 X-0 X

= a=b=r7
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4°) La concentracion en sangre de un farmaco desfigu toma es la siguiente:
C(t) = 029483- t + 004253 t* - 0'00035- t* mg/ml, donde t es el tiempo transcurrido en
minutos. Se pide:

a ) Calcular el periodo de tiempo durante el curenaco actla.

b ) Determinar en qué instante la concentracioriesgiaco es maxima.

a)
Basta con saber cuando se anula la accion , ©ft) =
C(t) = 029483 t + 004253 t> - 000035- t* = 0 ;; t(29483+ 4253-1-35-12)=0

La solucidén t = 0 carece de sentido. Resolvemesuacion de 2° grado:

_ 4253+ /18088009 4127620_ 4253£ 22215629 _
70 70

357 -4253 -29483=0 ;; t

t, =12810

4253+ 471335
= =

(La solucién negativa carece igualmente de sentidd
0 t, = -657

El tiempo gue dura la accién del medicamento ek28eminutos

b)
La concentracion sera maxima cuando la derivaalasm:

C'(t) = 0295+ 0085t — 0001-t> =0

) _  85:7225+1180 _85+8405_ 85+ 9168 |1~ 9924
t? -85 -295=0 ;; t = 2 - 85+ 1640586+ 91665,

(La solucion negativa carece igualmente de sentidg

t, =-334

Para justificar que se trata de un maximo recasimla segunda derivada:

C"(t)= 0085- 0002-t ;; C '(8824)= 0085- 0002 -8824 = 0085- 017648< 0 = Méax.

La maxima concentracion se produce a los 88’24 tou
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59 De una urna que contiene 6 bolas blancas grasese extraen bolas sucesivamente
y sin devolucion. Obtener razonadamente cuantas haly que sacar para que:

a ) La probabilidad de sacar al menos una blara:%—gse

b ) La probabilidad de sacar al menos una blarnzd se

a
6

Sacando una bolap(b) = 0"

ol w

Sacando dos bolas, la probabilidad de que al mem@sea blanca es equivalente
al suceso contrario de que las dos sean negras:

4

2 1 2 13
b)j=1- =1- . =1---="=1-—==
pb) =1~ p(nn) =1~ 531 15715

©Olw

Sacando tres bolas, la probabilidad de que al smena sea blanca es equivalente
al suceso contrario de que las tres sean negras:

pb)=1-p(hnn)=1-—. 2 .2=1-2.2.2=1-=-. 2. 2=1-— ==
Como puede apreciarse, hay gue sacar tres bolas.

b)
Para que eso suceda es necesario sacar cinco(fpadake ocurrir que las cuatro
primeras bolas sean las cuatro negras).
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