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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 2 horas

Se elegira el Ejercicio A o el B, del que solo agh tres de los cuatro ejercicios.

Cada problema se puntuara de 0 a 3’3, segun laigeioh maxima indicada en cada
apartado. La suma de las puntuaciones mas 0’laseadfificacion de esta prueba.

Cada estudiante debera disponer de una calculakidfica o grafica para el examen.
Se prohibe su utilizacion indebida (para guardandéiias en memoria).

EJERCICIO A
Ax+2z=0
1°) Dado el sistemaly-z=A , dependiente del parametiq se pide:
X+3y+z=5

a ) Determinar para qué valores Alel sistema es: compatible determinado, compatible
indeterminado e incompatible.

b ) Obtener las soluciones en los casos compatéitrminado y compatible indetermi-
nado.

A0 2 A0 20
a) M={0 A -1|:M'=[|0 A -1 A
1 3 1 13 15

A0 2 1 =0

=
IM|=|0 2 —1:/12—2/1+3/1:/12+/1:/1(/1+1):O:>{—A }
13 1

A#0
Para {/] 4 1} = RangaM = RangoM '=3=n°incégnitas = Compatibledeterminado
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Para A=0 el rangc de M' es:

000
M'={C,C, C}=1]0 0 0[=0 = Rango=1
135

0 2 0
M'={C,C, C}=10 -1 0/]=0= Rango=2} = 1=0 = RangoM'=2
1 1 5

0 2 0
M'={C,, C,C}=1|0 -1 0/=0= Rango=2
3 1 5

Parad =0 = RangoM = RangoM '= 2 < n°incognitas= Compatibleindeterminado

Para A=-1 el rangc de M' es:

-1 0 0
M'={C,C,,C}=|0 -1 -1/=5-3=2#0 = Rango=3
1 3 5

Paral = -1 = RangoM # RangoM' = Incompatilte

b) (Compatible determinado)
00 2
A A -1
5 3 1| _6A-101_ -41 _ -4

= AA+1)  A(A+1) _/1(/1+1):)l+1

A0 2
04 -1

yoll 5 L] _F-22+50_ H+31 _A(1+3)_A4+3
A(A+1 AA+1) A(A+1)  A+1 A+l
A 00
04 2
1 3 5/ _5F-3F_ 2¥ _ 21

Al +1) - A4 +1) _/1(/1 +1):)I+1



Sdudmtxzv;4 . y:dié;;z:j%% OAOR, {A#0, -1

Compatible indeterminado:

Ax+2z2=0 2z=0
El sistema primitivo esdy-z=4 . ParaA =0 resulta el sistema;z=0 , O
X+3y+z=5 X+3y+z=5

T , cuyas infinitas soluciones salen de la so-
X+3y+z=5

lucion de la ecuaciomx +3y =5. Despejando x:x=5-3y.

mejor, el sistema equivalent%

Dando valores arbitrarios a y se obtienen infsiigpupos de soluciones, por
ejemplo:

y=0] y=1] y=2] y=-1
Xx=5% 1 x=2¢ 3 x=1 OX=8 b e
z=0 z=0 z=0 z=0
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20)

Lo 2 .,
a ) Dibujar la recta de ecuacign=—x y la curva de ecuacionp=ser x cuando
T

—g < X< g; obtener razonadamente por calculo integral &l lmdtada entre la recta y

la curva.

b ) Calcular la integral del producto de las doxfones consideradas en el apar-

: 2 . :
tado anterior, es decjr—x -senx - dx, indicando los pasos realizados.
Vs

Como quiera que las dos fun-
ciones son simétricas con respecto al
origen, el area se puede obtener co-
mo el doble del area de ordenadas
positivas de ambas funciones. Por
otra parte, en la zona considerada, la
funcion f (x) =senx es siempre ma-

yor que la funciény:%x, por lo
tanto el célculo del area pedida puede hacerdenitdie de la siguiente forma:

2 275 272
A:Z-J'(senx—ng-dxzz-{cosx—g-x—} :2{cosx—x—} =
0 T mo2, T |,

=2. sen’—T—Z—>2 —[senm—o—zj :2-{(1—iJ—(o—o)}:2-(1—’73:2—’—27:

2 V4 Vi

4-314

La solucién numérica esA= = 043 unidade$

b)

I :jgx-senx-dxzﬁ-jx-senx-dx
T 2

En primer lugar se saca fuera la constante dabsmfegral y a continuacion se
procedo a resolver la integral resultante por dbow “por partes”, cuya férmula es la



siguiente:ju ~dv=u -v—jv -du. Aplicandola a nuestro caso seria:

X=U - dx=du
I:jgx-senx-dle—T-jx-senx-dx = =
Vi 2

senx -dx=dv - v=—-cosXx

= | :%-[x-(—cosx)—j—cosx-dx]:%-(—x-cosx+jcosx-dx):

ZE(senx—xcosx)+C
s
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39) La tabla siguiente muestra las alturas (enasgir los pesos (en kilos) de un grupo
de 8 empleados en una empresa:

Altura ()| 175 | 1’58 | 1’80 | 1'50] 1'65] 175 1'85 163
Peso(y)] 78| 75| 90/ 68 74 84 89 80

Las variables altura y peso estan fuertemente laciomadas, siendo su coeficiente de
correlacion 0'9197.

a ) Estimar, mediante regresion lineal, el pesordempleado que mida 1’72 metros.

b ) Estimar, mediante regresion lineal, la altiwaid empleado que pese 80 kilos.

a)

Q

La recta de regresion de Y sobre X viene daddapexpresiony -y = — (x—i),

0.2
2
siendo: o :\/M—T@ o :M_)—(.y
X N xy N

X

175+ 158+ 180+ 150+ 165+ 175+ 185+ 163 _ 13b1
8

X

=169

_ 78+75+90+68+78+84+89+80 _ 642
8 8

<l

= 8025=y

- 169* =

. _\/fo o _\/1752 .2+ 158" + 180° + 150° + 165" + 185 + 163
x N - 8

_ \/3‘0625- 2+ 24964+ 324+ 225+ 2'7225+ 34225+ 2'6569 28510 =

8

_ \/ 229133 »g519=/28642- 28519=1/00123= Ol1= 0,

8025°

o —\/M_yz _\/782 - 2+75 +90° +68° +84° +89° +80 _
y N = .

_ \/6084 -2+ 5625+ 8100+ 4624+ 7056+ 7921+ 6400 _ 64400625 =

8

= \/%894— 64400625= /648675— 64400625 = +/466875= 683= g,




in YN

O'Xy = N

_.X _7::

175 - 78+ 158 - 75+ 180 -90+ 150 -68+ 165 - 78+ 175 -84+
8

N 185 -89+ 163 -80

- 169 -8025=

_1365+1185+162+102+1287 +147+16465+1304
8

—-13552 =

_ 108975

—13552=13622-13552= 070=0,,

Con los datos anteriores, la recta de regresion stebre X es:

Q

— — 070
—-y=—2Ix-x] = y-8025=
y=y Uf ( ) y 0112

(x - 169) = 5785(x - 169) ;;

y—8025=5785- x—- 9777 ;; y=5785x—- 1752

Para una altura de 1'72 metros, el peso seria:

X=172 = y=5785-172-1752= 9950- 1752 = 8198 kilos

Solucion Para una altura de 172 metrosel pesoes de = 82 kilos

., . .y - 0 —
b) Larecta de regresion de X sobre Y viene dadadapexpresion — x = Xzy(y— y):
g
y
-_ 0 - 070
X—-x=—2(y- X—169=
OJ (y y) = 685?

x—169= 0015 y—-120;; x= 0015y + 049

(y-8025) = 0015(y - 8025) ;;

<

Para un peso de 80 kilos, la altura esperada seria:

y=80 = x=001t-80+049=12+04S=169 metro:

Soluciont Para un pesode 80 kilos la altura es de = 169 metros
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4°) Sean r y r' las rectas del espacipdeterminadas del modo siguiente: r pasa por lo:
puntos A3, 6, 7) y B(7, 8, 3) y r’ es la rectaeirsteccion de los planos de ecuaciones
n=x-4y-z=-10y n'=3x-4y+z=-2. Se pide:

a ) Calcular de cada una de las rectas r y r’ anaaciones parameétricas y determinar la
posicion relativa de ambas.

b ) Calcular la distancia entre las rectas ry r’.

c ) Calcular el area del triangulo de vértices A; B, siendo C un punto cualquiera de
la rectar.

a)
Vamos a realizar el estudio mediante los vectorestdres de ambas rectas.

Un vector director deresu = AB=B-A=(7,83)-(36,7)=(4,2 -4)=u

x=3+4k
Una expresion de paramétricas de rresi y =6+ 2k
z=7-4k

mT=Xx-4y-z=-10 Xx—-4y=z-10 x—4y =k-10
n - 2=k = =
mT=3x—-4y+z=-2 X-4y=-z-2 3X—-4y=-k-2

{ x-4y=k-1

r

0
}:>—2x:2k—8;;x:4—k;;x—4y:k—10;

-3x+4y=k+2
7 1
-k+4-4y=k-10;; 4y=-2k+14 ;; 2y =-k+7 ;; y=§—§k =

Xx=4-k

7 1 —

r's ===k => v=(-2-12

=53 (-2-12)

Kk

7=

Como puede observarse, los vectoresy v estdn en combinacion lineal

(U =-2- V), lo cual indica que las rectas son coincidentparalelas. Para diferenciar

el caso comprobamos si la recta r’ contiene a umiopde la recta r. El punto de r puede
ser, por ejemplo, A(3, 6, 7):



Xx=4-k 3=4-k L k=1
r's yzz—lk :>A(3,6,7):> 6:Z—lk ?= Alr'=
2 2 2 2
z=k 7=k L k=7

r y r' son paralelas

b)
La distancia entre las rectas paralelas r y laesisma que la distancia del punto
COr' alarectar.
(ACOU]|
juf
do C un punto cualquiera de la recta r'. Por ej@nplara k = 1 resulta el punto
c(3 3 1).

La férmula de la distancia de un punto a una restad (C, r) = sien-

w=AC=C-A=(331)-(367)=(0-3 -6).

]k
|ACOU|=|0 -3 -6|=|12 -24] +12k+12i | =| 24 - 24] +12| =
4 2 -4

=12,/2° +(-2)* +1° =36

‘U‘:\/42 +22+(-4) =\16+4+16=/36=6

‘A‘CE‘U ‘ _3—66 =6 unidades=d (Q, r)

El area del trlangulo de vertlces A, By C es litathdel modulo del producto
vectorial de los vectores = AB y w = AC.

d(C, r)=

c)

ik i ik
:%-HUDWH:%- 4 2 -4 :% 2.3:(2 1 -2|=3.|-2i-2k-2i+4j|=
-3 -6 0 -1 -2

=6-|-2i+2j-k|=6y(-2) +2? + (-1 =6/4+4+1=6-/9=6-3=18



El area del triangulo de vértices A, B y C es deidiBlades cuadradas
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EJERCICIO B

1°) a ) Calcular las matrices reales cuadradasdlen 3, X e Y, que satisfagan las
ecuaciones siguientes:

1 01 1 -1 0
2X+Y =B
dondeB=|{0 1 1|y C=|-1 1 1|
X-2Y=C
0 01 1

b) Si X e Y son las matrices anteriores, calclalanatriz(2X +Y) - X - (2X +Y)-(2Y).

a)
2 02) (1 -10) (3 -12
4X +2Y =2B
— 5X=2B+C=|0 2 2[+/-1 1 1|=[-1 3 3|=
X-2Y=C
002 (1 1 1)1 1 3
3 -1 2
5 5 5
= X=-5 % 2
i 1 3
5 5 5
101 (=2 £ -2) (-5 % 3
2X+Y=B ;; Y=B-2Y=|0 1 1|+ 2 -& -g|=| 2 -1 -1|=v
001 (-§ -¢ -¢) \-¢ -§ -3
b)
101(1 -10
(2X +Y) - X -(2X +Y) -2y =(2X +Y)-(X-2Y)=B-C=|0 1 1|-[-1 1 1|=
0011 11

1-0+1 -1+0+1 0+0+1) (2 0 1
=| 0-1+1 0+1+1 O+1+1|=/0 2 2|=(2X+Y)-X-(2X+Y)-2Y
0+0+1 0+0+1 0+0+1) (1 1 1
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2°) Sea T un triangulo de perimetro 60 cm. Uncoddddos del triangulo T mide x cm
y los otros dos lados tienen la misma longitud.

a ) Deducir razonadamente las expresiones denashes A y f tales que:
A(x) = Area del triangulo T ; f(x) ={A(x)}*. Indicar ademas entre qué valores puede
variar el valor de x.

b ) Obtener, razonadamente, el valor de x paraiellg funcion f(x) alcanza el valor
maximo.

a)

~ , ) — 2 _ 2
3600-120¢+X° X _, . h:\/saoo 120¢+X° =X _ jooo=a0 _ 1

Sustituyendo en (*) el valor obtenido de h, quedé) = X V9020" 30X
x-+/900-30x | _ x*(900-30x) _ x*(450-15x) _ 15+’ (30-x)
f(x) = [A(X)]2 = ( j = = = = f (x)
2 4 2 2
b)
2 —_
F(x) - 15¢(30-x) :1—25(30x2 -%)
15 45 45

f'(x):E(GOx—sz):?(ZOx—xz):7x(20—x): f'(x) ;; f"(x)=4510-x)

x =0
X, =20

f'(x)=0 = 4—25x(20—x):0 = {

f"*(0) = 450> 0= Minimo
f'(x) = 4510- x)=
f *(20) = 45(10- 20) = -450< 0= M&ximo

15 -20%(30-20) _ 60000

f (20) = =30000 = Maéx(20, 30000
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3°) Un dado, cuyas caras estan numeradas del ealahza 5 veces. Se pide la proba-
bilidad de que el nimero 3 salga:

a ) Exactamente dos veces. b ) Unavez alosum c) Mas de dos veces.

Se trata de una distribucion binomial, donﬂ(e):% y p(é):% Teniendo en

cuenta que la probabilidad de que el 3 salga xndmu&l experimento se repite n veces

viene dado por la formula:p(x = n) = f(x):()n(j (%j (E—gj , las soluciones que nos
piden son las siguientes:

a)

5\ (1) (5) 51 1 5 _ 5.4.125 625
p:p(x:2):f(2):( j'(éj '(5) “(6-2)20 36 6 2.36.216 3888 o

(o)}

b)
s o0 3 (0 6 0

| 5 1 4 5 =< 5
5. ;8,5 15 8,55 _, 8 , 3125 6250_
5!.0! 6> 4!-11 6 6° 6 6 6 7776 77716 —

c)
Este apartado es mas facil resolverlo por el sucentrario; la probabilidad pe-
dida es equivalente al suceso seguro, menos lalpiiolad de obtener 0, 1 0 2 treses:

0035

5 —_

1250 6250 7500
p=1-[pl(x=0)+ plx=1)+ plx =2 =1~ 1220 0250 - - TS0
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4°) Sean r la recta g el plano de R determinados del modo siguiente: r pasa por o
puntosA(2,24) y B(-121) y n pasa por los puntas(1,0,1), D(1, -1,0) y E(3 0,0).
Se pide:

a ) Probar que la recta r no es paralela al prano

b ) Calcular el punto P interseccion de ny el angulo que forman la recta r y el plano
7.

c ) Determinar los puntos Sy T de la recta r quapglan que su distancia al plamo
sea de 4 unidades.

a)
Probar que la recta r no es paralela al plares equivalente a probar que un vec-
tor director de la recta r y un vector normal anal 7 no son perpendiculares:

Un vector director deresu = AB=B-A=(2,24)-(-1,21)=(30,3)=u

La expresion general del plamoes la siguiente:

Los vectores directores y un punto que determihplano  pueden ser:

v=CD=D-C=(1 -1 0)-(1, 0,1):(0’ 1 -1)=v
.. C(3 0 0)
w=CE=E-C=(30,0)-(101)=(20 -1)=w
X-3 'y z T=EX-2y+2z-3=0
Ac, V. w)z| 0 -1 -1]=0; x-3-2y+22=0 =
2 0 -1 n=(1-22)

u-n=(303)-(1L-22)=3-0+6=920 = u y n no son O, cq.p.

b)
Para determinar el punto P, interseccidn de r/zcpaxpresamos r por unas ecua-
ciones implicitas (interseccion de dos planos):

1

0 3 y-2=0
X—2=-2
rz{ CH A |X=Zz=-2 L ix=z=-2
y-2=0 :j-llg”{x—4+22—3:o}”{x+22:7 &



2X—-22=-4 o e
{x+22:7 = 3x=38; x=1; x-2=-23;1-2=-2;;2=3 = P(1 23

El angulo que forman el plarm y la recta r es el complementario del que forman
el vector normal del plana = (1, -2, 2), con el vector director de ry =(3 0, 3):

—_—

—_

(l -2.2)-(303

n.u:‘ﬁ‘.‘ﬂ.cosﬂ:cosﬁ ‘ﬁ‘ ‘_,‘ le o =
5-0*0 & > = =48 ;,a=90°-4=4P=qa

Jl+4+4 V9+9 \/_9 \/_8 3-3J2 \/_

La rectar y el plano 7 forman 4%5°

c)
La distancia de un punt@(q,, 9,, g,) a un planagz= Ax+By+Cz+D =0 viene

_|Aq +Bg, +Cq +D|

dada por la formulad(Q, ) =

JA? +B? +C?
x=2+3K
La recta r expresada en unas ecuaciones paraasetse ={y =2
z=4+3k

Un punto genérico de larectar e3{2+3k, 2, 4+3k). n=x-2y+22-3=0

|1-(2+3k)-2-2+2-(4+3k)-3| |2+3k-4+8+6k-3| |9k+3| 4

d(Q, =4 = = =
(Q 77) \/12+(_2)2+22 J1+4+4 3

k+1=4;;3%k=3;; k =1

[H+1[=4 = K+1=-4;;3k=-57; 2=—§
3
—5_a.5__
Xx=2+3.1=5 X=2-3.2="-3
S=ly=2 = S5, 2 7) T=Jy=2 =T(-3 2 -1)
z=4+3:1=7 ,=4-3.5-_1
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