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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: HKoras y 30 minutos

INSTRUCCIONES PARA REALIZAR EL EXAMEN.

El examen consta de 10 preguntas. Es estudiarde bBkgir 5 preguntas. En ningan
caso debera responder a un niumero mayor del irdigadjue en la correccion del
examen solo se tendran en cuenta las cinco prirpezgantas respondidas. Se seguira
el orden en el que las respuestas aparezcan desisgor el estudiante. Si se desea
qgue alguna de ellas no sea tenida en cuenta ueli@ste ha de tacharla y dejarlo cla-
ramente indicado. En este caso, ademas de lag quatreras preguntas sin tachar, se
corregira la que ocupe el siguiente lugar. Justifias respuestas y las soluciones.

PREGUNTAS

2 3 1
1°) Sean las matrices= <1>,B = <—1> yC = (2)
a —4 1

a) Comprobar, cuando sea posible, las matriceB?; Bt - C; B - C, cuandaoB® es la
matriz traspuesta de B.

b) Hallar a € R para que el sistema-A+y-B = C de las tres ecuaciones y dos
incognitasx e y, sea compatible determinado y resolverlo parevaies dea.

1 3 —1 —4
C-Bt=<2>-(3 -1 —4)=<6 -2 —8).
1 3 -1 —4

1
Bt-C=(3 -1 —4)-<z)=@.
1

3 1
B-C = (—1) . <2> = No es posible.
—4 1

Para que dos matrices se puedan multiplicar essado que el nimero de co-
lumnas del multiplicando sea igual al nimero desfdel multiplicador y, en este caso,
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el multiplicando tiene una columna y el multiplicadiene tres filas.

2 3 1 2x+3y =1
x-A+y-B=C=>x-(1)+y-<—1>=<2)=> x—y=2}.
a —4 1 ax —4y =1

Las matrices de coeficientes y ampliada son tagestes:

2 3 2 3 1
M=(1 _1)ny=(1 5 2).
a —4 a —4 1

Segun el teorema de Rouché-Frdbenius, para qustama sea compatible de-
terminado es necesario que los rangos de las emtlE coeficientes y ampliada sean
iguales e iguales al nUmero de incognitas.

b)

En el caso que nos ocupa, ambos rangos tienerqgdess por ser dos el nimero
de incognitas.

RangM' =2 = |[M'| = 0:

2 3 1

1 -1 2[=0,-2—-4+6a+a+16—-3=0; 7a+7=0=>a=—-1.

a —4 1
2x+3y=1

El sistema resulta: x—y = 2}. Para su resoluciéon son suficiente dos de sus
—x—4y =1

ecuaciones, por ejemplo, segunda y tercera:

xX—y=2 O 3-9. = —
—x—4y=1}=> Sy=3, y=-—=. X+-=2; 5x+3=10=>x=_.
7 . _Z __E
Solucion: X=c,y=—7
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3 0 0 0 1 0
2°) Dadas las matricé$ = (2 3 0) yN = (2 0 —2). Calcular la matriz X

1 2 3 0 -1 3
cuadrada de orden 3 que cumle X — N = 2X.

M-X—N=2X; M-X—2X=N; (M—20)-X=N;
M=2D)"1- (M=2)-X=M=20)"1-N; [-X=M=21)"1-N>

S>X=M=2D"1-N. (¥

3 0 0 2 0 0 1 0 0
M—21=<2 3 0)—(0 2 0>=<2 1 0).
1 2 3 0 0 2 1 2 1

Se obtiene la inversa @& — 21) por el método de Gauss-Jordan.

1 0 0|1 0 O
F. F, — 2F
(M—21|1)=<2 1 00 1 o):{;:;_Fl}:
1 2 110 0 1 3003
1 0 0of]1 0 O 1 0 0f/1 O O
=><O 1 0-2 1 0>=>{F3—>F3—2F2}=><0 1 0-2 1 0>=>
0O 2 11-1 0 1 0O 0 113 -2 1
1 0O O
=>(M—21)‘1=<—2 1 0). Sustituyendo en (*):
3 -2 1
1 0O O 0 1 0
X:(M—ZI)‘l-N=<—2 1 0)-(2 0 —2):>
3 =21 -4 -1 3

0 1 0
X = ( 2 =2 —2).
—4 2 7
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3% Dados el plang = x + 2y —z =0y la rectar = {z:ix_zol

a) Hallar el punto de interseccion del plang la rectar.

b) Calcular la distancia del origen a la recta

a)
El punto de interseccion del plamg la rectar es la solucidn del sistema de tres
x+2y—z=0
ecuaciones con tres incognitas que determinar2x + y = 1}. Resolviendo por sus-
L x—z=0
titucion:
Z=x:>x+2y x—O} 2y =0

1 1 1

b)

La distancia de un punto a una recta puede detarsd teniendo en cuenta que
el area del paralelogramo que forman dos vectaresmédulo de su producto vecto-
rial y, de forma geométrica, es el producto dealselpor la altura.

Para una mejor comprension del proceso se 0
hace el esquema de la situacion adjunto.

5= |”r_{‘A0|}=> 7 AAG| =[] -h =
S=1v. | -h

= h = d(0,r) = 0l

[vrl

La expresion de por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

—2x=1 X =4
rE{y Coox=z=A=2y=1+2A=>r={y=1+21.
x—z=0 =1

Un punto y un vector director de r s4(0,1,0) y v, = (1,2,1).
A0 =[0 — A] = [(0,0,0) — (0,1,0)] = (0,—1,0).

Aplicando la formula al punt0 y a la recta r:

i j k
. 1 2 1

VyNAO _ —k+i i—k 12+(-1)2 2 1 V3

ferdo] _lo o1 of | Ikl Mo _JPHCD 2L, g0, =2

o7l ViZ+22+12  Vi+a+1 V6 V6 V6 V3

d(0,r) =

Uu.




Otra forma de resolver este ejercicio es la sigaie
El haz de planos perpendiculareses el siguientex = x + 2y +z+ D = 0.

De los infinitos planos del hagz el planof que contiene al puni@(0,0,0) es
el que satisface su ecuacion:

a=2y+3z+D =0 _ _
0(0,0,0)}:D—0=>[>’:x+2y+z—0.
El punto B, interseccion de la recta r con el plAres la solucion del sistema
gue forman:

ﬁ5x+2y+z=0} x+2y+z:0} X+2y+x=0
—2x+y=1=2x=z= }

_(y—2x=1 oy tv =1
r_{x—zzo x—2z=0 xTy
2x +2y =0 _ 1. 1_ . ;o
_2x+y:1}=>3Y—1=>y—§, 2X+3—1, 6x+1=3; —6x = 2;
3x = —1; xz—l:B(_l,l,_l)_ p
3 3°3 3
La distancia pedida del punto O a la rects equi-
valente a la distancia entre los puntos O y B,aoeten0- ——------ B
dulo de|OB|: J
Y 1?2 | (1)? 1\2 0£0,0,0
a0 = 98] = {(-3)"+ () + (-3)'- >

_ /l 1.1 B I L ]
= 9+9+9_\/;_\/;_ﬁ:d(0,r)— S U
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4°) Dada la recta = x;1 _

a) Hallar la ecuacién del plano que pasa por el angeontiene a la recta

b) Hallar la ecuacién del plano que pasa por el ariges perpendicular a la reeta

a)
Un punto y un vector director desonP(1,-1,2) y v, = (2,3,1).

0P =[(1,-1,2) — (0,0,0)] = (1,-1,2).
El planom que contiene al origen yrees el siguiente:

. x—1 y+1 z-2
n(v,, OP; P)=| 2 3 1 |=0;
1 -1 2
6(x—1D+(Wy+1)-2(z-2)—-3(z-2)+(x—-1)—-4(y+1)=0;
7x—1)—-3(y+1)—-5(z—-2)=0; 7x—-7—-3y—3-5z2+10=0=

>n=7x—3y—5z=0.

b)
El haz de planos perpendiculareses el siguientet = 2x + 3y +z+ D = 0.

De los infinitos planos del haz el planog que contiene al punt@(0,0,0) es
el que satisface su ecuacion:

a=2x+3y+z+D=0

0(0’0’0)}:D=0=>,852x+3y+z=0.
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x-eX—sen x
59) Calcular el valor de € R para que la funciofi(x) = { X2
a six=0

Squtosea

continua erx = 0.

Una funcién es continua en un punto cuando sugeBmor la izquierda y por la
derecha existen y son iguales e iguales al valta tiencion en ese punto.

0

. . . x-e*—-senx 0-eY’-seno0 0 , .
lim f(x) = lim f(x) = lim = = - = - = Ind.= {L'Hopital} =
x—0~ x—-0t x—0 X 0 0
. 1l-e¥+x-e*—cosx e%+0-e%—cos0 140-1 0 , .
= lim = = = - = Ind.= {L'Hopital} =
x—0 2x 2-0 0 0
. e*+1.e¥+x-eX+senx . 2e¥+x-e¥+senx  2e°+0-e%+sen0  2+0+0
= lim =lim = = = 1.
x-0 2 x—0 2 2 2

lim f() = lim f() = f(O)=a=1

La funcién f(x) es continua para x = 0 para el valor a = 1.
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6°) Dada la funciéif (x) = |x + 1| + |x — 2|:
a) Estudiar la continuidad y derivabilidad de la fidmc

b) Calcular el intervalo donde la funcion permanemgstante.

La funcionf (x) = |x + 1| + |x — 2| puede redefinirse de la forma siguiente:

lx+1|=>x4+1=0; x=-1=|x+ 1| ={;3:_—1151:S‘lxx>ﬁ_11.

Ix—2|=>x-2=0; x:2=>|x—2|={;x+2 si x <2

—2six>2
—x—1
I+ 1] = X I x+1
x— 2] = —x+2 | x—2
lx =1+ 1x - 2| = —2x+1 }1 3 IZ 2x — 1

—2x+1si x<-—1
f)=lx+1+[x—-2|={ 3 si—1<x<2.
2x—1 si x> 2

La funcionf (x) es continua en R, excepto para —1 y x = 2 cuya continui-
dad es dudosa; se estudian ambos casos a confimuaci

x=-1=

xllr_n flx) = llm( 2x+1)=3
llm f(x)— 11m3—3—f( 1)}

= hrri— f(x) = lirri+f(x) = f(—1) = La funcionf(x) es continua em = —1.
xX—>— xX——

x=2>

,}L‘;‘ f(x) = 11m3 =3=f(2)
llm flx) = 11m(2x —-1) = 3}

= lirgl_ flx) = lir%n+ f(x) = f(2) = La funcidnf (x) es continua em = 2
x— xX—

La funcion f(x) es continua en R.

La funcionf(x) es derivable en R, excepto para los valares—1 y x = 2
cuya derivabilidad es dudosa; se estudia a cortidna

Una funcién es derivable en un punto cuando susatkxs laterales existen y
son iguales en dicho punto.



-2 si x<-1
fl(x)=40si —1<x<2.
2 si x>2

fi(-17) = -2
fr(-1 =0

no es derivable pava= —1.

Parax = -1 = { }=> f'(=17) # f'(—1%) = La funcionf (x)

fl27)=0
f'@h =2

Parax =2 = { } = f'(27) # f'(2*%) = La funcionf (x) no es de-

rivable parax = 2.

La funcién f(x) es derivable en R — {—1, 2}.

b)
De la explicacion del apartado anterior se deduee

La funcion f(x) permanece constante en [—1, 2].
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7°) Determinar la funciofi(x) tal que su grafica pase por el origen de coordengd
su derivada sefi{(x) = 2x + 1) - e™™.

Sea la funcioérf (x). Se cumple qué(x) = [(2x + 1) - e ™ - dx.

Procediendo por el método “por partes”:

_ —x . 2x+1=u »du=2-dx
f)=[@x+1)-e ™ dx = {e‘x-dx=dv —>v=—e‘x} >

= 2x+1)-(—e™)—[—-e* 2-dx)=—QQ2x+1)-e*+2 - [e ™ -dx =
=—2x+1)-e*=-2-e*+C=—e*-2x+1+2)+C>
= f(x)=—-e*-2x+3)+C.
Por pasar por el origen de coordenadas:
f(0O)=0=>—-e9-(2:-0+3)+C=0; -3+C=0>C =3.

f(x)=—e™-(2x+ 3) + 3.
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8°) Calcular el area encerrada por la fungiém) = sen 2x, el eje OX y las rectas de
ecuaciones =0y x = .

Conviene recordar como es la funcifix) = sen 2x y su relacién con la fun-
cion f(x) = sen x.

f(x) sen 2x

ol N\ N\ AN LN\
VARY AV EAVYE

f(x) =senx

-

e

De la observacion de la figura se deduce la su-
perficie a calcular, que es la siguiente:

S =[Zsen2x-dx+ fx sen2x - dx =
2

=2 [2sen2x-dx = [?sen2x -2 -dx =

}:S = fonsent-dt = [—cost]] = [cost]d =

=cos0—cosm=1—(-1)=> S =2u?
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99 En un centro educativo han preguntado a susnalsi acerca de alergias alimenta-
rias, resultando que un 10 % es celiaco y un 18 ##ézgico a la lactosa. Ademas, el
20 % tiene alguna de las dos alergias. Si se ahgalumno al azar, calcular las si-
guientes probabilidades:

a) Tenga solo una de las dos alergias.

b) Sea celiaco si sabemos que no es alérgico adsdac

Datos: P(C) = 0,10; P(L) = 0,15; P(C U L) = 0,20.

a)

P(CuL)=P(C)+P(L)—P(CNL)=> Ce

=>P(CNL)=P({)+P(L)—P(CUL) = N

=0,15+0,10- 0,20 = 0,25 - 0,20 = 0,05. P(AoC)=1-P(ANB)

P(CoL)=P(CUL)—P(CNL)=0,220—-0,05= P(Col) = 0,15.

b)

- _ P(cnL) _ P(C)-P(CNL) _ 0,10-0,05 _
P(C/L) = p(L) ~  1-PL) ~  1-015

L

=29 _ 0588,

"~ 0,85

P(cnL)=P()-P(NL)
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10°) Un examen con opcion multiple esta compuestd @ preguntas, con cuatro res-
puestas posibles cada una, de las cuales solcswmrecta. Suponga que uno de los
estudiantes responde a todas las preguntas deéaxarazar. Calcular la probabilidad

de que conteste bien:

a) Cinco preguntas. b) Alguna pregunta.

c¢) Calcular la media y la desviacion tipica de lariigcion.

Se trata de una distribucion binomial de las sigei caracteristicas:
n=10; p=;=025 ¢=1-0025=075.  P(r)= (Z) pT gt

a)

r=5=>P(5)=(10

5

)-0,255-0,755— 1 . 0,0010-0,2373 =

"~ (10-5)-5!

— 109876 00023 =3-2-7-6-0,00023 = 0,0584.

5:4-3-2

b)

Utilizando la probabilidad del suceso contraréoptobabilidad de que conteste
bien alguna pregunta es equivalente a la unidasgsniarprobabilidad de que conteste
mal las diez.

P=1-P0)=1- (10) .0,259-0,7510 =1 —1-1-0,0563 = 0,9437.

0
c)
Cuando se quiere aproximar una distribucion biabmiotra normal tiene que
cumplirse qud™ P > >
P A9 - q>5

Distribucion normalX = (u, o).
Distribucion binomialX'(n - p,\/n-p - q).

n-p=10-1=2,5<5; n-q=10-§:7,5>5
4 4

= u=2,5. o= [10-:
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