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MATEMÁTICAS II             Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
La prueba consta de dos opciones A y B, de las cuales el alumno deberá elegir una. 
Cada opción consta de 5 ejercicios. En el caso de realizar ejercicios de opciones dife-
rentes, se considerará como elegida la correspondiente al primer ejercicio presentado 
por el alumno. Cuando la solución de una cuestión se base en un cálculo, éste deberá 
incluirse en la respuesta dada. 
 
OPCIÓN A 
 
1º) Discute en función del parámetro � ∈ �, el siguiente sistema de ecuaciones lineales:  

 
3� + 2� + �	 = 1     �� + � − 	 = 25� + 3� + 	 = 2��. 

----------  
 
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
 

 � = �3 2 �� 1 −15 3 1 � y �′ = �3 2 �� 1 −15 3 1     122��. 

 
El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro � es el siguiente: 
 

|�| = �3 2 �� 1 −15 3 1 � = 3 + 3�� − 10 − 5� + 9 − 2� = 3�� − 7� + 2 = 0;  
 � = �±√�� ���·" = �±√�#$ = �±#$ ⇒ �& = &" , �� = 2. 

 (�)� *� ≠ 1/3� ≠ 2 - ⇒ ��./ � = ��./ �0 = 3 = .º 2.3ó/. ⇒ 6. 7. 8. 

 

(�)� � = &" ⇒ �0 = �3 2 9:9: 1 −15 3 1     12;: �, que a efectos de rango es equivalente a 



la matriz �00 = � 9 6 11 3 −315 9 3     362� ⇒ ��./ �0 ⇒ =7&, 7�, 7�> ⇒ 

 

⇒ � 9 6 31 3 615 9 2� = 54 + 27 + 540 − 135 − 486 − 12 = −12 ≠ 0 ⇒ ��./ �0 = 3. 

 

(�)� � = 2 ⇒ �0 = �3 2 22 1 −15 3 1     124� ⇒ ��./ �0 ⇒ =7&, 7�, 7�> ⇒  

 

⇒ �3 2 12 1 25 3 4� = 12 + 6 + 20 − 5 − 18 − 16 = −1 ≠ 0 ⇒ ��./ �0 = 3. 

 (�)� *� = 1/3� = 2 - ⇒ ��./ � = 2;  ��./ �0 = 3 ⇒ 62ABCD� 2.3EDF�B2GHC. 
 

 **********  
  



2º) Sean los puntos IJ0, 0, 2K, LJ2, 0, 1K, 7J0, 2, 1K � 8J−2, 2, −1K. 
 �K Halle la ecuación del plano M determinado por los puntos A, B y C. 
 GK Demuestre que los cuatro puntos no son coplanarios. 
 3K Calcule el área del triángulo formado por los puntos B, C y D. 
 

---------- �K  
 Los puntos A, B y C determinan los vectores: 
 
 ILNNNNN⃗ = PL − IQ = PJ2, 0, 1K − J0, 0, 2KQ = J2, 0, −1K. 
 
 I7NNNNN⃗ = P7 − IQ = PJ0, 2, 1K − J0, 0, 2KQ = J0, 2, −1K. 
 

La expresión general del plano es: MRI; ILNNNNN⃗ , I7NNNNN⃗ S ≡ �� � 	 − 22 0 −10 2 −1 � = 0; 
 4J	 − 2K + 2� + 2� = 0;   2J	 − 2K + � + � = 0;   2	 − 4 + � + � = 0. 
 M ≡ � + � + 2	 − 4 = 0. 

 GK  
Demostrar que los cuatro puntos no son coplanarios es equivalente a demostrar 

que el punto D no pertenece al plano M: 
 M ≡ � + � + 2	 − 4 = 0                     8J−2, 2, −1KU ⇒ −2 + 2 + 2 · J−1K − 4 = −2 − 4 ≠ 0 ⇒ 8 ∉ M. 

 WXCY� YCDEAB)�YE ZXC HEA FX.BEA I, L, 7 � 8 .E AE. 3EDFH�.�)2EA. 

 3K  
 Los puntos B, C y D determinan los vectores: 
 
 L7NNNNN⃗ = P7 − LQ = PJ0, 2, 1K − J2, 0, 1KQ = J−2, 2, 0K. 
 
 L8NNNNNN⃗ = P8 − LQ = PJ−2, 2, −1K − J2, 0, 1KQ = J−4, 2, −2K. 
 

El área del triángulo que determinan tres puntos no alineados es la mitad del 
módulo del producto vectorial de los dos vectores que determinan: 
 

 6[\] = &� · ^L7NNNNN⃗ × L8NNNNNN⃗ ^ = &� · ` 2 a b−2 2 0−4 2 −2` = &� · |−42 − 4b + 8b − 4a| = 



= 2 · |−2 − b + 2b − a| = 2 · |−2 − a + b| = 2 · cJ−1K� + J−1K� + 1� =  
 = 2 · √1 + 1 + 1 = 2√3 X� = 6[\]. 

 
********** 

  



3º) Demuestre que la ecuación AC. J��K = � − 1 tiene una solución positiva. Razone 
la respuesta, exponiendo (o resultado) que justifique la solución. 
 

---------- 
 

Demostrar que la ecuación AC. J��K = � − 1 tiene una solución positiva es lo 
mismo que demostrar que la función dJ�K = AC. J��K − � + 1 tiene una raíz positiva. 

 
El teorema de Bolzano dice que “si dJ�K es una función continua en P�, GQ y 

toma valores de distinto signo en los extremos del intervalo, entonces ∃3 ∈ J�, GK tal 
que dJ3K = 0”. 

 
 La función dJ�K = AC. J��K − � + 1  es continua en su dominio, por lo cual, le 
es aplicable el teorema de Bolzano a cualquier intervalo cerrado que se considere, por 
ejemplo, al intervalo [0, √M]: 
 
 dJ0K = AC. 0 − 0 + 1 = 0 + 1 = 1 > 0. 
 dR√MS = AC. M − √M + 1 = −1 − √M + 1 < 0. 
 WXCY� YCDEAB)�YE ZXC H� C3X�32ó. AC. J��K = � − 1 B2C.C X.� )�í	 FEA2B2i�. 

 
********** 

  



4º) Sean las funciones dJ�K = �� − 4  �  /J�K = &� �� − 2. 

 �K Represente la región plana encerrada por las funciones dJ�K � /J�K. 
 GK Calcule el área de la región anterior. 
 

----------  �K  
Los puntos de intersección de las parábolas son las soluciones de la ecuación que 

resulta de la igualación de sus expresiones: 
 dJ�K = /J�K ⇒ �� − 4 = &� �� − 2;  2�� − 8 = 0 ; �� − 4 = 0;  �� = 4 ⇒  

 ⇒ j�& = −2 → IJ−2, 0K�� = 2 → LJ2, 0K      .  
 
 El vértice de la parábola convexa J∪K es: 
 dJ�K = �� − 4 CA 7J0, −4K. 
 
 El vértice de la parábola convexa J∪K es: 
 /J�K = &� �� − 2 CA 8J0, −2K. 

 
 La representación gráfica, aproximada, es la que aparece en la figura adjunta. 
 GK  
 Se tiene en cuenta que ambas parábolas son simétricas con respecto al eje Y. 
 

 Por ser las ordenadas de la parábola /J�K = &� �� − 2 iguales o mayores (menos 

negativas) que las correspondientes ordenadas de la parábola dJ�K = �� − 4 en el in-
tervalo del área a calcular y de la observación de la figura se deduce que: 
 

 6 = 2 · m P/J�K − dJ�KQY��n = 2 · m op&� �� − 2q − J�� − 4Kr · Y� =�n  

 = 2 · m p&� �� − 2 − �� + 4q · Y��n = 2 · m p− &� �� + 2q · Y��n = 2 · o− s:$ + 2�rn
� =  

 = 2 · op− �:$ + 2 · 2q − 0r = 2 · p− �" + 4q = − t" + 8 = &$"  X� = 6. 

 
********** 
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5º) En una clase hay 12 chicas y 8 chicos. 8 de las 12 chicas y 6 de los 8 chicos utilizan 
Facebook. Se escoge un estudiante al azar, determina las siguientes probabilidades: 
 �K Sea chica y utilice Facebook.     GK Sea chico, sabiendo que utiliza Facebook. 
 

---------- 
 

 
 
 
 
 
 
 
 �K  
 ( = (J� ∩ zK = (J�K · (Jz/�K = "# · �" = �# = 0,4. 

 GK  

 ( = (J{/zK = |J}∩~K|J~K = |J}K·|J~/}K|J�K·|J~/�K�|J}K·|J~/}K = ;�·:�:�·;:�;�·:� = :9�;�� :9� = :9��9�� :9� = 

 = :9��9� = "� = 0,4286. 

********** 
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OPCIÓN B 

1º) Dada la matriz I = �3 −1 1� 1 �0 −� −1�. 

 �K Halle los valores � ∈ � para los que la matriz A tenga inversa. 
 GK Halle, si existe, la inversa de la matriz para � = 1. 
 

---------- �K  
 Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero. 
 

 |I| = �3 −1 1� 1 �0 −� −1� = −3 − �� + 3�� − � = 2�� − � − 3 = 0; 
 � = &±√&���� = &±√�#� = &±#� ⇒ �& = −1, �� = "�. 

 �� D�B)2	 I C. 2.iC)B2GHC ∀� ∈ � − *−1, "�-. 

 GK  

Para � = 1 es I = �3 −1 11 1 10 −1 −1� y  |I| = 2 · 1� − 1 − 3 = −2. 

 

I� = � 3 1 0−1 1 −11 1 −1�. 

 

IYa. YC I� =
⎝
⎜⎜⎛

�1 −11 −1� − �−1 −11 −1� �−1 11 1�
− �1 01 −1� �3 01 −1� − �3 11 1�

�1 01 −1� − � 3 0−1 −1� � 3 1−1 1�⎠
⎟⎟⎞ = � 0 −2 −21 −3 −2−1 3 4 �. 

 

⇒  I & = ���.�� ��|�| = & � · � 0 −2 −21 −3 −2−1 3 4 � = � 0 1 1−9; :; 19; −:; −2�. 

 

Para � = 1 es I = �3 −1 11 1 10 −1 −1�. Se obtiene la inversa por el método de 

Gauss-Jordan. 



JI|�K = �3 −1 11 1 10 −1 −1�1 0 00 1 00 0 1� ⇒ =z& ↔ z�> ⇒ �1 1 13 −1 10 −1 −1�0 1 01 0 00 0 1� ⇒    

 

⇒ =z� → z� − 3z&> ⇒ �1 1 10 −4 −20 −1 −1�0 1 01 −3 00 0 1� ⇒ =z� ↔ z"> ⇒        

 

⇒ �1 1 10 −1 −10 −4 −2�0 1 00 0 11 −3 0� ⇒ jz� → −z�z" → −z"U ⇒ �1 1 10 1 10 4 2� 0 1 00 0 −1−1 3 0 � ⇒  

 

⇒ j z& → z& − z�z" → z" − 4z�U ⇒ �1 0 00 1 10 0 −2� 0 1 10 0 −1−1 3 4 � ⇒ �z" → −9;z"� ⇒        

 

⇒ �1 0 00 1 10 0 1�0 1 10 0 −19; −:; −2� ⇒ =z� → z� − z"> ⇒ �1 0 00 1 00 0 1� 0 1 1−9; :; 19; −:; −2� ⇒  

 

⇒ I & = � 0 1 1−9; :; 19; −:; −2� =.   

 
********** 

  



2º) Dados los puntos IJ1, 0, 2K � LJ3, −2, −2K. Calcule la ecuación del plano M per-
pendicular al segmento IL que pasa por su punto medio. 
 

---------- 
 
Los puntos IJ1, 0, 2K � LJ3, −2, −2K determinan el vector ILNNNNN⃗ = J2, −2, −4K. 
 
El haz de planos � perpendiculares al vector ILNNNNN⃗  es � ≡ � − � − 2	 + 8 = 0. 
 
El punto medio del segmento IJ1, 0, 2K � LJ3, −2, −2K CA �J2, −1, 0K. 
 

 El plano M ∈ � es el que satisface la ecuación de �J2, −1, 0K: 
 

 
� ≡ � − � − 2	 + 8 = 0�J2, −1, 0K                         U ⇒ 2 − J−1K − 2 · 0 + 8 = 0 ⇒ 8 = −3. 

 M ≡ � − � − 2	 − 3 = 0. 

 
********** 

  



3º) Estudie la monotonía (crecimiento y decrecimiento) de la función dJ�K = ��Cs. 
 

---------- 
 
 Una función es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o 
negativa, respectivamente: 
 
 d0J�K = 2� · Cs + �� · Cs = � · Cs · J2 + �K. 
 
 d0J�K = 0 ⇒ � · Cs · J2 + �K = 0;  �& = −2, �� = 0. 
 

Las raíces de la derivada dividen a la recta real en los intervalos J−∞, −2K, J−2, 0K y J0, +∞K, donde la derivada es, alternativamente, positiva o negativa. 
 
 Considerando, por ejemplo, el valor � = 1 ∈ J0, +∞K es: d0J1K = 1 · C& · 3 = 
 = 3C > 0 ⇒ 7)C32C.BC. 
 
 Teniendo en cuenta lo anterior y que el dominio de la función es 8JdK ⇒ �, los 
periodos de crecimiento y decrecimiento son los siguientes: 
 d0J�K > 0 ⇒ 7)C32D2C.BE: � ∈ J−∞, −2K ∪ J0, +∞K. 

 d0J�K < 0 ⇒ 8C3)C32D2C.BE: � ∈ J−2, 0K. 
 

********** 
  



4º) Resuelve la integral � = m #s�"s;��s " · Y�. 

 
----------  

 

 �� + 2� − 3 = 0;   � =  �±√��&�� =  �±√&$� =  �±��  ⇒  �& = −3, �� = 1. 

 
 �� + 2� − 3 = J� + 3KJ� − 1K. 
 

         
#s�"s;��s " = �s�" + �s & = �s ���s�"�Js�"KJs &K = J���Ks�J ��"�Ks;�"s " ⇒      � +   = 5−� + 3  = 3- ⇒  

 ⇒ 4  = 8;    = 2 ⇒ � + 2 = 5 ⇒ � = 3. 
 

 I = m #s�"s;��s " · Y� = m p �s�" + �s �q · Y� = m p "s�" + �s &q · Y� = 

 = 3 · �|� + 3| + 2 · �|� − 1| + 7. 
 m #s;��s " · Y� = 3�|� + 3| + 2�|� − 1| + 7. 

 
********** 

  



5º) Supongamos que en una población de Extremadura tienen una estatura que se dis-
tribuye según una normal de media 170 cm y desviación típica 10 cm. 
 �K ¿Qué porcentaje de habitantes miden entre 170 y 185 cm? 
 GK ¿A partir de qué altura están el 33 % de los habitantes más altos? 
 

---------- �K  8�BEA:  ¡ = 170;   ¢ = 10. 
 w →  J¡;  ¢K =  J170;  10K.  Tipificando la variable: £ = ¤ &�n&n . 

 ( = (J170 ≤ £ ≤ 185K = ( p&�n &�n&n ≤ £ ≤ &t# &�n&n q = ( p0 ≤ £ ≤ &#&nq =  

 = (J0 ≤ £ ≤ 1,5K = (J£ < 1,5K − (J£ < 0K = 0,9332 − 0,5 = 0,4332. 
 GK  
 El 33 % de los habitantes más altos es equivalente al 67 % de los habitantes más 
altos. 
 ( = ( p£ ≥ ¤ &�n&n q = 0,67.  

 
Mirando en la tabla  J0,1K al valor 0,67 le corresponde 0,44: 

 

 
¤ &�n&n > 0,44;   w − 170 > 4,4 ⇒ w > 174,4. 

 §H 33 % YC HEA ℎ�G2B�.BCA DáA �HBEA D2YC. DáA YC 174,4 3D. 
 

********** 
 


