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La prueba consta de dos opciones A y B, de lageswdlalumno debera elegir una.
Cada opcidn consta de 5 ejercicios. En el casealaar ejercicios de opciones dife-
rentes, se considerara como elegida la correspurdi primer ejercicio presentado
por el alumno. Cuando la solucion de una cuest&dnase en un calculo, éste debera
incluirse en la respuesta dada.

OPCION A

1°) Discute en funcion del pardmetr& R, el siguiente sistema de ecuaciones lineales:
3x+2y+az=1
ax+y—z= 2}.
5x+3y+z=2a

Las matrices de coeficientes y ampliada son tagestes:

3 2 a 3 2 a 1
M=<a 1 —1)yM'=<a 1 -1 2).
5 3 1 5 3 1 2a

El rango de la matriz de coeficientes en funcidrpdedmetraz es el siguiente:

3 2 a
IM|=|la 1 -1/=3+3a?-10—-5a+9—-2a=3a?-7a+2 = 0;
5 3 1

74+v49-24 7425 745 1
a= 3 == =6=>a1=§,a2=2.

a #* 1/3 _ r__ — 20 7 4
Para { Q%2 }=>RangM = Rang M" = 3 =n%incdg.> S.C.D.
3 2 1
Paraa = § =>M' = (; 1 -1 2), gue a efectos de rango es equivalente a
5 3 1 3
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9 6 1 3
IamatrizM”=<1 3 -3 6)=>RangM’=>{Cl,CZ,C4}=>

15 9 3 2
9 6 3
=>|1 3 6/=54+27+540—-135-486—-12=—-12+ 0= Rang M' = 3.
15 9 2
3 2 2 1
Paraa=2=>M’=<2 1 -1 2>=>RangM’=>{Cl,C2,C4}=>
5 3 1 4
3 2 1
=2 1 2/=124+64+20—-5—-18—-16=—-1+# 0= Rang M' = 3.
5 3 4

Para {aa=_1é3} = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.

*kkkkkkkkk



2°) Sean los punta#(0,0,2),B(2,0,1),€(0,2,1) y D(—2,2,—1).
a) Halle la ecuacion del planodeterminado por los puntos A, By C.
b) Demuestre que los cuatro puntos no son coplanarios

c¢) Calcule el area del triAngulo formado por los parg, C y D.

a)
Los puntos A, B y C determinan los vectores:

AB =[B—A]=[(2,0,1) = (0,0,2)] = (2,0,—1).

AC = [C—A] =[(0,2,1) = (0,0,2)] = (0,2,—1).

o X y z—2
La expresion general del plano eé4; AB,AC)=|2 0 -1 |=0;
0 2 -1

4(z—2)+2x+2y=0; 2(z—2)+x+y=0; 2z—4+x+y=0.

n=x+y+2z—4=0.

b)
Demostrar que los cuatro puntos no son coplanasasjuivalente a demostrar
qgue el punto D no pertenece al plano

n=x+y+2z—4=0

D(_Z,Z,_l)}:—2+2+2-(—1)—4=—2—4¢0=>DeEn.

Queda demostrado que los puntos A, B,C y D no son complanarios.

Los puntos B, C y D determinan los vectores:
BC=[C-B]=1[(0,21)—(201]=(-220).
BD=[D—-B]=[(-2,2-1)—(2,0,1D)] = (-4,2,-2).

El area del triangulo que determinan tres puntoslimeados es la mitad del
md&dulo del producto vectorial de los dos vectores determinan:

j k
2 0
2 =2

[

.|BC xBD| == =1 |—4i - 4k + 8k — 4j| =
2 2 ]

N

Spep =

—2
—4



=2-|—i—k+2k—jl=2-]-i—j+kl=2-(-1D2+(-1)2+12 =

=2-VI+1+1=2V3u?=Syp.
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3°) Demuestre que la ecuacigem (x?) = x — 1 tiene una solucién positiva. Razone
la respuesta, exponiendo (o resultado) que juséflg solucion.

Demostrar que la ecuaciéan (x?) = x — 1 tiene una solucién positiva es lo
mismo que demostrar que la funciffx) = sen (x?) — x + 1 tiene una raiz positiva.

El teorema de Bolzano dice que f&ix) es una funcion continua €, b] y
toma valores de distinto signo en los extremosrdetvalo, entonce3c € (a, b) tal

quef(c) =0".

La funciénf (x) = sen (x?) —x + 1 es continua en su dominio, por lo cual, le
es aplicable el teorema de Bolzano a cualquienvake cerrado que se considere, por

ejemplo, al intervalo [OYr]:
f(0)=sen0—0+1=0+1=1>0.
f(\/E)=senn—\/E+1:—1—\/E+1<0.

Queda demostrado que la ecuaciéon sen (x?) = x — 1 tiene una raiz positiva.
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4°) Sean las funciong€x) = x> —4 y g(x) = %xz - 2.

a) Represente la region plana encerrada por lasdnesf (x) y g(x).

b) Calcule el area de la region anterior.

a)
Los puntos de interseccion de las parabolas s@olasiones de la ecuacion que
resulta de la igualacion de sus expresiones:

[ =g =>x?—4="x2-22x>-8=0;x*—4=0; > =45

{xl =-2->A(-2,0)
x, =2 - B(2,0)

El vértice de la parabola convefta) es:

f(x) =x%2—4esC(0,—4).

El vértice de la parabola convefta) es:

glx) = %xz —2esD(0,-2).

La representacion grafica, aproximada, es la paecae en la figura adjunta.

b)
Se tiene en cuenta que ambas parabolas son s@séton respecto al eje Y.

e 1 .
Por ser las ordenadas de la paraiglg = Exz — 2 iguales o0 mayores (menos

negativas) que las correspondientes ordenadaspdedbolaf (x) = x? — 4 en el in-
tervalo del area a calcular y de la observacidla figura se deduce que:

S=2-[lglx) - f)ldx =2 [ [ze —2) - (x* - 4)| - dx =

:2-f02(1x2—2—x2+4)-dx:Z-foz(—%x2+2)-dx:2-[—x£+2x]2:

2 0
=2-[(-Z+2-2)-0]=2-(-f+4)=-2+8=2u2=ys
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59 En una clase hay 12 chicas y 8 chicos. 8 dE2ahicas y 6 de los 8 chicos utilizan
Facebook. Se escoge un estudiante al azar, detelasisiguientes probabilidades:

a) Sea chica y utilice Facebook. b) Sea chico, sabiendo que utiliza Facebook.

32 2
53 5
31
c3=c
23 3
54 10
21 1
P=5'1" 10
a)
=-=04.
b
) P(HNF) P(H)-P(F/H) z3 2 3
P:P(H/F)= = : —m Ty = gy =
P(F) P(M)-P(F/M)+P(H)-P(F/H) et T

=3 _-0,4286.

=

=
ol\‘lol""
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OPCION B

3 -1 1
1°) Dada la matrid = </1 1 2 )
0 -4 -1

a) Halle los valored € R para los que la matriz A tenga inversa.

b) Halle, si existe, la inversa de la matriz para 1.

a)
Una matriz es invertible cuando su determinantissto de cero.
3 -1 1
Al =2 1 Al=-3-22432-1=212-21-3=0;
0 -1 -1
}{zli\/1+24zli\/ﬁ:115:/11:_1,/1223.
4 4 4 2
La matriz A en invertible VA € R — {—1,%}.
b)
3 -1 1
Para/1=1esA=<1 1 1>y|A|=2-12—1—3=—2.
0o -1 -1
3 1 0
At=<—1 1 —1).
1 1 -1
|1 -1 -1 -1 |—1 1\
1 -1 1 -1 1 1
0o -2 =2
adident=|-17 % P O <P Yl=(1 -3 -2
1 -1 1 -1 1 1 1 3 4
|10|_3 0||31/‘
1 -1 -1 -1 -1 1
o, 0 -2 -2 0 1 1
S A ="t o2 3 2=z 1
a2\ 3 g R .
3 -1 1
Parad =1 esA = <1 1 1 ) Se obtiene la inversa por el método de
0o -1 -1

Gauss-Jordan.



3 -1 111 0 O
(Al = <1 1 110 1 0
0 0 1

0 -1 -1

1 1
= {Fé i Fé _'3}1} = (() __4

0 -1
1 1 1
= <O -1 -1

0 —4 -2

1 -3 0

:{F1_>F1_F2}=> (1) (1)
f% - Fé _'4}E 0 0

0 1 1

O = O
—_

U
o or

13 _p
2

0O 1 0
001>=>

-2

1 1 1
>=>{F1<—>FZ}=><3 -1 1

1
-2
-1

0
1

0
1
0

0
0

1

0

-3 0

0

{Fé - "Fé
Pé - _'Fé

1
0

-1 3

1

I=

1
-1
4

0 O __1 :b {Fé - Pé - Pé} :3
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1
0

0O -1 -1
>=>{F2<—>F3}=>

1 1 1
<011

0 4 2

0 1
0 O
-1 3

> = {Pé - _'%Pé} =

0

[N

TN

N w

S O

O - O

=)
N |

N[ =



2°) Dados los punta4(1,0,2) y B(3,—2,—2). Calcule la ecuaciéon del plamoper-
pendicular al segmen#B que pasa por su punto medio.

Los puntosA(1,0,2) y B(3,—2,—2) determinan el vectotB = (2,—2,—4).
El haz de planog perpendiculares al vectdB esa = x — y—2z+D=0.
El punto medio del segmen#{1,0,2) y B(3,—2,—2) es M(2,—1,0).

El planorr € a es el que satisface la ecuacionig, —1, 0):

a=x—y—2z+D=0

M(2,—-1,0) }zz_(_l)_Z'O-I-D:O:D:_B.

n=x—y—2z—3=0.
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3°) Estudie la monotonia (crecimiento y decrecitaipde la funciorf (x) = x2e”*.

Una funcién es creciente o decreciente cuandoisiera derivada es positiva o
negativa, respectivamente:

fl(x)=2x-e*+x*-eX=x-e*-(2+x).
f'x)=0=x-¢*-2+x)=0; x;, =—-2,x, =0.

Las raices de la derivada dividen a la recta redbsg intervalog—coo, —2),
(—2,0) y (0,4+0), donde la derivada es, alternativamente, positimagativa.

Considerando, por ejemplo, el valoe 1 € (0, +x) es:f'(1) =1-el-3 =
= 3e > 0 = Creciente.

Teniendo en cuenta lo anterior y que el dominitadancion e (f) = R, los
periodos de crecimiento y decrecimiento son logisiges:

f'(x) > 0 = Crecimiento: x € (—o,—2) U (0, +0).

f'(x) < 0= Decrecimiento: x € (—2,0).
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5x+3

4°) Resuelve la integral= [ ———-

x?+2x—3=0; x =22 4+12=_2J—;‘/E__2i4 = x =
x2+2x—-3=(x+3)(x—-1).
5x+3 M N _ Mx—M+Nx+3N _ (M+N)x+(-M+3N)

x2+2x-3  x43  x-1  (x+3)(x—-1) x2+4+3x-3

=>4N =8, N=2=>M+2=5=>M =3.

M+N=5

—-M+3N=3

A= | Xt dx=f(£+i)-dx=f(i+i)-dx=

x2+2x-3 x+3  x-2 x+3 x—1

=3-Llx+3|+2:-Llx—1|+C.

[——— dx =3Llx+3|+2Llx— 1| +C.

x2+2x-3
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59 Supongamos que en una poblacién de Extrem#éidnen una estatura que se dis-
tribuye segun una normal de media 170 cm y desnagpica 10 cm.

a) ¢,Qué porcentaje de habitantes miden entre 176 ¢rh8

b) ¢ A partir de qué altura estan el 33 % de los hatas mas altos?

a)
Datos: p=170; o = 10.

X - N(u; o) = N(170; 10). Tipificando la variablez = =",

P = p(170 <7< 185) —p (1701—0170 <7< 1851—0170) _p (O <7< %) _

=P(0<Z<15) =P(Z<15)—P(Z<0)=09332-0,5 = 0,4332.

b)
El 33 % de los habitantes mas altos es equivadgi@é % de los habitantes mas
altos.

X—-170

s ) = 0,67.

P=P@2

Mirando en la tabl&/(0,1) al valor 0,67 le corresponde 0,44:

X—-170
10

>044; X—170>44=>X > 1744.

El 33 % de los habitantes mas altos miden mas de 174,4 cm.
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