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El alumno elegira una de las dos opciones propsiesta

Cada una de las cuatro cuestiones de la opciéidalepgntuara 2’5 puntos como ma-
Ximo.

Cuando la solucién de una cuestion se base enlonmaaéste debera incluirse en la
respuesta dada.

OPCION A
1 X 0
1°) Considere las matrices=| -2|, B=(1 -2 2), X=|y|y O=[0].
-1 z 0

a ) Diga razonadamente cual es el rango de laanatriB.

b ) Clasifique y resuelva el sistema de ecuacidneB - X = O.

a)
1 1 -2 2
A-B=|-2|-1 -2 2)=|-2 4 -4|=A-B
-1 -1 2 -2
1 -2 2
F,=—2F
|A-B|=|-2 4 —4=0:>{F2=_ 1}: Rangode (A-B)=1.
-1 2 -2 s !
b)
1 -2 2 X 0 X—2y+2z=0
A-B-X=0= |-2 4 -4|-|y|=|0| = -2x+4y-4z=0}.
-1 2 -2 z 0 -X+2y-2z=0
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Teniendo en cuenta el apartado anterior, es @asterterior es equivalente a la
ecuacionx -2y +2z=0.

Por tratarse de un “sistema” homogéneo de unacEtuaon tres incognitas, el
sistema es compatible indeterminado con dos grdddiertad, lo cual significa que
para su resolucion hemos de parametrizar dos itedgn

Solucion y=A ;; z=pu ;; x=2A+2u, 0OA, uOR
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X=A

2°) Considere las rectas{y=-1y ss{
z=1

a ) Compruebe que ry s son coplanarias.

Xx+y=0
x—z=1"

b ) Obtenga las ecuaciones de la recta t que aorjaa s, y es perpendicular a ambas.

a)
Existen diversas formas de comprobar que r y £eplanarias; una de ellas es la
siguiente:

En primer lugar expresamos la recta r por unaaaeuaes implicitas:

X=A N 0

— = - X =
r = y:—/] = rEzzl:Z_l N y rsE y )
,=1 1 -1 0 z-1=0 z-1=0

Las matrices de coeficientes y ampliada del sistdencuatro ecuaciones con tres
incognitas que determinan las rectas r y s sosidagentes:

110 1100
00 1 00 11
A= y A= .
110 1100
10 -1 10 -11

Segun los rangos de A y A’ pueden presentarsealess siguientes:

Rango A = Rango A’ = 2> Coincidentes ;; Rango A =2 ;; Rango A’ =3Paralelas

Rango A = Rango A’ = 3» Secantes ;; Rango A = 3 ;; Rango A’ =4Se cruzan

Empezamos calculando el rango de A’

11 0O
00 1 1
00 11
| A= L1 0 o070 {F,=F,} = RangoA<3 = |1 1 0 0 ={c,cC, C}=
10 -11
10 -11
0 0 1 11
=111 O :‘1 O‘=—1¢O:> Rango A=Rango A'=3
1 0 -1

Las rectas r y s son secantes, por lo cual somwcapés, c. g. C.



b)
El punto de corte de las rectas r y s es la smhudel sistema que forman:

Xx+y=0
+y=0
z-1=0
= Z= = X=2;, y=-2 = P@,—Z,ﬂ
x+y=0 B
x—-z=1
x—-z=1

Un vector w perpendicular comun a las rectas r y s es cualgiee sea lineal-
mente dependiente al producto vectorial de losovestdirectores de las dos rectas.

x=A
Un vector director de={y=-1 esu =(1, -1 0).
z=1

Para determinar un vector director de la recta exflaresamos mediante unas
ecuaciones paramétricas:

x=A
+v=0 —
E{i—z—1:j X=A = y=-4;; z=-1+1 = s=qy=-4 = v:@,—lJ}
- z=-1+ 4
i ] k
W=uxv=1 -1 0[=-i-k+k-j=-i-j=(-1 -2 0 = w=(1 1 0).
1 -11
— - - -2=y+2 -y-4=0
t@;m&zx 2:y+2:z l(Jmmb@ntE X y ;o t= Xy
1 1 0 z-1=0 z-1=0
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3°) a ) Enuncie el Teorema de Rolle.

b ) Aplique dicho teorema para probar que, cualquigie sea el valor del nimero real
a, la ecuacion x® -12x+a =0 no puede tener dos soluciones distintas en alvaite
cerrado[- 2, 2] .

a)
El teorema de Rolle se puede enunciar diciendo:

Si f(x) es una funciéon continua en el intervalpldhy derivable en (a, b) y si se
cumple que f(a) = f(b), existe al menos un puritda, b) tal que f'(x) = 0.

b)
Se considera la funcién(x)= x* -12x+ a . Por tratarse de una funcién polinémica

es continua y derivable en todo su dominio, quR,egor lo cual, lo sera en cualquier
intervalo considerado, por ejemplo en el indicdet: 2].

Para que la ecuacior® -12x + @ =0 tenga dos soluciones distintas en el intervalo
cerrado|- 2, 2] es necesario que la funcidifx)=x® -12x+a se anule para dos valores
m y n tales que -2 <m < n < 2, lo que implica go&e esos dos valores la funcion ten-
ga un maximo o un minimo relativo, como se dedweldorema de Rolle y se puede
observar en las figuras adjuntas.

Maxima

Minimo

Para que la funcidén se anule en los extremostivalo los valores que toma el
namero reab son los siguientes:

f(_2)=0 = (_2)3 _12'(_2)"'0':0 0 —8+24+a=0 ;; a=-16.
f(2)=0 = 2°-12.2+a=0 ;; 8-24+a=0 ;; a=16.

De lo anterior se deduce que la funcion no puedertlas dos soluciones en los
puntos X = -2y x = 2.

Por otra parte los maximos y minimos de la fun@sgtan situados en los siguien-
tes valores de x:

f'(x)=3x2-12=0 ;; X2 -4=0;; X, =2 ;; X, =2.




f'(-2)=-12<0 = Méaximo relativo para x=-2

f(x)=6x =
f"(2)=12>0 = Minimo relativo para x=2

Lo anterior significa que la funcibn es monoétorecrdciente en el intervalo
(- 2, 2), lo cual corrobora que, en efecto, la ecuaci®ni2x+a =0 no puede tener dos

soluciones diferentes en el intervalo [-2, 2], cajyuneriamos probar.
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4°) Dada la parabola de ecuacipa-x* -2x+3; sea r su recta tangente en x = -1 y sec
S su recta tangente en x = 1.

a ) Calcule las ecuaciones de r y de s.

b ) Represente, de forma aproximada, el recintaoplianitado por la parabola, la recta r
y larecta s.

c ) Calcule el area de dicho recinto.

a)
Los puntos de tangencia de las rectas r y s sosidaientes:

Yoy =—(-1° -2 (-1)+3=-1+2+3=4 = A-1 4).

Yy =-1-2-1+43=-1-2+3=0 = B(1 0).

Las rectas tangentes tienen como pendiente el dalta derivada para los valo-
res indicados.

Para x=-1 = m =-2-(-1)-2=2-2=0=m,

y'=-2x-2 =
Para x=1 = m,=-2-1-2=-2-2=-4=m,

Las rectas tangentes pedidas son las siguientes:

r = y—4:O-(x+1)=O = rsy=4

y-yo=m-(x-x,) =
s = y-0=-4-(x-1)=-4x+4 = ssy=-4x+4

b)
La recta r, que es horizontal, pasa por ¢l=x2 . 2
punto A(-1, 4).

N
S
X
+
w
tn

La recta s, ademas de pasar por el punto
de tangencia B(1, 0) también pasa por el punto
C(O, -4).

La parabola tiene su maximo en el punto D
de tangencia A(-1, 4) y corta al eje de abscisas = ) o) E’ )?

en los puntos B(1, 0) y D(-3, 0).

/ 1
La representacion es la de la figura.



y=-x*-2x+3 \TY S

/-
[ 7\

De la observaciéon de la figura se deduce el vddbrarea pedida, que es la si-
guiente:

O
—
Xy

S:i[4—(— x? —2x+3)] : dx+i[(—4x+4)—(— x° —2x+3)] - dx=

0 1 3 0 5 1
:j(x2+2x+])-dx+j(x2—2x+])-dx={%+x2+x} +[X?—x2+x} =
0 -1 0

-1

_1)3 3
—o-| Y w7 -1+ Loz 4 —o=—(—5+1—1]+5—1+1:}+5=E u*=s
3 3 3 3 3 3 3
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OPCION B

im e*-1
-0 X '

N
1°) a ) Calcule el Ilmlt?(

b ) Diga, razonadamente, el valor que debe tonmara que la siguiente funcion sea

X

continua: f(x)=4 x o **0.

c si x=0

a)

lim e* - 0 — - li
e-1 e-1.11.0 = Indet. = {L'Hopital} = —=—===1.
X-0 x 0 0O O =

b)

La funcidén f(x) es continua en su dominio, qudRegndependientemente del va-
lor de c. Para gue la funcion f(x) sea continuapar 0 tiene que cumplirse que los
limites por la izquierda y por la derecha seanlagjee igual al valor de la funcion en
ese punto:

lim lim im e*-1
f = = =1
X -0 () X - 0" () XxX-0 x ,
lim lim
= _ f(x)= L f(x)=f0) = c=1
X-0 X-0
f(0)=c

La funcién es continua en x =0 para c = 1.
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2°) a ) Calcule la primitiva de la funcién raciorfék):l 1 ~.
- X

b ) Calcule la integral =I% - dx. (puede utilizarse el cambio t = sen x).
X

a)
|:I : 'dX:J- 1l ax= L - A, B _ArAX+B-Bx_
1-x° (1-x)(1+x) -x)+x) 1-x 1+x ([1-x)1+x)
_(A-Bx+(a+B) _A-B=O| _ . 1. .1
(1- x)(1+ x) A+B=1 T 27 T 2
(A . B I T ST U S - *
I_I(l—x+1+xj *=2)10% Ty BERhrsl 2(|1+|2) 0
¢ 1 1-x=t 1
Il—jﬁ-dx: e it jf-(—dx) [ dt=-Lt=-L[1-x|=]
1 1+x=t 1
l,=[— dx = = [Z-dt=Lt+C=L[1+x[+C=1,
1+Xx dx = dt t

Sustituyendo en (*) los valores obtenidos de b, queda:

1+ X
1-x

1+ x

=2l La-x|rfrexee =[x - La-x e =D LT e

e b

b)
senx=t - dt=cosx -dx 1 dt gt
I:J'cosx cosx=+1-t* ;; dx= a > - I:J'«/l—tz '\/1—t2 zjl—tz
1-t

; : + 1+ senx
= (Teniendo en cuenta el apartado antersr) =L He-L +C=
1-t 1-senx
+ + +
-L (1+senx)’ tC=L (1+ senx)? +C= Ll senx
1-serf x. cod x

COS X
=L|secx+tag x| +C =1

+C=

(1+ senx)?
(1 sen x)(1+ sen x

También puede hacerse de la forma siguiente:



secx - (secx +tag x)
secx +tag x

I:J' 1 -dx:jsecx-dx:j -dX =

COS X

} = | :J'E:Lt+C:L|secx+tag x|+C=1
X t

secx+tag x =t
dt = (secx)(secx +tag x) - d

Aclaracion de la obtencion de dt;

t=

1, senx _ dt{o—l-(—senx)+cosx-cosx—senx-(—senx)}_d _

COSX COSX cos® X cos X
senx cos x+ serf X 1+ senx 1 1+senx

= + .dx=——"— . dx= . . dx=
cos” X cos” X cos’ X COSX  COSX

=secx - (secx +tag x) - dx=dt
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1 1 1
39 Considere lamatriaz=| a b ¢
a’ b* ¢?

a ) Calcule el determinante de A y compruebe laliad| A| = (b -a)(c-a)(c-b).

b ) ¢ Qué relacion debe existir entre a, b y ¢ gaeael rango de la matriz A sea igual a
1? Justifique la respuesta.

a)

Restando a cada columna la anterior queda:
1 1 1 1 0 0 b-a cob
Al=la b c|=|a b-a c-b |= =
| | a? b? 2 a2 b2-a? c?-p? ‘(b'*'a)(b_a) (C+b)(C—b)
=b-a)e-b)-| | . |=b-afc-bfc+b)-(b+a)=
b+a c+b

(b-a)c-b)c+b-b-a)=(b-a)c-a)c-b)=| A, (cac)

b)

Para que la matriz A tenga de rango 1 es necegagidas tres filas o las tres co-
lumnas sean linealmente dependientes; esto oauaireloo. = b = ¢, con lo cual seria:

1 1 1
|Al=|a a a|=a-a’-|1 1 1|=a’-|1 1 1] = Rango A=1.
a’> a’® a’

El rango de la matriz A es 1 cuande b = c.
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x=1+A
4°) a ) Compruebe que larectaiy=4  es perpendicular al plano=x+y+z=1.
z=A

b ) Calcule los dos puntos de la recta r cuya mistzal planar es igual a/3 unidades.

a)
Una recta es perpendicular al plano cuando elvaltector de la recta es li-
nealmente dependiente del vector normal del plano.

El vector director de la recta r as=(1, 1, 1) y el vector normal del plano es el
mismo:n =(1, 1, 1), por lo que son linealmente dependientes, comtaeperar.

La recta r y el plana son perpendiculares como acabamos de comprobar.

b)
Los puntos de la recta r tiene la expresiép: A, A, A).

La distancia del punt®,(x,, y,, z,) al plano genéricor= Ax+By+Cz+D =0
_| A% +By, +Cz +D|
JA*+BZ+C?

viene dada por la formulat(P,, )

Aplicando la formula al punt®(1+ 4, A, A) y al planon=x+y+z-1=0 sabien-
do que la distancia e& unidades:

|1-(1+/1)+/1+/1|_\/§ [1+34] 3 11+31]

d(R n):

1+1=3 - A,=2 = P(3 2 2

1+1=-3 - A, =-2 = P(-1, -2 -2)
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