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El alumno elegira uno de los dos repertorios goerginuacion se proponen.
Cada una de las cuatro cuestiones del repert@agdel puntuara 2’5 puntos como ma-
Ximo.
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2°) Representar graficamente la figura plana lidaitpor la curvay = x*, su recta tan-
gente en el punto P(1, 1) y el eje OY. Calcularaa.

La curva es una funcién de tipo polinémico, camdiry derivable en su dominio
de definicion, que es R. Pasa por el origen deder@das.

Es una funcidén par, por lo cual es simétrica @specto al eje de ordenadas. El
recorrido de la curva g6, + ), por lo cual tiene todas sus ordenadas positivas.

Para determinar los posibles maximos y minimokdmirva tenemos que tener
en cuenta el siguiente teorema:

“Si f(xX) es una funcién con derivada de orden nticma en un valorgxy tal que
cumple quef'(x,)=f"(x,)= ----- f"*(x,)=0y f"(x,)#0, entonces:

1.- Si n es impar, la funcion f(x) es monotonagrsiendo estrictamente crecien-
te cuandof "(x,) > 0 y estrictamente decreciente cuaniddx,)<O0.

2- Si n es par, la funcién f(x) tiene un maximtatigo en x cuandof"(x,)<0y
un minimo relativo cuandé " (x,) > 0”.

En el caso que nos ocupa ocurre lo siguiente:
f(0)=0
y'=f'(x)=4x® ;; fr(x)=12x® ;; £(x)=24x ;; £V (x)=24 = = n=4
fV(0)=0

Por ser n parf " (0)=24>0, la curva tiene un minimo relativo en el origen de
coordenadas.

La ecuacion de su recta tangente en el puntallP€s la siguiente:
y=4x’ = m=y'(1)=4-1°=4=m
y-y, =m(x-x,) = y-1=4(x-1)=4x-4 = Recta tangente. y =4x-3

Para el estudio de la concavidad y convexidaddaricion es necesario utilizar
el siguiente teorema:

“Si f(X) es una funcién con derivada de orden nticma en un valorgxy tal que
cumple quef''(x,)= f'"'(x,)= ----- f"*(x,)=0y f"(x,)#0, entonces:



origen de coordenadas.

1.- Sines par ¥ "(x,) >0, f(x) es convexdl) en .

2- Sines par ¥ "(x,) <0, f(x) es concavdn) en x.

3.- Si n es impar, f(x) tiene un punto de inflexgn x".

En nuestro casof ¥ (0)=24>0 = n - par = La funcién es convexa en el

De lo anterior se deduce que la curva y la reatgente, de pendiente positiva,
no se cortan en otro punto distinto que el punttadgencia P(1, 1).

El punto de corte con el eje de abscisas de ta taggente es el siguiente:

y=4x-3=0;; 4x=3 ;; x:§ = A{§ Oj.
4 4

La representacion grafica aproximada de la sifunaes la de la figura adjunta.

\(Ak

=X
‘y P
X
1,9 9, _8+45-90+40_93-90_ 3
5 8 4 40 40

De la observacion de la figura se
deduce que todas las ordenadas corres
pondientes a la curva son iguales o mayo-
res que las correspondientes ordenadas d
la recta tangente.

El valor del &rea pedida es:

1
S=[x*-dx-[(4x-3)-dx=
0

B —

~u
40
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3°) Determina la relacién que debe existir entyebapara que los puntos de coordena-
das A(1, 0, 0), B(a, b, 0), C(a, 0, b) y D(0, aekbén en un plano.

Los puntos A(l 0, O) B(a b, O) C(a, 0, b) YOD4, b) son coplanarios cuando
los vectoresu = AB, v = AC y w = AD sean linealmente dependientes, 0 sea, que ¢
rango de la matriz que forman sea dos.

uU=AB=B-A=(a, b, 0)-(1, 0 0)=(a-1 b, 0)
v=AC=C-A=(a, 0, b)-(1,0 0)=(a-1, 0 b)
w=AD=D-A=(0, a b)-(1 0, 0)=(-1 a b)

Para que los puntos estén en un mismo planodigmeumplirse lo siguiente:

a-1 b O
Rango{U, v, W}ZZ = |a-1 0 b|=0;; -b*-abla-1)-b*(a-1)=0 ;;
-1 a b

-b?>-a’b+ab-ab’+b?>=0;; —a’b+ab-ab’> =0 ;; ab(-a+1-h)=
- a=0

Los puntos A/B,C y D son coplanarics en los siguientescasoss 2.— b=0
P.- a+b=1
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4°) Sea A una matriz cuadrada tal qife=AA + I, donde | es la matriz unidad. Demues-
tra que la matriz A es invertible.

A2=A+l ;; A2-A=1;; A-(A-1)=1.
Teniendo en cuenta que, por definicion de invdesana matriz, se cumple que:
A- A" =1, de la ultima expresion se deduce que= A-1, que existe para cualquier

matriz A de coeficientes reales.

Nota: Falsa seria la demostracion siguiente:
A>=A+1 ;; A-A=A+I| = Multiplicando por la izquierda porA
AT AA=AT(A+L) 5 1A= AT A+HATL ;) AST+HAT = AT A

Aunque se llega a una solucion idéntica, se suderentemano la existencia de
la matriz inversa.
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REPERTORIO B

1°) Define el concepto de maximo relativo de umeciidn f(x) y enuncia su relacién con
las derivadas sucesivas de f(x).

Una funcion f(x), continua y derivable en el entode un punto de abscisa x = a,
tiene un maximo relativo para x = a, si existe otomo del punto de abscisa a, tal que
f(x)< f(a) DaOR.

De lo anterior se deduce que, para que una furerdga un maximo relativo es
condicion necesaria que la derivada sea cero.

Para diferenciar los maximos de los minimos nadatobservamos las pendientes
de la funcion en los entornos del maximo y del mini
YA
to f(x) En la figura se observa que las tangen-
tes van disminuyendat, >t, >t,; como la

tangente o pendiente es la derivada de Ie
t funcion, en el entorno de un maximo las de-
i rivadas constituyen una funcidén creciente,
por lo cual su derivada, o sea: la derivada de
la derivadaf") es positiva.

O X

En resumenMaximo relativo = { |

Los resultados anteriores no permiten averiguanaifuncion tiene un maximo
relativo para un valor X = a en el caso de quenséen varias de las primeras derivadas
de la funcién para ese valor; 0 sea:

f'@=f"(@)=f"(@)= ----=ft"*a)=0 f"(a)z0

Por ejemplo, en la funcion(x) = 3-2x*, para x = 0, se cumple que:
f'(x)=-8x* ;; f"(x)=-24x* ;; £'(x)=-48x ;; " (x)=-48.
f'(0)=f"(0)=f"(0) ;; £V (0)=-48%0

En estos casos puede utilizarse el siguienterteore

“Si f(x) es una funcion con derivada de orden nticma en un valorxy tal que
cumple quef'(x,)=f"(x,)= - f"*(x,)=0y f"(x,)#0, entonces:



1.- Si n es impar, la funcion f(x) es monotonagrsiendo estrictamente crecien-
te cuandof "(x,) > 0 y estrictamente decreciente cuaniddx,)<O0.

2- Si n es par, la funcion f(x) tiene un maximtatigo en % cuandof"(x,)<0 y
un minimo relativo cuandé " (x,) > 0”.

En el caso del ejemplo de la funcion y punto atersidos, es n par y el valor de
f(0)=-48<0, con lo que la funciérf (x) = 3- 2x* presenta un maximo relativo para
x=0.
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2°) Halla una primitiva de la funcioh(x) = x - e*.

Para hallar una funcion primitiva F(x) de la fuirif (x) = x - e haya que recu-
rrir al método de “por partes”, cuya férmulafes- dv=u-v-[v - du.

u=x - du=dx
F(x)=[x-e-dx =

= F(X)=x-¢e" -[e" dx=
e -dx=dv - v=eg

= xe* - +K =e*(x-1)+k = F(x)

Una funcion primitiva puede ser, por ejemplo:

F(x)=e (x-1)+1
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3°) Determina el plana@ que pasa por el punto A(1, 2, 3) y por la recla ecuaciones
x+y=1,y+z=1.

Con objeto de determinar un vector director y untp de la recta r, la expresa-
mos mediante unas ecuaciones parametricas:

rE{X+y:1

y+z=1 = 2= = y=1-A;; x=1-y=1-14+4A=A=xXx = r=

N < X
I n

Un punto y un vector director de r pueden ser P(0) y v = (1, -1, 1).

El vector w =PA=A-P=(1, 2 3)-(0, 1, 0)=(1, 1, 3) es director del plana
pedido, al igual que también lo es el vector doede r, v = (1, -1, 1).

La expresion general del plamoes la siguiente:

x-1 y-2 z-3
n(A; v, W)s 1 -1 1 [=0;;
1 1 3

-3x-1)+(y-2)+ 29+ (z-9)-(x-1-3y-2)=0 ;
~alx-1)-2(y-2)+2(z-9=0 ;; 2(x-1)+(y-2)-(z-9)=0 ;
2Xx-2+y-2-z+3=0

ns2x+y-z-1=0
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+2y—-z2=2

X
4°) Discute el sistema de ecuaciones line (1+b)y -bz=2b segun los valores del
x+by+(1+b)z=1

parametro b.

Las matrices de coeficientes y ampliada son tagsestes:

1 2 -1 1 2 -1 2
M={1 1+b -b |y M'=|1 1+b -b 2b]|.
1 b 1+b 1 b 1+b 1

El rango de M en funcion del parametro b es:

1 2 -1
IM[=[|1 1+b -b|=(1+b)’ -b-2b+(1+b)+b* - 21+b)=(1+Db)* +b>-3b-(1+b)=
1 b 1+b

=1+2b+b*+b*-30-1-b=2b*-2b=2b(b-1)=0 = b =0 ;; b, =1

Para {b * O} = Rango M =Rango M'=3=n° incég = Compatible Determinado

b#1
1 2 -1 2
Parab=0= M'=|1 1 0 0|={C,=C,+C,} = RangoM'=2
0O 1 1
1 2 -1 2
Parab=1= M'=|1 2 -1 2| = {C,=C,} = RangoM'=2
11 1 1

Para {g i (1)} = RangoM = Rango M'=2<n° incog = Compatible Indeterminado

*kkkkkkkkk



