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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

Contesta de manera clara y razonada una de lagpdmmnes propuestas. Cada cuestion
se puntua sobre 10 puntos. La calificacion finablseene de dividir el total entre 4. Se

valoraran positivamente la correccion y la clarigackl lenguaje (matematico y no ma-
tematico) empleado por el alumno. Se valorarantiegaente los errores de calculo.

OPCION A

kx+(1-k)y+(2-k)z=0
1°) Indicad para qué valores de k el sistema y+z=0 es compatible
kx+y+kz=0

indeterminado y resolvedlo en este caso.

Por ser un sistema homogéneo las matrices decemgéis y ampliada son equi-

k 1-k 2-k
valentes, siendiv =|{1 1 1
k 1 k

Todos los sistemas homogéneos son compatibleaditir todos la solucién
trivial x = 0, y = 0, z = 0, sin embargo, algunas £ompatibles indeterminados por
admitir, ademas de la solucidn trivial, infinitasigos de soluciones.

Teniendo en cuenta el Teorema de Rouché-Frobgpéma, que un sistema sea
compatible indeterminado, la matriz de coeficieni&se un rango menor que el nime-
ro de ecuaciones y de incognitas, por lo cual, paeael sistema considerado tenga so-
luciones diferentes a la trivial, es necesario gudeterminante de la matriz de coefi-
cientes sea cero.

k 1-k 2-k
1 1 1 [=k*+(2-k)+k@1-k)-k(2-k)-k-k(1-k)=
k 1 k
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=K2+2-k+k—k? =2k +k? —k -k +k? = 2k? =4k +2 = 2(k? - 2k +1) = 2(k 1)’ =0 =

= k=1
El sistema es compatible indeterminado para x = 1.
Xx+z=0
Para x=1 = {x+y+z=0. Despreciando una de las ecuaciones (tercera) y p:
X+y+z=0

rametrizando una de las incognitas (z), resulta:

Xx+z=0 _ ) v =A==
{x+y+z:O:3 Z=A = X=-A;, y="X%X-A=4A-4=0=y
X=-A
Solucion: <y=0 [OAOR
z=A
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2°) Dado un cubo (exaedro regular) de lado 1 dnapssidera una de sus diagonales y
la diagonal de una de sus caras de forma que gandias diagonales) ningun punto en
comun. Calculad la distancia entre las diagonales.

Indicacién: dibujad el cubo con un vértice en eyyem de coordenadas y los vértices
contiguos sobre los ejes de coordenadas.

La representacion grafica de la situacion se egpea la figura.

Los puntos indicados tienen las siguientes coadizst A(1, 0, 1), B(O, 1, 0),
C(0,1,1)yD(1,1,0).

Los vectores directores de las diagonales son:

—_—

B=B-A=(0,140)-(1,01)=(-11 -1)

v
v, =CD=D-C=(110)-(0,1,1)=(1, 0, -2).

Las ecuaciones vectoriales de las diagonalesfagula son las siguientes:

d,=(x, y, 2)=(102)+A(-12 -1) ;;d,=(x, y, 2=(0,1 )+ (3 0, -1)

u-(vow)
La distancia entre dos rectas que se cruzan diatie pord(r, s)=

—_—

ullv

siendou y v los respectivos vectores directores de las regtasy w un vector que



tiene como origen un punto de una de las rectasnp@xtremo un punto de la otra rec-
ta.

En el caso actual puede ser=AC=C-A=(0,11)-(1 0,1)=(-1 1 0).

Aplicando todo lo anterior al caso que nos ocgpHa:

-1 1 -1
L (_ _) 1 0 -1
v, -\v, Uw -
d(d, d,)="——~" ‘: L PO O S
v, Ov, i) k| [-i-k+i-j| |i-2j-kK]|
-1 0 -1
1 1 -1
= 1 __ 1 _1._46 unidades=d (d,, d,)
JE+(-27+(-1)7 V1+4+1 J6 6
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3°) Demostrad que la curva de ecuacion x* - x® + x* —x+1 no tiene ningan punto
de inflexion. Buscad la ecuacion de la recta tateganlia curva en el punt®(x,, v,)

donde x es el valor de x que hace minima y”.

La curva dada, por ser una funcion polindmica;aginua y derivable en su do-
minio, que es el conjunto de los nimeros reales.

Una funcion f(x), continua y derivable para x g tiene un punto de inflexion en
P(x,, y,) cuando se cumplen las dos siguientes condicioiigs;)=0 y f''(x,)#0.

En el caso que estamos estudiando seria:

y'=4x}-3x* +2x-1;; y'=12x* -6x+2 ;; y''"'=24x-6

3+4/9-24
==

y'=0 = 12x° -6x+2=0 ;; 2(6x* -3x+1)=0 ;; 6x* =3x+1=0 ;; x= -

— XOR = La curva no tiene puntos de inf lexion, c.qd.

Considerando la funciég(x) = y"'=12x* -6x+2, y teniendo en cuenta que una

funcidn g(x), (continua y derivable en su domirgage es R) se hace minima (tiene un
minimo absoluto por tratarse de una funcién policande grado dos) cuando se cum-

plen las siguientes condicioneg(x,)=0 y g''(x,)>0.

g'(x)=24x-6=6(4x-1) ;; g'(x):O:x:% ;; 9"(x)=24>0 = Minimo para x:%

Sabiendo que la pendiente a una curva en un @sni@ derivada de la curva en
ese punto y que la recta que pasa por un puntacitanta pendiente viene dada por la

formulay -y, =m(x-x,), es:

3 2
y':4x3—3x2+2x—1;; y'(%):m: 4(&) _3.(lj +2.£_1:i_i+l_1:
4 4 4 16 16 2
e T Tl B
16 2 8 2 8 8

4 3 2
y:X4_X3+X2_X+1;; y(z): l — E + l —l+1:i—i+i—£+l:
4 4 4 4 256 64 16 4

1-4+16-64+256 273-68 205 (1 205]
= = = = P

256 256 256 4’ 256




205 5( 1) B 205 5
X_-4 11 8 - -

32 4

256y —205=-160x +40 ;; 160x + 256y —245=0

Recta tangente t =160x + 256y —245=0
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) )
(X;rl) _Calcular "™ f(x)y

X —» —00

4°) Hallad los extremos relativos de la funcibfx) =

X

lim e : .
. f (x). Haced una gréfica aproximada de la funcién.
X —» +oo

() = 20x+1)- e —(x+1)°- e _2(x+1)-(x+1)* _ (x+1)2-x-1) _(1+ x)gl—x)

(ex )2 e~ e e

0; M+x)1-x)=0;; x,=1;; x,=-1

, 1-x° ., -2x-e*—(1-x*)-e* -2x-1+x* x*-2x-1 .,
=2 =2 e B g

(ex )2 e* e*

- =— <0 = Maximo relativo para x=1
e e e

2 _ 1 — _n_ _
f"(1):1 2-1-1_1-2-1_-1

f(l):(l+1) =2 2% - Maximo: P(L g)

—1) — N - — —
f"(—l):( 1) 2_1( 1 1:1+i 1:—%1:e>0 = Minimo relativo para x =-1
e e e
_ 2
f(—1)_(2—:1)-e—2:0 = Minimo: Q(-1, 0)
- F'e 2
lim f(x) = lim  (x+1) L
X - —00 X » —co g e =
, I'e 2
fim f(x)= fim (X+X1) =72 -2 Indet. = (L'Hopital) =
X —» +oo X —» +oo e e 00
N Z(le):f: Indet. = (L'Hopital) = im %:E:Q
X —» +oo e 00 X -5 +oo e 00 =

Para representar la funcion tendremos en cuert@@trata de una funcion con-
tinua en su dominio, que es R; que, segun el ajzadaterior, tiene una asintota hori-
zontal paray = 0.

Para una mayor precision en la grafica vamos erm@tar sus puntos de infle-



xion:

2 _ _ 2 _ _
f"(X):X—ZXXl . f"(X):O = X—ZXX]':O . X2—2X—l:O
e e
X:21V24+4:212*/§:21'§*/§:11\/§ = x, =1+420241;; x, =1-+2 0-041
V241 (2+42f _ ,
fwz)_( e ) _( em) 0031 = P.1.: Al 241, 031)
_-v2+1)f _(2-42f | .
f(l_ﬁ)_( g ) _( el‘fz) 0052 = P.l.: B(- 041 052)

\ YA

f(x) j
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OPCION B

1°) Se considera la funciéi(x)=a - e*™, a > 0. Calculad los parametros a, b y ¢ sa-
biendo que la funcién tiene un minimo relativo epusto P(1, a) y que f(0) = 1.

f'(x)=a-(2x+b)-e*™ :: f'(1)=0=a-(2+b)-e"** =0 ;; 2+b=0;; b=-2

(g}

Teniendo en cuenta el valor de b y que f(0) =f{0)=a -e° =1 ;; € =

Q|

N
=

Por tener un minimo relativo en P(1, a) se curgpkef(1) = a:

fl)=a=a-e**=a; e*=1; -1+c=0;; c=1

Sustituyendo en (1) el valor de c se obtiene leinge a: e' = 1 a=
a

ol
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2°) De todas las recta que pasan por el punto2P¢Q), hallad la que corta a las rectas
r=(x v, 2=(112)+t(2 -10) y s=(x v, 2=(01 1)+k(-3 1, 2).

El planoa que contiene a la recta r y al punto P(0, 2, slglesiguiente:

Un punto y un vector director de la recta rs¢h,A, 2)yv, =(2, -1, 0).

—_—

u=AP=P-A=(0 2 -1)-(1 1 2)=(-1 1, -3).

X y—-2 z+1
a(P; v, U)s 2 -1 0 |=0; 3+2(z+1)-(z+1)+6(y-2)=0;;
-1 1 -3

3x+(z+1)+6(y-2)=0;; 3x+z+1+6y-12=0;; a=3x+6y+z-11=0

El plano 8 que contiene a la recta s y al punto P(0, 2,sEl siguiente:
Un punto y un vector director de la recta s saby B(1) yv, =(- 3 1, 2).
w=BP=P-B=(0 2 -1)-(0,1 1)=(0, 1 -2).

X y-2 z+1
,B(P; 7; W)E -3 1 2 |=

0;; -2x-3(z+1)-2x-6(y-2)=0 ;;
0 1 -2

~4x-3(z+1)-6(y-2)=0;; -4x-3z-3-6y+12=0;; B=4x+6y+32-9=0

La recta t que pasa por el punto P y corta adefss r y s es la que determinan
los planosa y S, cuya expresion por dos ecuaciones implicitaa sgyliente:

{= 3x+6y+z-11=0
~ |4x+6y+3z-9=0
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3°) Calculad el area de la region limitada porclavasy, = x° +x* +1, y, = x° = x+1.

Los puntos de corte de las curvas se obtieneraiga sus ecuaciones:

y, =X*+ x> +1

] }:>x5+x2+1:x5—x+1;; x> +x=0 ;; x(x+1):O:>{X1:O
y, =X =Xx+1

X, =-1

Los puntos de corte son A0, 1) y B(-1, 1).

Considerando un valor de x del intervalo (-1, ejemplox :%, los valores

de las ordenadas de las dos curvas son:

N[ 1Y 1V . 1 1, -1+8+32_39
nen)=(- 2] #[-2] wrm- Ll T2B0I2 9
2 2 32 4 32 32

= yl(_%) < yz(_%)

5
N
2 32 2 32 32

Segun lo anterior, la situacion grafica, aproximadk la situacion es la indicada
en la figura.

Xv

i

De la observacion de la figura se deduce el \ddbéarea pedida, que es:

0 0 0

s=[(y, —yl)-dx:J'[xS—x+1—(x5+x2 +1)]-dx:J'(xE’—x+l—x5—x2 ~1). dx=

-1 -1 -1

P T EC AR R
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k 1 1
4°) Discutid el rango de la matrik=| 1 1 k| segun los valores de k. Resolved el

-1 3 0
1
sistemaA - X =| 2| cuando sea compatible determinado.
3
k 1 1
A=|1 1 k({=3-k+1-3k*=-3k*-k+4=0;; 3k*+k-4=0;
-1 3 0
_—1+1+48 _ -1£4/49 _ -1%7 . 4
k= = = =k =15k, =—=
6 6 6 3
4
Rang A=3 0OkOR, {k;tl k¢—§}
El sistema es compatible determinado pgard y k # ——.
k 11 1 kx+y+2:1
Laecuacion 1 1 k|-X =|2]| es equivalente al sistema+y+kz=2.
-1 30 3 -Xx+3y=3
Resolviendo por la Regla de Cramer:
111
2 1 Kk
|83 3 0] _6+3k-3-3k _ 3 _
== = =
32 +k-4 (x—l)(x+4j 3(x-1)(3x + 4)
3
k 1 1
1 2 k
y= -1 3 0] _3-k+2-3k* _ -3k*-k+5 _
3k*+k-4

) (X—l)(x+gj 3(x-1)(3x +4)



k 1 1
1 1 2

zZ= -1 3 3 :3k+3_2+1_6k_3: a1 ]
3k2+k-

4 (X_l)(“gj 3(x-1)(3x + 4)
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