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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

Contesta de manera clara y razonada una de lagpdmmnes propuestas. Cada cuestion
se puntua sobre 10 puntos. La calificacion finablseene de dividir el total entre 4. Se

valoraran positivamente la correccion y la clarigackl lenguaje (matematico y no ma-
tematico) empleado por el alumno. Se valorarantiegaente los errores de calculo.

OPCION A
1 -11 0 01

1°) Se consideran las matricés=|2 1 2|y B=|0 1 1|. Calcula la matriz X
O 0 1 111

que verifica: AX + B = [, donde | representa la nzaidentidad.

A-X+B=1;; A-X=1-B;; A" A-X=A"-(1-B)=> X=A*.(1-B) (¥
1 -11 1 20
|A[=]2 1 2[=1+2=3;; A"=|-11 0
0 0 1 1 21
‘1 o‘ -1 o‘ ‘—11
2 1 1 1] |1 2 11 -3 PR,
. 2 0l [10 12 .
Adj (A7) =] - - =|-2 1 0| = A'=/-2 1 0
2 1| |11 12 o o0 3 o o 1
2 00 |1 0o |1 2
10 -1 0 |-1 1

0 0O 0 -1 1 0 -1
O+ 0 -1 -1|={0 O -1|=1-B
1 -1 -1 -1 -1 -1 0

1 0 0) (001
I-B={0 1 0|-|10 1 1|=
0 01 111

o O B
o +» O
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Sustituyendo los valores obtenidos en (*) y opaoan

-1) (1 0 -1} (4+0+1 0+0+1 -1-1-0

3 3

0 0 -1|=[-2+0-0 -0+0-0 2-1+0 |=

3

-1 -1 O 0+0-1 0+0-1 -0-0+0

Wl W~
o

X=A".(1-B)=|-2

o
o
|
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2°) Estudia, segun los valores del parametro posicion relativa de las siguientes rec-
tas:r Ex—k:y—+1:— y SE——="—=2+2.

Vamos a estudiar la posicion relativa medianteores.
Los vectores directores de las rectas som (1, 2k-1, 2) y v, =(k+1 -1, 1).

Para que las rectas sean paralelas o coincidestesctores directores tienen que
ser linealmente independientes; en caso conti@sicelctas se cortan o se cruzan.

L2 gok-2;3=0k g k=2
k-1 1 2
1 k-1 2
k-1 -1 1
—2k11:3 = 2k-1=-2;; 2k=-1;; k——%

Las rectas r y s se cruzan o se cortan, indepdrdiente del valor de k.

Para diferenciar el caso se determina un veetolue tenga como origen un

punto de la recta r y como extremo un punto deetdars, por ejemplo los puntos
Ak, -1, 0) y B(0, 2, -2).

—_—

w=B-A=(0, 2 -2)-(k, -1, 0)=(-k, 3 -2).

Silos vectoresy. , v, y w son linealmente dependientes o coplanarios (es cet

el valor del determinante que forman, es decir:sueango es menor que tres), las rec-
tas se cortan; en caso contrario se cruzan.

1 2k-1 2
Rango(?,v—S yW): k+l1 -1 1|=0=
-k 3 -2

= 2+6(k+1)-k(2k -1)-2k -3+2(k +1)(2k -1) =0 ;;
~1+6k+6-2k> +k -2k +2(2k> —k + 2k —1)=0 ;; —2k? +5k +5+4k> +2k-2=0 ;;

2k*+7k+3=0;; k= —rt 449_24: _7i4\/2_5: —7415

=k, =-3;; k,=-

N




1

las rectas se cortan y para

k #-3
_1

2

las rectas se cruzan
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3°) Demuestra razonadamente que la ecuaxiénx - senx+cosx tiene exactamente
dos soluciones dentro del intervddon, 7).

Considerando la funciém(x)= x? - xsenx - cos x, que es continua derivable en su

dominio, (que es R, por ser una funciébn compuestapmas y productos de funciones
continuas y derivables en R) por lo cual le sorcaples los teoremas de Bolzano y Ro-
lle a cualquier intervalo cerrado considerado.

La funcién f(x)=x? - xsenx-cosx €s simétrica con respecto al eje de ordenada
por ser f(x)=f(-x): f(-x)=(-x)’ -(-x)sen(- x)-cos(- x) = x* - x senx-cosx = f(x) lo
cual significa que demostrar lo pedio equivale amakrar que la funcion
f(x)=x? - xsenx—cos x tiene una Unica solucién en el intervidorn] .

El teorema de Bolzano dice que “si una funcios €entinua en un intervalo ce-
rrado [a, b] y en los extremos de éste toma valdeedistinto signo, entonces existe al
menos un valocO(a, b) tal quef(c)=0".

Aplicando el teorema de Bolzano al interviilor] se observa que la f(x) tiene al
menos una solucion en éste intervalo:

f(0)=0°-0-sen0-cos0=0-0-1<0

= [cOfo, 7= f(c)=0
f(77)=m* - msenm—cosr=m* -0+1>0

Vamos a demostrar que la solucién es uUnica:

Si la funcion f(x) tuviera al menos otra raiz reat b, indicaria que f(b) = 0, con
lo cual se podria aplicar a la funcién f(x) el tsoa de Rolle, que dice que “si f(x) es
una funcion continua en el intervalo [a, b] y dakle en (a, b) y si se cumple que
f(a)= f(b), existe al menos un puntdl(a, b) tal que f(c) = 0.

f'(x)=2x—-(1- senx+x - cosx)+senx = 2x—senx - x - cosx + senx = x(2 - cos x)
f'(c)=0 = ¢(2-cosc)=0 = c=0, pero 00(0, 77), lo cual contradice el Teorema de Ro-
lle y, en consecuencia, demuestra que la funcinti§ne una sola raiz en el intervalo

consideraddo, 7] y, como consecuencia de lo expuesto:

La ecuacién x® = x - senx+cosx tiene exactamerd dos solucionesen [- 77, 71, c.qd.
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4°) Una funcion polindmica de tercer grado, ¢cuamidremos relativos puede tener
como maximo? ¢ Qué podemos decir de los puntodldgiim? Razona las respuestas y
pon ejemplos aclaratorios.

Lo maximo gue puede tener son dos extremos refativo

Para que una funcién tenga un extremo relativeoeslicion necesaria que se
anule su primera derivada. La derivada de una danpoblindmica de tercer grado es
una funcion de segundo grado que, como maximo,eiezekr dos soluciones.

Dependiendo del tipo de funciones pueden ocumsidims siguientes casos:
1. - Que la derivada tenga soluciones reales,uga caso la funcion tiene un
maximo y un minimo relativos, teniendo en cuenta las funciones polindbmicas son

continuas.

2. - Que la derivada no tenga soluciones reaftesygo caso la funcion es mono-
tona y, por lo tanto, carece de extremos relativos.

La funcion tiene necesariamente un solo puntmfiiexion.

Para que una funcion tenga un punto de inflex@dnexesario que se anule la se-
gunda derivada y como la segunda derivada de unt@diu polindmica de tercer grado
es una funcion de primer grado, siempre tiene ahaisn.

Ejemplos de los casos indicados son los siguientes

f'(x)=6x* ~30x-+36=6(x* - 5x + 6)= 6(x - 2)(x~3) - {f Z:j

f(x)=2x* -15x* +36x +1 =
£"'(x)=12x—30=6(2x-5) - x:g

gue tiene extremos relativos para los valores ypara x =3y p. . para=g.

X, =0
, f'(x)=3x* - = f'(x)>0, OxOR = Monétona creciente
fx)=x*+1 =

f'(x)=6x - x=0

La funcion tiene un punto de inflexién para x = 0.
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OPCION B

2x-my+4z=0
1°) Calcula el valor de m de manera que el sisteonaogéneo x+y+7z=0 ; tenga
mx—-y+13z=0
soluciones diferentes de la trivial y resuélvelaestos casos.
2 -m 4
La matriz de coeficientes es=|1 1 7
m -1 13
2 —-m 4
1 1 7|=26-4-7m*-4m+14+13n=0 ;; 7m* -9m-36=0 ;;
m -1 13
:4—2= =
. 9+,81+ 4-7-36 _9+/81+1008 _ 9++/1089 _ 9£33 M= 22m
2.7 14 14 14 :_ﬁz_l_szz
14 7
m# 3 Rango M =3=n° incégnitas = Compatibledeterminado
Para 127 =
m#-—— e
7 Soluciénunica: x=y=z=0
2x-3y+4z=0
Param=3 resulta el sistemax+y+7z=0
3X-y+13z=0

Despreciando una de las ecuaciones (tercera)aynefiizando una de las incog-
nitas (z), resulta:

4x =-201 = x=-5/

X+y+7z=0 X+y=-7A
= z2=A =
3X-y+13z=0 3x-y=-131

X+ty==7A;, y=—X-TA=5A-7A=-24;;, y=-24

X =-51
Solucién {y=-24 [OAOR
z=A




12 B
X+ Yy +Az=01 410y 428220
Param=—1—72 resulta el sistema x+y+7z=0} = X+y+7z=0} =
_1_72)(_y+132:O 12x+7y-91z=0

7x+6y+14z=0
= X+y+7z=0
12x+7y-91z=0

Despreciando una de las ecuaciones (tercera)aynetizando una de las incog-
nitas (z), resulta:

7x+6y+14z=0 7xX+6y=-141 7xX+6y=-141
= = = x=284
X+y+7z=0 X+y=-74 -6Xx—-6y =424

X+y==7A;; y=-x-71=-281-74=-351 ;; y=-351

X =284
Solucion {y=-351 [0OAOR
z=A
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2°) Busca la ecuacion implicita o general del plangque contiene a la recta dada en
forma vectorialr =(x, y, z2)=(1 2, -1)+k(-1 1 2) y es paralelo a la recta que pasa

por los puntos A(O, 1, 2) y B(1, -1, 1). Calculallatancia al origen de coordenadas del
plano 7.

El vector director de larectar es=(-1 1, 2).
El vector director de la recta s @s= AB=B-A=(1, -2, -1).

Como el plano pedido contiene a la recta r, coati@ todos sus puntos, por lo
cual podemos tomar el punto P(1, 2, -1) pertenezi@m para obtener la ecuacion gene-
ral o implicita del planoz, que es la siguiente:

x-1 y-2 z+1

An ) s 1 2 =0 - (e)eazea)raly-2)-(+1)+ dlx-1)- (y-2)=0 ;
1 -2 -1

ﬂx—D+(y—2ﬁ(z+Q:();3x—3+y—2+z+1=0:: m=3x+y+z-4=0

Sabiendo que la distancia del pum,(ﬁxo, Yo zo) al plano genérico de ecuacion

A +By, +Cz +D
_| A% +By, +Cz +D|

n=Ax+By+Cz+D=0 es d(P, n) roTOT aplicandola al punto
A +B°+C

D]

JAZ+BZ+C?

0(0, 0, 0) seria:d(0, )=

Considerando el plane=3x+y+z-4=0, su distancia al origen es la siguiente:

4(0, 7)= -4 _ 4 4 _4am

- = = = u=d(O,
JFZ+12+12 JOo+1+1 V11 11 (©. 7)
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3°) Se considera la funciéh(x) = e*(x—k), demuestra que para cualquier valor del pa-

rametro k, la funcion presenta un unico extrematng. Representa graficamente la
funcion sabiendo que f(0) = 1.

Para que una funcidén tenga un posible extremdivelas condicion necesaria
gue se anule su primera derivada:

f'(x)=e*(x-k)+e* -1=e*(x-k+1)=0 = x=k-1

La condicién anterior no es suficiente ya que exegsario que no se anule la se-
gunda derivada para los valores reales de x quaralauprimera:

fr(x)=e*(x-k+1)+e* -1=e*(x-k+2)= f"(x)

frk-1)=€e*(k-1-k+2)=e"* #0, OkOR = Extremorelativo para x=k-1, cqd..

Sabiendo que f(0) = 1, el valor de k es el sigeient

f(0)=€°(0-k)=1 = k=-1

La funcion resulta sef(x)=e*(x+1) y su representacion gréafica es la siguiente:

Se trata de una funcion continua en su dominie, €I R, por ser una funcion
compuesta por el producto de dos funciones cordienasu dominio, que es R para ca-
da una de las funciones productfx)=x+1 y h(x)=e".

Los puntos de corte con los ejes son:

Eje X: y=f(x)=0= (x+1)-€°=0;; x=-1= A(-1,0)

EjeY: x=0= y=1(0)=(0+1-€"=1-1=1 = B(0, 1)

Teniendo en cuenta lo anterior 86x)=e*(x+2) y "(x)=e*(x+3).

El minimo es parax = -2y eg-2)=¢™ -(—2+1):_i2:> Minimo: p(_ 2 _izj
e e

La concavidad, convexidad y punto de inflexion:son

x>-3 . y">0= Concava (-3 ) (n)

f'(x)=0=¢e*(x+3)=0;; x=-3=
x<-3 . y"<0= Convexa (-, -3) (0)




fr(x)=e* - (x+4)= f(-3)=e?20 = P.|.(—a—ij

e
_3 1
f(-3)=(-3+2) e e
. lim _lim . B
Teniendo en cuenta que: f(x)= . +c>o[(x+1) 6]z 0=,
lim _im Jo o _—®_ lim  x+1
X_)_oof(x)—xﬂ_oo[(xﬂ) e]— ©-.e "= ol oo:>Indet.:>xﬂ_c>o = =
= L'Hopital = im 1_x= im (—ex):— fim e":—e‘”:-iw:Q
X - —00 —¢e X - —00 X - — e -

Lo anterior significa que el eje de abscisas @g@sa en su parte negativa.

Para la representacion grafica formamos una tabiaalores que nos facilite su
ejecucion:

1 1
Yy _g _E 0 2e
Min P. 1

-4 -3 y=C -
P.
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4°) Calcula el area de la region limitada por levaw = x(x-1)(x-2) y la recta y = 0.
Haz un dibujo de la region.

Teniendo en cuenta que la curva es una funciGn@nuica cuyos puntos de corte
con el eje de abscisas son O(0, 0), A(1, 0) y BY3; que, por ejemplo, f(3) > 0, su re-
presentacion grafica aproximada es la que indisglaente figura.

1 y = x(x-1)(x-2) /

/

De la observacion de la figura y teniendo en aigoe la superficie comprendida
entre los limites de integracion 1y 2 tiene ordesanegativas, el area pedida es:

S=jx(x—1)(x—2)-dx+J1'x(x—1)(x— 2)-dx=J1'(x3 -3x? +2x)-dx+i(x3—3x2 +2x)-dx=

0

=[F(x)s +[F(x)]; =F(1)-F(0)+F{1)-F(2)=2F()-F(0)-F(2)=s (9

X
X
X

Teniendo en cuenta quE(x)=j(x3—3x2 w2x) dx=2-3. X 40 X 2 X e
4 3 2 4

sustituyendo en (*) resulta:

_ U PR B | _
s=2F(1)-F(0)-F(2)=2- U0 o202t =2, —448-4=
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