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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

Elija una de las dos opciones, A o0 B, y contedas auatro cuestiones que com-
ponen la opcion elegida. Si mezcla preguntas ddda®pciones, el tribunal podra anu-
lar su examen.

En el desarrollo de cada problema, detalle y eMpligs procedimientos emplea-
dos para solucionarlo. Se califica todo.

OPCION A

1°) a ) Calcular la ecuacion de la recta tangemef@nciony =+ x*+1 en su punto ex-
tremo.

1
lim x4
b ) Calcular (ﬂj !
X-4\ 6

X -0 2

lim 2
c ) Calcular (X 1—1)
X X

a)
Para que una funcion tenga un extremo relativaoeslicion necesaria que se
2x X

anule su primera derivadg:= =
202 +1 X2 +1

=0 = x=0.

El punto de tangencia es el siguientg:=+0* +1=1 = P(0,1).

La pendiente de la recta tangente a una funciameyunto es el valor de su deri-

vada en ese punty. = 0 :%:o = m=0.

VO? +1

Sabiendo que la ecuacién de la recta que pasangmunto conocida la pendiente
esy-y,=m(x-x,): y-1=0-(x-0)=0.

La recta tangente pedidaesy = 1.
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b)

S 1

1
Iim x- +a 1t lim — 4\ x4
(X+2j ‘ :(izj‘“‘ =1°=1" = Indet "tipo n° €' = (wj ! =

X-4\ 6 6 X - 4 6

x—4

lim (6+x—-4)\x4 lim X —4 \x-4 lim 1
= = 1+—— = 1+ =
X4 6 4 X

NG

lim (xz—l 1] 0-1

1
= a— :_00_00:_00.
X -0 0

De otra forma:

1
O _

X0 2 TXx.0 X2 0

lim (x*-1_1)_ lim x*-1-x_0-1-0_
X X
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2°) La siguiente grafica corresponde a la funciéfx)=x*>-4x+3

representada respecto a los ejes coordenadoslatatéarea de la par-
te sombreada.

Los puntos de corte de la funcidfx)= x> -4x+3 con los ejes de coordenadas son
los siguientes:

Eje X: f(x)=0;; x*-4x+3=0 ;; x=2% '126_12:412\&:4;2 = x=1;;x=3=

= A(1 0) y B(3 0).

Y
Eje Y: x=0;; f(0)=3= ¢(0, 3). \ |

e 'q
\

Las rectas horizontales que limitan la superficie
a calcular son el eje de abscisas e y = 3.

Los puntos de corte de la recta 'y = 3 con la fun-
cion f(x) son los siguientes:

y =X —4x+
y=3

@ |

3} = X°-4x+3=3;; X’ -4x=0;;

X(x-4)=0= x=0;; x,=4 = C(0,3) y D(4, 3).

La representacion gréafica de la situacion se papdeciar en la figura adjunta.

Teniendo en cuenta que las ordenadas de la recBason mayores o iguales que
las correspondientes de la funcién f(x), la supirfa calcular es:

S:j4'3- dx—Jl'(x2 —4x+ 3)-dx—j4'(x2 —4x+ 3)-dx:
4 Oo 0 3 3 N 0 N 3
:IB- dx+j(x2 —4x+ 3) : dx+j(x2 —4x+:-3) .dx=[3%3 +{§—2x2 +3x} {E_sz +3x} =
1

0 4

1 4

]? 33 43
=(3-4)—0+0—(§— 2-12+3-1j+(§— 2-32+3-3j—(§— 2-4%+ 3-4j:

:12—%+2—3+9—18+9—6—;+32—12:31—§: 93-65_28 u® =

S.
3 3
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1 0 4
3% Dadala matria=| 0 m 1
-1 3 -m

a ) Determinar los valores del parametro m pardajugatriz A tiene inversa.

b ) Calcular la inversa de la matriz A param = 2.

a)
Una matriz tiene inversa cuando su determinantiséisato de cero.
1 0 4
+./16- +
|A[=|0 m 1 |=-m’+4m-3=0; m2—4m+3:O;;m:4_ 126 12:4_2\/Z=
-1 3 -m
=—4§2 =>m=1;; m, =3.
A esinversible DOmOR-{1, 3}
b)
1 0 4
Param =2 esA=| 0 2 1 |. La inversa de A se obtiene por el método de
-1 3 -2
Gauss-Jordan:
1 0 4/100 104100
(A/1)=l0 2 1|0 1 0|={F-F+F}=|0 2 1|0 1 0|=
-1 3 -2/0 0 1 0 32101
104100 10 4/1 0 O
={F -4iF}=|01 %0 { 0|={F,-FR-3F}=]0 1 ij0 L O|=
0 32101 00 41/1 -2 1
1 41 0 O 1 0|-7 12 -8

——
ol
!
N
ol
——

o O

o B

= N

N

|

w

N

-7 12 -8
= A'=|-1 2 -1
2 -3 2
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2X+y+z=-2

(0} -
4°) Dados el punto P(2, 2,-2) y la rec'ea{x+3y+zzo ;

a ) Hallar la ecuacion del plamg que contiene a r y pasa por P.

b ) Hallar la ecuacioén del plamg que contiene a P y es perpendicular ar.

a)
La expresion de r por unas ecuaciones parameagchkssiguiente:
2X+y+2z=-2 +2=-2-21] -y-z=2+2]
Xx+3y+z=0 y+z=-4 dy+tz=-4
X=A
y:1+%/] o ytz=-2-21;; z=—y—2—2/]:—1—%/]—2—2/]:—3—2/122 = r=qy=1+3A1
- I z=-3-5)

Un punto y un vector director de r son A(0, 1,y3), =(2 1, -5).
Los puntos A y P determinan el vector:

u=AP=P-A=(22 -2)-(0,1 -3)=(21,1).

La expresion general del planpes la siguiente:

X—-2 y-2 z+2
7T1(P; u, Vv, )E 2 yl 1 =03
2 1 -5
-5(x-2)+2(y-2)+2(z+2)-2(z+2)-(x-2)+10(y-2)=0 ;; -6(x-2)+12(y-2)=0 ;;
(x-2)-2(y-2)=0;; x-2-2y+4=0.

m=x-2y+2=0

b)
El haz de planoa perpendiculares a r tiene por vector normal atoredirector
de la recta, o seai =(2, 1, -5). La expresion general del hazes 2x+y-5z+D =0.

De los infinitos planos que constituyen el hael planor,; que contiene a P y es
el que satisface su ecuacion:



a=2x+y-5z+D =0

}:» 2.2+2-5.(-2)+D=0;; 4+2+10+D=0;,16+D=0;; D =-16.
P(2 2 -2) ====3

T, =2Xx+y-5z-16=0
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OPCION B

(x+a)’ x<-1
1°) Dada la funciénf(x)=4{ px . , hallar valores de y b para que f(x) sea deri-

AX+2 B

vable en todo R.

Para que una funcion sea derivable en un puntmrdicion necesaria que sea
continua en ese punto.

La funcién f(x) es continua para todo R, exceoapel valor x = -1, que es du-
dosa su continuidad. Para que la funcion sea aanfara x = -1 tiene que cumplirse
gue los limites por la izquierda y por la dereckansiguales, e iguales al valor de la
funcién en ese punto:

X Erri1 )=, lim—l(”a)z =f(-1)=(a-1

Para x=-1=1 ] =(a-1?=-b. (1)
X - -1 X--1x+2 1 —

La funcion f(x) es derivable para todo R, excqgmea el valor x = -1, que es du-
dosa su derivabilidad. Para que la funcién seaalale para x = -1 tiene que ser deriva-
ble por la izquierda y por la derecha y ser amleaivadas iguales.

ﬂx+a) x<-1

f(@z b. X+4 x>-1 (%)
2(x+2Wx+2
1 X 2(x+2)-x
b-vx+2-bx- ——— VX+2 -
g(x)= bx ~ g(x)= § i 2VX+2 _p . § 20X+2 _p  2Yx+2  _
Jx+2 (*/x+2)2 X+2 X+2
:b.ﬂ:b. x+4 —g'(x) (*)

2Ax+2Wx+2  2x+2Wx+2

f(-1)=2(-1+a) o) ) .
() -1+4 _ = f'l-1)=f(-1")= -2+2a=3b ;; b= .
)b 2(-1+2N-1+2 ® —

Sustituyendo en la expresion (1) el valor obtewield:

2a-2

(a-1?=-b;; (a-1 =- 36> -2a+1)=-2a+2 ;; 32’ -6a+3=-2a+2 ;;



3a’-4a+1=0: a=

_4%416-12 _ 4++/4 _4=2
6 6 6
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2°) Entre todos los rectangulos de area$aflar las dimensiones del que minimiza el
producto de las diagonales.

El &rea de un rectangulo de base b y altura h es ¢
valor de su producto: S=b - h.

| 0

Sabiendo que el areaes deB8mh=8;; h=

‘U

Del triangulo rectangulo sombreado de la figura:

2 4
d2 =b?+h? :b2+(§j =p2+ 24P +04
b b? b?
Como las diagonales de un rectangulo son igualaep)é se desea minimizar es,
4
precisamente, el valor hallado=d -d =d* = b” +64

b2

oo 407 0?—(0* +64) .20 _ 4b* ~2(p* +64)_ 4b* -2 -128_ 2b° ~128

b b’ b’ b’

4_
P=0= %3:0 ; 2b*-128=2{b* ~64)=0;; b* =64 ;; b =8 = b=2/2.
no8_.8 _ 4 42

El rectangulo pedido es un cuadrado de lado 22 metros
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X+y=1z
3°) Dado el siguiente sistema de ecuacigf@s)x+y+z=m:
x+(m-1)y-z=0
a ) Discutirlo segun los valores de m.

b ) Resolverlo param = 2.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son tagestes:

1 1 -1 1 1 -10
M=m-1 1 1| yM=m-1 1 1 mj.
1 m-1 -1 1 m-1 -10

El rango de M en funcion del parametro m es elisige:

1 1 -1
IM|=m-1 1  1|=-1+1-(m-1f +1-(m-1)+(m-1)=0;; —-(m-1)°*+1=0;;
1 m-1 -1

(m-1°=1;; m*-2m+1=1;; m*-2m=0;; mm-2)=0 = m =0;; m, =2.

m#0 L : :
Para {m;t 2} = RangoM = RangoM'=3=n° incognitas = Compatibledeter minado

1 1 -10
Param=0= M'=|-1 1 1 0|= {C,=-C,} = RangoM'=2,
1 -1-10

11-10
Param=2= M'=|1 1 1 2|= {F,=F} = RangoM'=2
11-10

m=0
Para { B 2} = RangoM = RangoM'=2<n°incégnitas= Compatibleindeterminado

b)
x+y-z=0
Resolvemos para m = 2. El sistema resukay+z=2, equivalente al sistema
X+y-z=0
{X+ Y=2=0 1Ue es compatible indeterminado.
X+y+z=2



Parametrizando una de las incognitas, por ejenxaal,, resulta:

-7z=-)
{y z = 2y=2-21;; y=1-A;; y—z=-A;; z=y+A=1-A+A;;, z=1.
y+z=2-A

X=A
Solucién <y=1-A1; OAOR
z=1
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4% Dadas las recta&E:yTJrl:E y s=qy=2

a ) Determinar la ecuacion general del plarmaralelo a las rectas r y s y que pasa pol
el origen de coordenadas.

b ) Hallar el &ngulo que formanry s.

a)
Los vectores directores de las rectas goa(5, 3 4) y v, =(3, 0, 0).
La expresion general del plano pedides la siguiente:
Xy z
- y ¢ y ¢
77(0; Vv, , VS)ES 3 4=0;; 3 =0;; =0=>m=4y-3z=0.
3 4 3 4
300
b)

El angulo que forman dos rectas es el mismo quedorsus vectores directores.

Aplicando el concepto de producto escalar de dowxes:

_— —

v -v. _ (5344300
‘_> VB2 432 +42 .3 +0% +0?

—_

Y -v=‘v SR'A

r S r

- COSa = Cosa =

—_—

\Y/

r

1V

S

__15+0-0 _ 15 _ 5 _5/50_+50_5/2_+v2 _ _ g
J25+9+16-49 50-3 450 50 10 10 2

Las rectas r y s forman un angulo de 45°.
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