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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

Se debe responder a una pregunta de cada bloque.

Elija una de las dos opciones, A 0 B, y conted#s @uatro cuestiones que componen la
opcion elegida. Si mezcla preguntas de las dosooesiel tribunal podra anular su
examen.

En el desarrollo de cada problema, detalle y expligs procedimientos empleados pa-
ra solucionarlo. Se califica todo.

OPCION A

1°) Determinar la funciérf(x)=x* +ax’ +bx+c que tenga un extremo relativo en el pun-
to de abscisa x = 2 y para la cual el punto P($e2)un punto de inflexion.

Si tiene un extremo relativo para x = 2, su delavéiene que anularse para este
valor:

f'(x)=3x?+2ax+b ;; f'(Q=3-22+2a-3+h=12+6a+b=0;; 6a+b=-12 (1)

Si tiene un punto de inflexion en el punto P(1{i@)e que anularse su segunda
derivada para x = 1:

f'(x)=6x+2a;; f"1)=6-1+2a=0;;6+2a=0;; 3+a=0;, a=-3.
Sustituyendo el valor de a en la expresion (1¢mdanos el valor de b:
6-(-3)+b=12;; -18+b=12;; b=30.

La funcion resulta sef(x) = x* —3x? + 30x +c.

Para obtener el valor de ¢ tenemos en cuentaagaegor el punto P(1, 2):
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f(1)=2 = 1°-3-1+30-1+c=2;; 1-3+30+c=0 ;; c=—28.
La funcion resulta ser la siguiente:

f(x)=x*-3x* +30x - 28
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2°) Dada la funcionf (x) = cos(x+§j, se pide:

a ) Hacer una representacion aproximada de lacgrdé la funcion entre=0 y x=2n.

b ) Hallar el area del recinto limitado por la ggafde f(x) y el eje OX entr@&=0 y
X=2n.

a)

Se trata de una funcion continua cuyo dominio gelRecorrido es [-1, 1] y el
periodo eg27).

La representacion gréafica, aproximada, de la iamek la de la figura.

/2 1 x=0

31/2 2n

b)

Para el calculo del area se tiene en cuenta geeiato limitado por la funcidon y
el eje OX en el intervalfo, 77 tiene ordenadas negativas, por lo cual deben eagabi
los limites de integracion.

T _bm
0 . 2 e w+l =t x=0_>t:E,, x—2nat—7
S=jco X+— -dx+jco X+—|-dX= 2 =
2 2 3
d ” dx=dt X=T->t=—
2
ki 57
2 2 u = T 37 51 3
= Icost -dt+ Icost -dt :[sent]gn +[sent]32n =(senz—sen—j+(sen——sen7j =
3n 3n 2 2
2 2

=1- (—l)+1—(—1): 4u? =

0]
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0 k
: 1 k 2 :
3°) Dadas las matrlces:(o 1 1] y B=[1 1|, se pide:
3 2
a ) Determinar para qué valores de k la matriZBAiene inversa.

b ) Resolver la ecuacion-B- X =3I, parak = 0, donde:(cl) cl)j

a)

1 k 2
A.B: .
0 -1 1 0-1+3 0-1+2

Para que una matriz sea inversible es condiciéesagia que su determinante sea
distinto de cero.

O+k+6 k+k+4)_(k+6 2k+4
i -2 o1 TR

w = O
N P X

k+6 2k+4

14

|A-B|#£0 = =k+6+2(2k+4)=k+6+4k+8=5k+14£0 = k# -2

A-B esinversible OkOR, k # —1—54

b)
Parak=0 eS\-Bzcz( 6 4}.
-2 1

Multiplicando por la izquierda por la inversa dematriz C en la ecuacion dada,
resulta:

A-B-X=3l ;;C-X=3l;;C*.C-X=C*-(8);;1-X=C*-(31);; Xx=Cc™*-(381) (*

Para hallar la inversa de C utilizamos el sig@emwbcedimiento:

4 _(a Dby, Al 64_ab_10”
Seac™ = ; se cumple que -C* =1 = = ,,
c d -2 1) {c d 01

6a+4c=1
6a+4c 6b+4d 10 -2a+c=0 .
= = — Resolvemos los dos sistemas:
-2a+c -2b+d 01 6b+4d =0
-2b+d =1
6a+4c=1 6a+4c=1 1 c 1
= 7c=1;;c== ;; —2a+c=0;; a=—=—=a
—-2a+c=0| —-6a+3c=0 7 2 14




4d = -1 7
Ob+4d =0 = 7d=3;; d:§ ;o —2b+d=1;; b=—0I 17 ~_—4_-2_
-6b+3d =3 7 2 2 14 7

4

Sustituyendo la matriz obtenida en la expresign (*

1 2 30 2 -0 0-¢ 3 -6
-1 —| 14 7 —| 14 7|14 7|
7 7 7 7 7

6b+4d =0
-2b+d =1

1

~= hF

La inversa de C eG™ :(

~lw

7
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4°) Dada la rectas{z);iy i y el planon=x-3y-2z=0. Se pide:

a ) Comprobar que se cortan en un punto y obtersec@rdenadas.

b ) Determinar el angulo que forman la recta ylahp.

a)

Una recta dada por dos ecuaciones implicitas plaimo son secantes (se cortan
en un punto) cuando el sistema que forman es cdrgdeterminado, es decir: el ran-
go de la matriz de coeficientes es distinto de.cero

3 1 0
La matriz de coeficientes @s=|2 0 1 |y su determinante vale:
1 -3 -2
31 0
|A|=|2 0 1 |=1+9+4=14%0.
1 -3 -2

La rectary el plana se cortan en un punto, como teniamos gue comprobar

El punto de interseccion es la solucion del siatdmecuaciones que forman:

(= 3xX+y=3 3x+y=3
C|2x+z=2 2x+z=2} = Resolviendo por la Regla de Cramer:
m=x-3y-2z=0] Xx-3y-2z=0

3 1 0 33 0
2 0 1 2 2 1
‘= 0 -3 -2 =9+4:£3:X S 1 0 -2]_-12+3+12_ 3 _
14 114 14 a 14 14 14 -
3 1 3
2 0 2
1 -3 0| -
z= = 18+2+18:£:£:z = El punto de corte es P 1—3, 3,1
14 14 14 7 14 14 7
b)

El anguloa que forman el plana y la recta r es el complementario del angulo
qgue forman un vectov director de r y un vecton , normal al planonu.

Sabiendo que el angulo que forman dos vectoregdeace del concepto de pro-



ducto escalar:

—_— —

v-n
v| ]

Para facilitar la comprension del ejercicio hacemmogsquema de la situacion:

v -H:W‘ ‘ﬁ‘ -COsfS = cosf=

S|

Un vector director de r es el producto veatale los vectores normales de los pla-
nos que la determinan, que son=(3,10) y n, =(2, 0, 1):

=i-2k-3j=i-3j-2k=(1 -3 -2).

o L —
R O x

Como quiera que el vector director de la rectanellmente dependiente del vec-
tor normal del plano (son iguales), se deduce que:

La recta r y el plana son perpendiculares.
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OPCION B
1°) Dada la funciénf(x)=ﬁ, se pide:

a ) Hallar el punto o los puntos de la grafica @¢ €n los que la pendiente de la recta
tangente a la curva sea igual a 1.

b ) Hallar las asintotas de la funcion dada.

a)
La pendiente a una curva en un punto es el valsudlerivada en ese punto:
—x2 +9y2 + %2
f'(x)— ( x)x 2x _1-x"+2x" _ 1+x

=151+ =(1-x) =1-2¢ +x* ;; x* -3 =0 ;; ¥(¥* -3)=0 =

2
f'(x):m:> (11_+—XX2)2

= % =%=0;; x2-3=20;; x¥*=3= x,=—/3 ;; x,=+/3.

Los puntos pedidos son los siguientes:

£(0)= 0y = ).

f(_\/é)_l_(_\/é)z —1_3 —7 = Pl(_\/é, 7]

f(@)‘l-(@)z 2 P{*@’ '7J'

b)
Las asintotas de la funcién son las siguientes:

Horizontales: son los valores finitos que tomaullacfon cuando x tiende a valer
infinito; son de la forma y = k.

[im lim X
=k= fix)= =0= Eje X
y=k= " tW= T —5=0=y (Eje X)

Verticales: son los valores de x que anulan el chemador.



1-x*=0;; xX*=1= x =1;; x,=-1

Oblicuas: No tiene.

(Para que una funcién racional tenga asintotasuatd es necesario que el grado
del numerador sea una unidad mayor que el graddeti@minador).
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2°) Dadas las funcionef{x)=x?-6x y g(x)=2x-x?, se pide:

a ) Representar el recinto delimitado por sus cmafiindicando vértices y puntos de
corte con los ejes.

b ) Calcular el area de dicho recinto.

a)
Los puntos de corte de cada funcién con los

| tv 0 6 ’ ejes son los siguientes:
X) = X% — 6X

f(x)=x*-6x=0 = x(x-6)=0 =

{x1=0 - 0(0, 0)
=
x,=6 - A6,0

~—

g(x)=2x-x*=0 = x(2-x)=0=

{x1=0 - 0(0, 0)
=
x,=2 - B(2 0

~—"

Los puntos de corte de las dos funciones se
obtienen igualandolas:

/ D™\ X?—6x=2x-x" ;; 2x* -8x=0;; 2{x-4)=0 =
x =0 - 0O(0, 0)

= . Los vértices de las parabolas son los siguientes:
x,=4 - C(4, -8)

f'(x)=2x-6=0 -~ x=3 = f(3)=3°-6-3=9-18=-9
f(x)=x2-6x =
f"(x)=2>0 = Minimo para x=3 = D(3, -9)

" g'(x)=2-2x=0 - x=1= g(1)=2-1-1*=2-1=1
g(x)=2x-x* =

g"(x)=-2<0 = Maximo para x=1= E(1 1)

La representacion grafica de la situacion es lla figura.

b)
Para el calculo del area tendremos en cuentaagusrdlenadas de la funcion g(x)
son iguales o mayores que las correspondientetiadedn f(x).



S=E[g(x) - f (x)]- dx=i[(2x— xz)—(x2 —6x)] : dx=i(— 2% +8x)-dx={—2—;(3+

3 4 3 -
| _2C el (2% s )_g= 128, q, - —128+192_64 ,_
3 . 3 3 3 3
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3°) Dado el sistem

2x+y-z=1

-2y+z=3 , se pide:

5x-5y+2z=m

a ) Discutirlo segun los valores de m.

b ) Resolverlo para m = 10.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son tagestes:
2 1 -1 2 1 -11
A=|1 -2 1|y A=|1 -2 1 3|.
5 -5 2 5 -5 2 m
El rango de A es el siguiente:
2 1 -1
|A|=|1 -2 1|=-8+5+5-10+10-2=0 = RangoA=2,
5 -5 2
El rango deA' en funcion de m es el siguiente:
2 1 1
{c.c,.c}=1]1 -2 3|=-4m-5+15+10+30-m=50-5m=0=m=10
5 -5
2 -1 1
RangoA = {{C,,C,,C,} = |1 1 3|=2m+2-15-5-12+m=3m-30=0=>m=10
5 2 m
1 -1 1
c,,c,.cl=1-2 1 3|=m-4+15+5-6-2m=10-m=0=m=10
-5 2 m
Para m=10 = Rango A'=2
=

Para m#10 = RangoA'=3

Para m=10 = RangoA=Rango A'=2<n°incég = CompatibleIndeterminado

Para m#10 = RangoA=2 ;; Rango A=3 = Incompatile




b)
2x+y-z=1
Para m = 10 resulta el sistema-2y+z=3 , que es compatible indeterminado.
5x-5y+2z=10

Para resolverlo despreciamos una de las ecuac(teresra) y parametrizamos
una de las incognitas (2

2x+y:1+A} AX+2y=2+21

:>5x:5+A;;x=1+lA
X—-2y=3-1] x-2y=3-/4 5

2x+y:1+A} 2x+y=1+A

:>5y:—5+3A;;y=—1+§A
X=2y=3-A] —-2x+4y=-6+24 5

x:1+EA
5
. 3
Soluciéon y:—1+gA,[14DR

z=
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x:—g—m
3
4°) Dadas las rectass*"1=Y*1-Z ys=ly=24t | se pide:
2 3 -2 3
z=3

a ) Estudiar la posicion relativa de ambas rectas.

b ) Hallar una recta que pasa por el origen dedsy@das y sea perpendicular a las rec-
tasrys.

a)
Un vector director de r es =(2, 3 -2) y uno de la recta s es=(- 4, 1, 3).

Como quiera que los vectoresy v son linealmente independientes, las rectas |
y S se cruzan o se cortan. Para diferenciar el lcasamos lo siguiente: determinamos
un tercer vector,w , que tenga como origen un punto de r, por ejerAflg -1, 0), y
por extremo un punto de s, por ejemplo, pardst @l punto B(-2, 2, 1):

w=AB=B-A=(-221)-(1 -1, 0)=(- 3 3 1).

Si el rango déﬂ, v, W} es 3, ry s se cruzan y si el rango es 2, sercorta

2 3 -2
—4 1 3|=2+16-18-4-12+12=-4#0 = Rangode[ﬂ, v, W]:3.
-2 2 1
Las rectasr Yy ssecruzan
b)

La recta pedida, d, tiene como vector directouadquier vector que sea lineal-
mente dependiente del producto vectorial de lotoves directores de las rectas.

i ]k
z=vOu=|2 3 -2[=0i+8j+2k+12k+2i—6j=11+2j+14k=(11 2, 14)= z.
-4 1 3

La recta pedida, dada por unas ecuaciones coatesi siguiente:
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