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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

El alumno contestara a los ejercicios de una dddagropuestas (A o B) que se

le ofrecen. Nunca debera contestar a ejerciciamdepropuesta y a ejercicios distintos
de la otra. Es necesario justificar las respuestas.
Se permite el uso de calculadoras cientificas giempe no sean programables ni grafi-
cas ni calculen integrales. Si algun alumno esrengido con una calculadora no auto-
rizada, podra ser expulsado del examen; en todm sasle retirara la calculadora sin
gue tenga derecho a que le proporcionen otra.

PROPUESTA A
1°) Seaf (x)= 17X a)calcula, si existe " f(x). b ) Halla| f(x) - dx.
1-/x x-1

a) Primer procedimiento:

. /im -1 fim
=—~"=— = Indet = {L'Hopital{ = = 2 X|= 2.
X-11-yJx 1-1 0 {LHopital x-1_ 1 Xﬁl(*/_) =

Segundo procedimiento:

/fim  1- - . .
17x 1710 ndet = Multiplicando numerador y denominador por la
X->11-4/x 1-1 0

conjugada del denominador:

/im ,(1‘X)(1,+\/;)\— ¢im (1—x)!1+\/§!_ A W
I i v R S e R SR T2

b)

3

J'f(x) : dxzj'll__\/)(; -dx:'[(1+\/;)- dx:x+X—32+C :x+§x\/;+c :§(3+2\/;)+C.

2
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a 11

2°) a ) Determina los valores de&jue cumplen la ecuacion a 1|=0.
4 2 a

y=0

=0 gue no sea coplanario con los puntos A(2, 1, 4)

b ) Halla un punto de la recta{

B(1,2,2)yC (1,1, 2).

a)
all
1 a 1|=0;; a®+2+4-4a-2a-a=0;; a®*-7a+6=0. Resolviendo por Ruffini:
4 2 a
1 0 -7 6
1 1 1 -6
1 1 -6 0
2 2 6
1 3 0
-3 -3
1 0
Solucion:oy = 1,0, = 2,03 = -3,
b)

Los puntos A, B y C determinan los siguientes vesto
u=BA=A-B=(214)-(1 2 2)=(1 -1 2).
v=CA=A-C=(2 1 4)-(1 1 2)=(1 0, 2).

x-2 y-1 z-4

Los puntos A, B y C determinan el plan(z;\- u, V)s 1 -1 2 |=0;
1 0 2

—2(x-2)+2(y-2)+(z-4)-2(y-1)=0;; -2(x-2)+(z-4)=0;; -2x+4+z-4 = 7=2x-2=0.
Los puntos genéricos de la recta r son de la f@(waO0, 0).

El punto de interseccion de la recta r y el plaes el origen O(0, 0, 0).

La solucién es cualquier punto de la forma Q(XQ)3;on x# 0.
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1-LX

3°) Seag(x)= a ) Determina el dominio de g. b ) Halla sustasas.

c ) Determina los extremos relativos y estudia ¢enotonia de g.

d ) Dibuja la grafica de g destacando los elememitiados anteriormente.

a)
Teniendo en cuenta que solamente tienen logatdmaumeros positivos, el do-
minio de g esD(g)= (0, +).

b)
) fim fim - -
Horizontales: g(x)= 17LX_ 2% ) ndet = {L'Hopital} =
X — +oo X — +oo X 00
1
/fim /im ) , )
= X = 1 -0 = Larectay =0 (Eje X es asintota horizontal
X o> +oo 1 X —» 400 X

: ¢im fim 1- ~(- :
Verticales: . g(x)= T 1-Lx_ (+°°):+_ — Larecta x = 0 (Eje Y es
X-0 X-0 X 0

asintota vertical de la funcion

Oblicuas:_No tieneg(las asintotas oblicuas y horizontales son incibies).

c)
—i-x—(l—l_x) 1
g'(X): X _ -1-1+Lx — Lx-2
X2 X2 x2
g(x)=0= L>)<<2—2=0 5 Lx-2=0;; Lx=2 » x=¢€*.

X 1-2Lx+4 5-2Lx
X3

>0 = Minimo relativo para x =%

,,(ez)_S—ZLeZ _5-4le_5-4_1
- (62)3 - b - b b

g(ez):—zz—zz—e—l2 = Minimo: P(ez, —e—lzj.

Teniendo en cuenta que la funcién g es continusuedomino y que el Unico ex-
tremo relativo que tiene es el minimo obtenido,desodos de crecimiento y decreci-



miento son los siguientesecrecimiato: (0, €?) ;; Crecimieno: (€2, +eo).

d)

Considerando que la funcién corta al eje X enuek@ A(e, 0) y con los elemen-
tos hallados anteriormente puede obtenerse laseqmarion grafica aproximada de la
funcién, que es la que indica la figura siguiente.

Y"\

A
K‘._s 4 5 6 7P 8 9 10

A modo de ampliacién se determina el punto dexndin de la funcién.

g"(x)=0= 5_23LX=O 5-2Lx=0;; 5=2Lx - x=€& =e’/e.
X

5
2 1-—
g(ezx/E)zl(_el‘jgiéE: e52 :—225 = P.I.: Q(e2 e, —ij.
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4°) Consideremos los puntos A(2, 6, -3) y B(323, -
a ) Halla una ecuacién para la recta r que conidne puntos Ay B.

b ) Determina una ecuacion para el plarde los puntos que estan a la misma distanci:
de Ay de B.

c ) Halla el punto de interseccion de la rectarr €lgplanog = x=0.

a)
Los puntos A(2, 6, -3) y B(3, 3, -2) determinawvettor:
v=AB=B-A=(3 3 -2)-(2 6 -3)=(1, -3 1).
La expresion de r por unas ecuaciones continucarﬁe:&z:y_;s6 =z+3.
b)
: 59 5
El punto medio de A2, 6, -3) y B(3, 3, -2) m%, & ‘Ej'

El haz de planos paralelos y perpendicularesgheeto AB viene dado por la
expresion generat = x-3y+z+D =0.

De los infinitos planos del haz el planor es el que contiene al punto M, por lo
cual tiene que satisfacer su ecuacion:

a=x-3y+z+D=0

59 §5 :>§—EZ—E+D:O;;D=gzz>ﬂ5x—3y+z+gz:o,orn@on
M| =, =, —= 2 2 2 2 2
22 2
TT=2X-6y+2z2+27=0
c)
Xx=2+A
La expresion de r por unas ecuaciones paramegsias,y=6-31.
z=-3+A4

El punto P de interseccidn de la recta r con ei@la=x=0 es la solucion del

X=2+A
: r=Jy=6-34
sistema que forman: Z_ gy T 2¥A=054=2 = P(0, 12, -5).

ﬂEX:O
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PROPUESTA B

1-x .. fim
1°) Seaf(x)= : a ) Calcula, si existe  f(x). b ) Halla| f(x) - dx.
) Seai()=""F.  a) e () ) Halla] f(x) dx
a 11
2°) a ) Determina los valores de&jue cumplen la ecuacion a 1|=0.
4 2 a

y=0 gue no sea coplanario con los puntos A(2, 1, 4)

b ) Halla un punto de la recta{

B(1,2,2)yC (1,1, 2).
(Resueltos en la propuesta A)
3°) Seah(x)=x*-2x*-1.
a ) Enuncia el teorema de Bolzano.
b ) Determina los extremos relativos y estudiadamatonia de h.

c ) Utiliza el teorema de Bolzano para probar gueduaciorh(x)=0 tiene exactamente
dos soluciones reales.

a)
El teorema de Bolzano se puede enunciar de |gesiguforma:

“Si una funcion f es continua en un intervalo ada [r, b] y en los extremos de
éste toma valores de distinto signo, entonceseeaistnenos un valaz[(a, b) tal que

f(c)=0".

b)
h'(x) = 4x® —6x2 = 2x?(2x-3).

h'(x)=0 = 2x*(2x-3)=0 = x =0 ;; x2=g.

h"(0)=0 - Punto de inf lexién
h*(2)=12.2-(2-1)=9>0 ~ Minimo para x=2

h'(x)=12x* -12x =12x(x-1) = {

4 3
h(%): 3 -2 3 —1=8—1—£—1=w=—£’ = Minimo: P| §, _43 .
2 16 4 16 16 2 16

Por serh(x) = x*-2x* -1 una funcién polinémica su dominio es el conjutiédos
nameros reales y es continua en su dominio.



Los periodos de crecimiento y decrecimiento sersiguientes:

h(x)<0 = x<g = Decrecimiato: (—oo, gj

h'(x)>0 = x>g = Crecimieno: (g +ooj

c)
Probar que la ecuacidifx) =0 tiene exactamente dos soluciones reales es equiv.

lente a probar que la funcidifx) = x* - 2x* -1 tiene exactamente dos raices reales.

Teniendo en cuenta la monotonia de la funcioryraidn h solamente puede cor-
tar al eje X en dos puntos cuyas abscisas tienerseumenor y mayor que 3/2, respec-
tivamente.

Aplicando el teorema de Bolzano a la funcion hlantervalo [— 2, g}

h(-2)=(-2)*-2-(-2)°-1=16+16-1=31>0 3
-2 =,

):_4_3<O = <)(1<2
16 -

16 = §<x2<3.
h(3)=3"-2-3°-1=81-54-1=26>0

Queda probado gue la ecuacién h(x) = 0 tiene exarite dos soluciones reales
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bx+y+z=3

4°) Discute el sistema de ecuaciones line +z=3 , segun los valores del paréa-
2x+y+bz=3

metro b, y resuelve cuando el sistema sea comatibl

Las matrices de coeficientes y ampliada son:
b 113

b 11
M=111 yM=111S3|.
2 1b 21Db3

El rango de la matriz de coeficientes en funciérbes el siguiente:
b 11

IM|=[1 1 1|=b’+1+2-2-b-b=b’-2b+1=(b-1)’=0 = b=1.
210D

Para b#1= RangoM =RangoM '=3=n° incog = Compatibledeterminado

1113
Parab=1 = M'=|1 1 13|= {F, =F,} = Rangode M'=2.
2113

Para b=1= RangoM = RangoM '=2<n° incég. = Compatibleindeterminado

Resolvemos para1 por Cramer:

311 b 3 1 b 11
311 131 34111
31 b o _ 123 b/_ |21 b_3(-17_
X= = =0. y= = = =3
b-17 (-1 = b-17 (-1 (-1 =
b 1 3
113
- 213_ 0 .
(b-1°  (b-1° =
X+y+z=3 B
Para b = 1 el sistema eg+y+z=3 , equivalente al sistem%iz(;y;fz_fg,que es
2X+y+2z=3

compatible indeterminado.



De la observacion del sistema se deduce que xesOlitanddy +z=3.

x=0
Solucion <y=3-4, OAOR.
z=A
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