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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

El alumno contestara a los ejercicios de una dddagropuestas (A o B) que se

le ofrecen. Nunca debera contestar a ejerciciamdepropuesta y a ejercicios distintos
de la otra. Es necesario justificar las respuestas.
Se permite el uso de calculadoras cientificas giempe no sean programables ni grafi-
cas ni calculen integrales. Si algun alumno esrengido con una calculadora no auto-
rizada, podra ser expulsado del examen; en todm sasle retirara la calculadora sin
gue tenga derecho a que le proporcionen otra.

PROPUESTA A

1°) Seanu =(1, a a), v=(0,01) y w=(1 1, a).
a ) Halla los valores depara los cuales los vectoresy v son ortogonales.

b ) Determina los valores depara los cuales el vectar esta en el plano que contiene
a O(0, 0, 0) y tiene por vectores directores a v .

a)
Dos vectores son ortogonales (perpendiculares)dousun producto escalar es 0.
u-v=(1a a)-(0,0,1)=0+0+a=a=0.
u y v son ortogonales para a=0.
b)
El planor que contiene a O(0, 0, 0) y tiene por vectoresctres au y v tie-
Xy z
ne por expresion general la siguiem@; u, V)s 1 a a|=0= m=ax-y=0. (1)
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Si el planor tiene como vector director & =(1, 1, a), su expresion general (que
es Unica para cada plano) tiene que satisfaceraeepte vector:

=0 = m=x-y=0. (2)
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De las expresiones (1) y (2) se deducemgél

w estd contenidoen 7 para a=1.
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29 Sean gy h las funciones tales g(@=1, y g'(x)=cosx?, h(x)=[g(x)]’, ~w<x<w.

a ) Hallar el valor dex(0). b) Calculax - cosx® - dx.

a
h'(x)=2-g(x)- g'(x)= 2-cosx® - g(x).

h'(0)=2-cos0® - g(0)=2-cos0-1= 2-1-1= 2.

b)
x* =t
J'x-cosx2 -dX = < 2x-dx=dt :%-Icost -dt:%-sent+C.
dx=4x-dx

J'x-cosx2 -dx:%-senx2+C
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3°) Seaf(x)=(x 2f _x ax+4.
x—-1 x—-1

a ) Determina el dominio de f. b ) Halla sus tdéas.
c ) Determina los extremos relativos y estudia ¢enotonia de f.

d ) Dibuja la grafica de f destacando los elemeh&diedos anteriormente.

a)
Por tratarse de una funcion racional, su domieiaefinicion es R, excepto los
valores de x que anulan el denominador.

x-1=0;; x=1 = D(f)=R-{1.

b)
Horizontales: son los valores finitos que toma faando x tiende a valer + infi-
nito; son de la forma y = k.
lim lim  x?- .
y=k= f(x)= X ZOXH T~ 4o = No tiene.
X —» *o0o X — *oo X—3 _

Verticales: son los valores de x que anulan eboemador:x-1=0 = x=1.

Oblicuas: Para que una funcion racional tenga@sbblicuas es necesario que
el grado del numerador sea una unidad mayor qgaeéb del denominador; como ocu-
rre en nuestro caso.

Son de la forma y = mx + n; los los valores de msg obtienen como se indica a
continuacion:
x> —4x+4
Iim f x) lim x-1 _ lim x?-4x+4 3

5 1=m
X - 00 X X - 00 X X >0 X =X

: ¢ 2 1 2 2
nzllm[f(x)_mx]: lim (x 4x+4_xj= lim x* —4x+4-x*+x _

X — 00 X > x-1 X - x-1
lim —-3x+ .
= 3x 4:—3:n = Asintotaoblicua: y=x-3.
X - 00 X_l

c)
Para determinar los intervalos de crecimiento gre&@miento recurrimos a la
primera derivada:



()= (2x-4) - (x-1)-(x*-4x+4) -1 _2x* -2x-4x+4-x2 +4x-4 _x*=2x _ x(x-2)

(x-1)° (x-1 (-1 (-1

El signo de f'(x) depende del numerador, ya quderominador es siempre posi-
tivo para los valores de x pertenecientes al daieidefinicion.

X(x-2)=0= x=0;; x, =2.

Las raices del numerador dividen el dominio dende@én R-{1} en los cuatro
siguientes intervalog-«, 0), (0, 1), (1, 2) y (2, +).

Creciente— (-, 0)

Para x=-1= f (‘1):T1)2 Fi {Decrecienea (0,1)

3-(3-2) zg o0 {Crecientea (2, +o)

Para x=3 = f (3): Decrecieng — (l 2)

Resumiendo, los periodos de crecimiento y decieaqitm son:

f'(x)>0 = Creciente= (-, 0)0(2, +)

f'(x)<0 = Decreciene = (0, )0 (1, 2)

Los maximos y minimos relativos son los valores ganulan la primera derivada,
por tanto puede tener maximos y minimos en losgsudé abscisas 0 y 2. Para que
existan los maximos o minimos es necesario quesransle, para esos valores, la se-
gunda derivada. Segun que la segunda derivadaeg@diva o positiva, el valor deter-
mina un maximo o un minimo relativo, respectivaraent

(x-1)° (x-1)°

f,,(x):(2x—2)-(x—1)2—(x2—2x)-2-(x—1)-1 (2x-2) - (x-1)-2-(x* - 2]

:2x2—2x—2x+2—2x2+4x: 2 - £(x)
(x-3) (x-1)° '

f(0)= 2 -2 -2 __5c0= Méaximorelativo para x=0.

O-F T

_n)2
f(0)=(_—21)=_il=—4 = Maximo: A0, —4).




Para que una funcion tenga un punto de inflexioeogglicibn necesaria que se
anule la segunda derivada.

Por serf"(x):ﬁ:to, OxOR = No tiene puntos de inflexién
X_

d)
Con los datos anteriores, la representacion gréfecla funcion es, aproximada-
mente, la siguiente:

\/A %
-
I |
<
. | /
X = ] 4
A I 4
L\

P
Vs Y
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X=3+2t

4°) Consideremos el plamg =x-y+az=0 y larectar ={y=1-t , tOR.
z=1+3t

a ) Estudia, segun los valoresojda posicion relativa del planae, y la rectar.

b ) Cuandor, y r se corten en un punto, halla las coordenadasatho punto.

a)
La expresion de r por unas ecuaciones implicgda siguiente:

x=3+2 +3=2y-2 +2y=5
- - - -X = - X =
r=ly=i-t _ X=3_y-1_z-1 y r= y=o
2 -1 3 3x-9=2z-2 3x-2z=7
z=1+3t
X+2y=5
El planoz, y la recta r forman el sistema3x-2z=7;.
Xx-y+az=0

Si larecta y el plano tienen un solo punto enlwogon secantes; el sistema tiene
gue ser compatible determinado. Segun el teorenfiRodehé-Frobenius, un sistema es
compatible determinado cuando las matrices deaegrfes y ampliada tienen el mismo
rango que tiene que ser igual que el nimero dgmis.

Como el sistema tiene tres incognitas, el ranglasldos matrices tiene que ser 3,
0 sea, que el determinante de la matriz de coefesdiene que ser distinto de cero.

1 2 0
3 0 -2/#20;; -4-2-6a#0;; -6-6a#0;;1+aZz0 = aZ-1.
1 -1 a

Para az-1la rectar y el plano 7z, sonseantes.

El sistema es incompatible cuando los rangos sleniarices de coeficientes y
ampliada son diferentes; como el rango de la md&izoeficientes es 2 paias -1, el
rango de la matriz ampliada tiene que ser 3, disea que ser distinto de 0 su determi-
nante.

1 2 05 1 2 5
Matriz ampliadaj3 0 -2 7|={C,C, C}=|3 0 7|=-15+14+7=6#0=
1 -1-10 1 -10

= El rango de la matriz ampliada es 3, independmeette del valor de.



Paraa = -1 las matrices de coeficientes y ampliada tieiamgos diferentes y, en
consecuencia la recta y el plano no tienen puma®min.

Paraa=-1la rectar y el plano 7z, son paralelos

b)
X+2y=5
El punto de corte es la solucion del sistensx-2z=7; parao # -1. Resolvemos
Xx-y+az=0
por Cramer:
5 2 0
7 0 -2
(=10 "1 a _-10-14a _14a+10_2(7a+5)_ 7a+5
-6-6a  -6(a+l) 6(a+l) 6la+l) 3a+l)
15 0
37 -2
|1 0 a|_7a-10-15a _-8a-10_8a+10 _ 4a+5
Y= T6-6a  -6fa+1) -6+l 6a+l) 3a+l)’
1 2 5
3 0 7
L= 1 -10 _—15+14+7 _ 6 _ -1 .
-6-a -6la+1) -6(a+1) a+l

El punto de corte eB( ars da+s -1 j

3a+1) 3(a+1)’ a+1
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PROPUESTA B

1°) Seanu =(1, a, a), v=(0,01) y w=(1 1, a).
a ) Halla los valores depara los cuales los vectoresy v son ortogonales.

b ) Determina los valores depara los cuales el vectar esta en el plano que contiene
a 0(0, 0, 0) y tiene por vectores directores & v .

2°) Sean gy h las funciones tales g(@=1, y g'(x)=cosx?, h(x)=serf x, —w<x<w,
a ) Hallar el valor der(0). b ) Calcula]x - cosx - dx.

(Resueltos en el apartado a)
39 Sean A una constante positiva y p(x) un polioode tercer grado tal que su deriva-
da esp'(x)= Ax{(x-1), —o<x<w,
a ) Determina la abscisa de los extremos relatvestudia la monotonia de p.
b ) Enuncia el teorema de Rolle.

c ) Justifica que existen b > 1 tal qu) = p(0).

a)
Una funcion (polinomio) tiene extremos relativ@salos valores de x que anulan
su primera derivada.

p'(x)= Ax(x-1)=0 = x =0 ;; x, =1.

Para diferenciar los maximos de los minimos serrea la segunda derivada: si
es positiva para los valores que anulan la pridersvada se trata de un minimo y, si es
negativa, de un maximo.

p"(x)= A1 (x-2)+x -1 = A(x-1+x) = A(2x-1).

p"(0)= A(0-1)=-A<0 = Maximo relativo para x =.0

p"(1)= A(2-1)= A>0 = Minimo relativo para x =.1

Teniendo en cuenta que p(X) es continua en surdongue es r, los periodos de
crecimiento y decrecimiento se deducen de susmaieelativos:



Crecimieno: (—co, 0)00(1, +).

Decrecimi@to: (0, 1).

b)

El teorema de Rolle se puede enunciar del modaesitpi

Si f(x) es una funcion continua en el intervaiplj] y derivable end, b) y si se
cumple que ) = f(b), existe al menos un puntal(a, b) tal que f(x) = 0.

c)
La representacion gréafica de la situacion es de la

<

forma que se indica en la figura adjunta.

"/5_\___

El polinomio p(x) es una funcién continua que tie-

f (x

\

ne por dominio y por recorrido al conjunto de lasne-
ros reales.

/

Teniendo en cuenta el dominio y la monotonia de la

f()

funcidon y el teorema de los valores intermediosfula /
cién toma todos los valores reales k tales kjue (1) en

el intervalo(f (1), «), por lo cual tiene que existir necesariamentealanb > 1 tal que

f(b)= (0), como se nos pedia justificar.
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ax+y=a
49) Discute el sistemda+1)x+y+z=a+3 segun el valor de, y resuélvelo cuando ten-
y+z=2
ga solucion unica.

Las matrices de coeficientes y ampliada son tagestes:

a 120 a 10 a
M=la+l 1 1|y M'=s|a+1 1 1 a+3|.
0O 11 0O 11 2

El rango de M en funcion del parametres el siguiente:

a 120
IM|=|a+1 1 1|=a-a-(a+1)=-a-1=0;; a+1=0= a=-1.
0O 11

Para {a# -1} = RangoM = RangoM '=3=n°incégnitas= Compatibledeter minado

-110 -1
Parag=-1=>M'=| 0 1 1 2 |= {F,=F,} = RangoM'=2.
0 11 2

Para a=-1 = RangoM = RangoM '=2<n° inc6g. = Compatibleindeterminado.

axvy=a ax+y=a
Resolvemos para# 0: {(a+1)x+y+z=a+3 = Y- "
(a+1)x+y+2-y=a+3
y+z=2 - 2=2-Y

axty=a
= Xx=1;; y=a-ax=a-a= y=0;;, z=2-y=2-0=2=2.
(a+1)x=a+1 -

Solucion x=1, y=0, z=2.
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