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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

El alumno contestara a los ejercicios de una dddagropuestas (A o B) que se
le ofrecen. Nunca debera contestar a ejerciciamdepropuesta y a ejercicios distintos
de la otra. Es necesario justificar las respuestas.

Se permite el uso de calculadoras cientificas siempe no sean programables ni
gréficas ni calculen integrales. Si algun alumne@prendido con una calculadora no
autorizada, podra ser expulsado del examen; endasio, se le retirara la calculadora
sin que tenga derecho a que le proporcionen otra.

PROPUESTA A

2x+y+z=7

1°) Determina para qué valores @éa rectar E{
X—y+3z=a

y el plano de ecuacion

7n=3x+az=4 son paralelos.

La recta r y el plana son paralelos cuando no tienen ningan punto emiopes
decir, cuando el sistema que forman es incompatible

Por el teorema de Rouché-Frobenius sabemos guestema de ecuaciones li-
neales es incompatible cuando los rangos de lagcemtle coeficientes y ampliada tie-
nen rangos diferentes.

2x+y+z=7
El sistema que forman rayes:{x-y+3z=a.
3x+az=4

Las matrices de coeficientes y ampliada son, ctisjpenente:

2 1 1 2 1 1 7
M={1 -1 3lyM'={1 -1 3 aj.
3 0 a 3 0 a 4
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El rango de M en funcion dees el siguiente:

2 1 1
IM|=|1 -1 3|=-2a+9+3-a=12-3a=34-a)=0 = a=4.
3 0 a
2 1 17
Paraoa =4 la matriz M’ esM'=|1 -1 3 4|y surango es el siguiente:
3 0 4 4
2 1 7
RangoM'={C, C,, C,}=|1 -1 4|=-8+12+21-4=21# 0= Rango M'=3.
3 0 4

Para a=4 = RangoM =2 ;; Rango M'=3 = Sistemalncompatile

Parao = 4 |la recta r y el plan@ son paralelos.
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2°) Dibuja las dos curvag= x* -1, y = -x* + x. Halla el area comprendida entre ambas.

Yt D
Los puntos de corte de las gréficas se obtiersat-re
viendo el sistema que forman:
=¥ -1
y=x =>x-1=-x*+x ;; XX+x*-x-1=0.
y:—X2+X y::-)<‘2+x I
Resolviendo por Ruffini se obtienen las soluciones: JA

X =1;; X =% =-1.

Los puntos de corte son A(1, 0) y B(-1, -2). y=

Son puntos dg =x* -1, C(-2, -9) y D(2, 7) y otros F G
puntos dey = -x* +x son E(2, -2), F(-2, -6) y G(3, -6).

) \

La representacion gréafica de la situacion es,xapro \

madamente, la indicada en la figura adjunta. C \

Como puede observarse, en el intervala 1), todas las ordenadas de la curva
y=-x*+x son iguales o mayores que las correspondientesnadds de la curva

y=x°-1, por lo cual el &rea pedida es la siguiente:

=[xt e -t ox= [l - one 2K ]

*kkkkkkkkk



39) Halla todas las matrices 2 x 2, que denotamagu@ cumplen las siguientes condi-
ciones:A’=0y (1 1) - A=0. (O denota una matriz nula?A A - A).

Sea la matrizA:(a bj.
c d

j:o  (a+c b+d)=(0 o):{aﬂ::()ﬁﬂ.
b+d=0-d=-b

@ 1) -A=0= (1 ])-(a °

c d

-a -b

N0 |2 b) (a b)_(0 0) (a-ab ab-b’ _OO:>
-a -b) \-a -b) (0 0) " |-a’+ab -ab+b? 00

2 _ = N —-b)=
N {a ab=0 - ala-b)

, : : a b
Segun lo anterior, la matriz A resulta ser de)rmhA:( j

0
0 = a=b, Ua,bOR.

b’-ab=0 - blb-a)

. a a
Las matrices son de la forma A:( j HallR
-a —-a
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x> si x<1

4°) Encuentrar y b para que la funciori(x)=Jax+b si 1<x<2 sea continua en los
2x* si 2<X

puntos x = 1, x = 2. Determina, para los valores géb hallados, si la funcion es deri-
vable en los puntos x =1, x = 2.

Para que la funcion sea continua para x = 1 tipmeecumplirse que los limites

por la izquierda y por la derecha sean igualegualés al valor de la funcion en ese
punto:

_f(x)= xX*=1*=1
X -1 X -1 -
Para x=1 = = a+b=1 (1)
X"j} f(x):xhin (ax+b)=a+b= f ()

Para que la funcion sea continua para x = 2 tpeecumplirse que los limites

por la izquierda y por la derecha sean igualegualés al valor de la funcién en ese
punto:

o f(x):x"inz(ax+b):2a+b:ﬁ

Para x=2 = = 2a+b=8 (2)

lim ‘ (X) _ Xll'mz (2X2) -8

Resolviendo el sistema formado por las ecuaci(ies(2):

a+b=1 -a-b=-1
= a=7;, b=-6.
2a+b=8| 2a+b=8

La funcidn f(x) es continua parax =1y x = 2 plasavaloresa=7yb = -6.

x> si x<1

Paraa=7yb=-6lafuncion é¢x)=17x-6 si 1<x<2

2x% si 2<X

La funcién f(x) sera derivable para x = 1 y para & cuando las derivadas para
esos valores por la izquierda y por la derecha igeeates.



2x si x<1
La derivada de la funcion es(x)={ 7 si 1<x<2.
4x si 2<X

Para x=1 = = f'(l‘)# f'(1+).

Para x=2 = = f'(2‘)¢ f'(2+).

La funcidon no es derivable en x = 2.
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59) Calcula la distancia del punto P(3, -1, 3) eetdar E{ixjyi;z_:ldf'

La distancia de un punto P a una recta mevidada por la siguiente férmula:

QPOV| B |

d(P, r) :T, siendo Q un punto de ry un vector director de r.
\%

Un vector director de la recta r puede ser cualquector que sea linealmente
dependiente del vector que se obtienen al mulaphectorialmente los vectores nor-

males de los planos que la determinan, querson(2, 1, 1) y n, =(1, -1, ).

i ]k
v=n0On =(2 1 1|=i+j-2k-k+i-2j=2-j-3k=(2 -1 -3)=v.
1 -1 1

Un punto de larectares Q(1, 1, 1).

QP=P-Q=(3 -1 3)-(1 1 1)=(2 -2 2).

i i kK
L 2 -2 2
a(P, )= QPDV‘: 2 -1 -3 :|6i+4j—2k+4k+2i+6j|:
V] e Vas1rs

:|8'+i/%+2k|:é .|4i+5j+k|:% -m:%:zﬁ unid. = d(P, r).
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PROPUESTA B

2x+y+z=7

y el plano de ecuacion
X—y+3z=a

1°) Determina para que valores a@éa rectar E{

7n=3x+az=4 son paralelos.

2°) Dibuja las dos curvag=x* -1, y = -x* + x. Halla el area comprendida entre ambas.

3°) Halla todas las matrices 2 x 2, que denotamagud cumplen las siguientes condi-
ciones:A’=0y (1 1) - A=0. (O denota una matriz nula?A A - A).

(Resueltos en la propuesta A)

4°) Encuentrar, b y ¢ para los que la funcidén(x)= aLx+bx+cx* tiene en el punto

lim ( )
P(1 0) un minimo relativo y cumplt)e( e

Por pertenecer el punto P(1, 0) a la funcion sepbe:
f()=0 = alLl+b-1+c-1*=0;; a-0+b+c=0;; b+c=0. (1)

Por tener en P(1, 0) un minimo relativo tiene goalarse su primera derivada
para el valor x = 1:

f'(x):a-§+b+20x:> f'1)=0 = a-%+b+2c-1:0 . atb+2c=0. (2)

lim
Por dltimo, por cumplirse que f(x) =

lim  f(x)_ lim aLx+bx+cxd _ lim (aLx b j_ lim alx,

2 2 ;- t_+C|= 2
X - +00 X X —» +oo X X —» +oo X X X —» +00 X

lim
(E+CJZA+R+C:A+O+C:A+C:1. *

a -

><\|—\

lim lim
A= aLX_® . ind. = {L'Hopital} =

X — o0 X? co X o 400 2X X - 400

a
2 —=0.
X o

Sustituyendo el valor de A en (*) resulta: ¢ = 1.

Sustituyendo el valor de cen (1): b = -1.



Sustituyendo en (2) los valores obtenidos de b y c:

a+b+2c=0;; a-1+2-1=0;; a-1+2=0;; a=-1.

La funcion resulta f(x)=-Lx-x+x?
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. . 2X+y+z=4
59 Sean r y s las rectas en el espacio dadasapogcluaciones = + =1
X—y+z=
X+y=2 .
S= x+2y-3z=a’ Calcula para qué valores dédas rectas se cortan en un punto. Halla

dicho punto. Estudia la posicion relativa que tietaes rectas para el resto de los valores
deo.

Para que las rectas r y s se corten en un punteessario que el sistema que
forman sea compatible determinado.

La solucién del sistema son las coordenadas debmlencorte pedido.

2Xx+y+z=4
. X-y+z=1
Las rectas r y s forman el sistema: y
X+y=2
X+2y-3z=a

Las matrices de coeficientes y ampliada son tpagsesites:

2 1 1 2 1 1 4
-1 1 -1 1 1

M = y M'=
1 1 0 2
-3 1 2 -3 a

Segun el teorema de Rouché-Frobenius, para qeéestema sea compatible de-
terminado, los rangos de las matrices de coefiessptampliada tienen que ser iguales.

El rango de M es el siguiente:

2 1 1
RangoM = {F, F,, £} = |1 -1 1|=1+1+1-2=1#0= RangoM =3.
11 0

Para que el sistema sea compatible determinade tjge ser Rango M’ = 3, o
sea, tiene que Sem’|=0:

2 1 1 4 e Ear 3 0 2 5
1 -1 1 1 Lo 1 -1 1 1
|M'|: 2:0:> F, - FR+F = > 0 1 3 =0 ;;
) F, - F, +2F, )
1 2 3 a 3 0 1 a+?2



3 2 5 3 2 5
-1/2 1 3 (=0;;|2 1 3 |=0;; 3@+2)-10+18-15+9-4(a+2)=0 ;;
3 -1 a+2 3 -1 a+2

-(@a+2)-25+27=0;; a+2=2 ;; a=0.

Las rectas se cortan en un punto pa¥a0.

Para determinar el punto de corte resolvemosst#rea formado por tres de las
ecuaciones del sistema determinado por r y s, jporo, las tres primeras. Aplicando
la regla de Cramer:

4 1 1 2 41
1 -11 111

g=12 1 O _1+2+2-4_,_ . |1 2 0, 4 4o1=y
2 1 1] 1+1+1-2 1 o
1 -11
11 0

2 1 4

1 -11

11 2

7= — =-4+4+1+4-2-2=1=7.

El punto de corte es P(1, 1, 1).

Teniendo en cuenta que, segun los rangos de M pudiden presentarse los ca-
S0s siguientes:

Rango A = Rango A’ = 2> Coincidentes ;; Rango A =2 ;; Rango A’ =3Paralelas

Rango A = Rango A’ = 3» Secantes ;; Rango A = 3 ;; Rango A’ =4Se cruzan.

Considerando queiallR, a#0 los rangos de My M’ son 3y 4, respectivamen-
te:

Paraa # 0 las rectas r y s se cruzan.
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