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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

El alumno contestara a los ejercicios de una dddagropuestas (A o B) que se
le ofrecen. Nunca debera contestar a ejerciciamdepropuesta y a ejercicios distintos
de la otra. Es necesario justificar las respuestas.

Se permite el uso de calculadoras cientificas siempe no sean programables ni
gréficas. Si algun alumno es sorprendido con utaileaora no autorizada, podra ser
expulsado del examen; en todo caso, se le retaard@culadora sin que tenga derecho a
gue le proporcionen otra.

PROPUESTA A
1 1 1 1
: l1+a 1 1 1 .
1°) SiendoA = , Obtener, en funcidon de a, b y c, el valor deesu d
1 1+b 1 1
1 1 1+c 1
terminante.
1 1 1 1
l1+a 1 1 1 .
|A| = = {Restando a cada columnala anterior} =
1 1+b 1 1
1 1 1+c 1
1 0 0 O
l1+a -a 0 O —a 000
= =l b -b 0 |=-abc=|A|
1 b -b 0 -
0O c¢c -c
1 0O c¢c -c
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im X — senx

li
2°) Calcula AN
X - 0 tag x—senx

lim - -
xzsenx  _020_0_ 14 = Aplicandola Regla de L'Hopital =
X - 0tagx—-senx 0-0

:> lim  1-cosx _ lim 1-cosx _ lim cog x(1-cosx) _
x-0 1 X >01-cos’x x-0 1-coSx
COSX il
cos X cos x
_ lim cog x(1- cosx) _ im cos x 1 1
3

~x - 0(1-cosx)(1+cosx+cogx) X - 01l+cosx+cosx 1+1+1

Nota: La expresion-cos® x se ha descompuesto teniendo en cuenta el sigyiente
ducto notablea® - b® =(a-b)(a® +ab+b?).
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3°) Busca algun criterio que te permita afirmar guecuacionx® + x* - 7x+1=0 tiene
al menos una solucién en el intervdly 1). ¢Qué te dice ese criterio para el intervalo

(-1, 0)? Razona la respuesta.

Consideremos la funciom(x) = x* + x> - 7x+1. Por tratarse de una funcion poli-

nomica es continua y derivable en todo su domigi® es R, por lo cual, lo ser4 en
cualquier intervalo real que se considere.

Teniendo en cuenta que(0)=1y f(1)=1+1-7+1=-4, segln el Teorema de
Bolzano, en el intervalo (0, 1) la funcion f(x)rtes al menos, una raiz x = a, teniendo
que ser0 <a<lytal que f(a) = 0.

El teorema de Bolzano dice que “si una funcios €entinua en un intervalo ce-
rrado [a, b] y en los extremos de éste toma valdeedistinto signo, entonces existe al

menos un valocO(a, b) tal quef(c)=0".

Para el intervald-1, 0) es f(-1)=-1+1+7+1=8 y f(0)=1. Como el valor de
la funcion tiene el mismo signo para los valoreses®os del intervalo considerado, se-
gun el Teorema de Bolzano, en el intervalo (-1, 0):

No se puedeafirmar que la ecuaciénx® +x?> —7x+1=0 tenga solucién en (-1, 0)
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2

X
= - dx que se anule para x = 0.
=X

V1

4°) Halla una primitiva de la integraI:j

X2

1-x3

Siendof (x) = , €l conjunto de sus infinitas funciones primitizasstitu-

X2

Vv1-x°

yen las soluciones de la integral indefinidaj' - dx, cuyo valor es el siguiente:

2 1-x* =t
I:J' X cdx = X
- 3x%dx = dt

La funcion primitiva pedida F(x) es tal que F(0):=

F(x):—%x/l—x3+C = F(O):—gx/l—03+C:—§+C:O = C=

winN

F(x):-§ﬂ+_:§(1-ﬂ):F(x)

2
3
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. , X+2y+5z=m ..
59) Averigua para que valor de m la recta x—y-7=2 se corta con la siguiente

x-1 y+1 z-

4 .
rectas= 2 c Calcula el coseno del angulo que forman ambasasec

El estudio de la posicidn relativa mediante vexgatirectores es como sigue.

La expresion de r por unas ecuaciones parameagchkssiguiente:

X+2y+5z=m X+2y=m-54] x+2y=m-54
r= Y =z=A i Y Y —=5x=(m+4)-3)
2X—-y—-2=2 2X—y=2+A 4dx -2y =4+2A
2x+4y =2m-104 -
x="m*4_3, .. y :>5y:@m—@—MA;;y:gm—g—E%
5 5 -2x+y=-2-/ 5 5
m+4 3
X = -—
5 5
= r= _M-E}] g:(—g’ —E" 1j
5 5 5 5
z=A1

Puede considerarse vector director de r a cualgaetor que sea linealmente de-
pendiente del vectoa , por ejemplo,v, =(3 11 -5).

Un vector director de s es/, =(2, 3 5), que es linealmente independiente del

— . 3,11, -5 N
vector v. por cumplirse qu% # 3 - = lo cual significa que las rectas se cortan 0 se

cruzan.

Para diferenciar el caso determinamos un veetoque tenga como origen un
m+4 2m-2
"5

punto de la recta r, por ejemple{ : Oj y como extremo un punto de la

recta s, por ejemplo, B(1, -1, 4):

W:B_A:(l' _1 4)_ m+4’ 2m—2’ 0l= 1_m+4’ _1_M’ 4-0)=
5 5 5 5

5 5

_(5-m-4 -5-2m+2 _(1-m -3-2m —
= , 4= 5 5 , 4 W




Silos vectoresy., v. y w son coplanarios, las rectas se cortan; en cagmeon
rio, se cruzan.

Tres vectores son coplanarios cuando el ranga dralriz que determinan es
menor que tres, o sea, que el valor del determernguet forman tiene que ser cero:

3 11 -5 3 1 -5
{7,’, v, W}: 2 3 5(=0;; | 2 3 5|=0;;
1m -3-2m , 1-m -3-2m 20
5 5
3 1 -1
2 3 1|=0 ;;36-2(-3-2m)+1121-m)+31-m)-3(-3-2m)-88=0 ;;

1-m -3-2m 4

-52-5(-3-2m)+141-m)=0;; -52+15+10m+14-14m=0;; -4m=23 ;; m= —%3

El coseno del angulo que forman dos vectoresdigcgade su producto escalar:

_— —

v, 7_‘7 ‘7 - COSa = COSa = Ve ' Ve (3’ 11 _5)'(2’ 3 5) =
r s " s ‘Tr’ ‘75' \/32+112+(—5)2 22 +32 452
6+33-25 14 14 01824=cosa

" J9+121+25-/4+9+25 ./155-38 /5890
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PROPUESTA B

1 1 1 1
: 1+a 1 1 1 L.

1°) SiendoA = , Obtener, en funcion de a, b y c, el valor deesu d
1 1+b 1 1
1 1 1+c 1

terminante.

lim -
2°) Calcula X~ senx

X - 0tag x—senx

3°) Busca algun criterio que te permita afirmar guecuacionx® + x* - 7x+1=0 tiene

al menos una solucién en el intervdly 1). ¢Qué te dice ese criterio para el intervalo
(-1, 0)? Razona la respuesta.

(Resueltos en la propuesta A)

4°) Halla el area limitada por la curye= x - €, el eje de abscisas y la recta x = a,
siendo a la abscisa del punto maximo de la curva.

El punto maximo de la curva se produce para @rvd x que anula la primera
derivada y hace negativa la segunda derivada:

y'= 1 e_x2 +X- (—2)( . e‘xz):e—xz (1_2)(2): y.

y'=0 = e~ (1—2x2):O 3 1-2x2=0;; X¥*== = x =+—;; X, = -

=
N
N

y'=-2x-e (1-2x?)+ e - (-ax) = e [~ 2x(1-2x?) - ax] = e (- 2x + 4x® - 4x) =

= (4x® —6x) = 2xe™ (2x* -3) = y"

1
y”(ﬁjzz'%' 62(2-%—3]:\E.(—2)<0 = Maximo para ng

y"[_ﬁjz 2-(—%}- e_;(Z-%—S):—E-(—ZPO = Minimo para x:—g

Teniendo en cuenta que el Unico punto de corta derva con el eje de abscisas
es el origen de coordenadas y que para valoresyty@res que cero los valores de las




ordenadas son positivas, el valor del area pedidia gguiente:

2

_.X2 :'t \/é' B 1 _1

2 2 X=— t —_ l 2
S:J'x-e‘x-dx:> = - 1= :>S———-jet-dt:
0 2 0

xdx = —l dt _2 _ 2
2
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5°) Sean los planog, =x+y+z=2, n,=2x+3y+z=3 y 71, =ax+10y+4z=b. De-

termina a y b para que los planos se corten emaata r. Da algun tipo de ecuaciones
para r (las que quieras).

Existen diversas formas de resolver este ejerdina de ellas es la siguiente:

Los planosn, =x+y+z=2 y n, =2x+3y+z=3 determinan la recta r pedida,
cuyas ecuaciones en forma de ecuaciones paramsétramamtinua son las siguientes:

Xty+z=2 X+ty=2-A| —-2x-2y=-4+21
r= = 2= = = y=-1+4
2x+3y+z=3 2x+3y=3-4 2x+3y=3-/ —
X+ty=2-A;;, y=2-A-x=2-A+1-A=3-24A =X
x=3-21
Paramétrias: r=qy=-1+/4 Continuas rEX—_?’:yTH:E
z=A

Para que el plana, contenta a la recta r tiene que contener a tode®gsntos;
teniendo en cuenta que tenemos dos incognitasidepasios dos puntos de la recta r,
A=0 - A@B -1 0)
por ejemplo:
A=1 - B(1 0 1)

T, =ax+10y+4z=>D

=3a-10+0=b ;; 3a-b=10 @
A3 -1, 0)
T, =ax+10y+4z=Db
¥ y —a+0+4=b: a-b=4 (2
B(1, 0, 1)

Resolviendo el sistema que forman las ecuacidnes (@) obtenemos los valores
deayhb:

3a—b210} 3a-b=10

= 2a=6;;, a=3 ;; b=-1
a-b=4

—at+b=-4
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