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MATEMATICAS CC SS Tiempo maximat horas y 30 minutos

El examen esta distribuido en tres bloques, cadacon tres ejercicios. En total se

debe contestar a 4 ejercicios, de dos maneraslggistbbien se eligen dos bloques y
se contesta a 2 de cada uno de ellos, o bien sestama dos de un bloque y a uno de
cada bloque restante. Para evitar confusionegcsenienda consignar claramente en
la primera pagina de las hojas de respuesta aupigd@jercicios se responden en el
examen. Todas las respuestas deben ser debidgostifiadas. Se permite el uso de

calculadoras cientificas siempre que no sean giranosables ni graficas, y que no cal-

culen integrales.

Blogue 1. Algebra y programacion lineal.
x+y+2z=12

1°) ¢ Para qué valores deiene soluciones el sister%bn —y—z=12 ? Resuelve
2x + 2y +az =12

el sistema en el caso= 0.

Si para un valou el sistema es incompatible, y sustituimos los itéos1inde-
pendiente$12,12,12) por(12,12,24), ¢como clasificariamos el sistema resultante?

Segun el teorema de Rouché-Frébenius, un sistema solucion cuando los
rangos de las matrices de coeficientes y ampliadagsiales.

Las matrices de coeficientes y ampliada son tagsestes:
1 1 2 1 1 2 12

M = (2 -1 —1) yM' = (2 -1 -1 12).
2 2 a 2 2 a 12

El rango de la matriz de coeficientes en funcidrpdedmetraz es el siguiente:

1 1 2
IM|=1[2 -1 —-1|l=-a+8-2+4+4+2—-2a=12—-3a=0;
2 2 a

4 —a=0>=>a=4.
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Paraa +# 4 = RangM = RangM' =3 =S.C.D.

Resolvemos para el casoale- 0.

x+y+2z=12
Paraa = 0 el sistema resultdx —y —z = 12}, gue es compatible determi-
2x +2y =12
nado. Resolviendo por la regla de Cramer:

12 1 2 11 2
12 -1 -1 121 -1 -1
=222 01— 1 2 0l_4_142+42=7.
12 12
1 12 2 11 2
2 12 -1| 122 1 -1
y=l212 ol__ 1 ol_y4_ 5 441=11
12 12
1 1 12 1 1 1
2 -1 12| 122 -1 1
g=l2 2 12l _l2 2 al_ _q4449490 9 _o_3
12 12
Solucion:x =7, y=-1, z = 3.

Si para un valoa el sistema es incompatible y, sabiendo que eloraegA es,
por lo menos 2, por ser uno de sus men@res_l1| = —3 # 0, tiene que ser, necesa-
riamentea = 3, para queM| =0y Rang M = 2.

Para que el sistema sea incompatible, segun n@ode Rouché-Frdbenius,

tiene que seRang M' = 3, como se comprueba a continuacion mediante eldaéto
de Gauss.

1 1 2 12
M = (2 -1 -1 12>=>Rang M’:{gz :?_;?}:
2 2 4 12 3773 1
1 1 2 12 1 1 2 12
= <0 -3 -5 —12) = {F, o F}= (0 0 0 —12) =

0 O 0 -12 0 -3 -5 -12

1 1 2 12
=>{F; > F; +3F} > (0 0 -1 —12> >{F->F+R=>
0O 0 1 24

1 1 2 12
= <0 0 -1 —12) = Rang M' = 3, como queriamos comprobar.
0O 0 O 12



x+y+2z=12
El nuevo sistema resulta S%Zx —y—z=12 |, equivalente al sistema:
2x+ 2y +4z =24
Xt+y+2z=12 | (xty+2z7=12
2x —y —z =12, que es, a su vez, equivalente al sistena” = _ ;..
X+y+2z=12 Y

Las matrices de coeficientes y ampliada son tpgsesntes:

MZG —11 —21)yM'=G —11 —21 g)

Rang M = Rang M' = 2 < n%inc6g.= S.C.I.
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1 -1 -1
2°) Justifica que la matriz = <—1 1 —1) es regular, y calcula su inversa.
-1 -1 1

Una matriz es invertible cuando su determinantissto de cero.

1 -1 -1
Al=]-1 1 -1|l=1-1-1-1-1-1=-4=%0.
-1 -1 1

La matriz A tiene inversa, como se tenia que justificar.

1 -1 -1
At=A=<—1 1 —1).

-1 -1 1
R e RN
Adj.deAt:|—|:1 _1| 2T -1 |=< 0 2).
oy )
1 —1 -1

0 2 2

g 202 0
A = ] = 4 =>A ——E' 1 0
1 1

1
1)
0
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39 Un orfebre emplea 2 horas para fabricar urcayiltarda 3 horas en hacer un bra-
zalete. El material de cada anillo le cuesta 40w el del brazalete 320 euros. A
cambio, por cada anillo gana 10 euros y por caazalete gana 90 euros. Si no quiere
dedicar mas de 50 horas a su trabajo semanal yedepgastar en material mas de
2.560 euros, ¢cuantos anillos y brazaletes enamars le reportaran el maximo be-
neficio? ¢Cambiaria la respuesta si ya tuvieraabpadios ocho anillos? ¢Cuanto
tiempo trabaja en total en ambos casos en la tahoic de anillos y brazaletes?

Seanx e y el numero de anillos y brazaletes que fabrica sam#nte el orfe-
bre, respectivamente.

2x+3y <50y 2x+3y <50
Las restricciones del ejercicio sailx + 320y < 2.560} x+ 8y < 64}.
x=20,y=20) x=0,y=>0
D= 2x+3y <50 =y <22 = 0(0,0) - Si. x | 25| 10
3 y | 010
@ =x+8y<64=y<>%20(0,0) - Si. ; 2.

La regidn factible es la que aparece sombreadia fayura.

Los vértices de la seccidn factible, ademas dgkarison los siguientes:

A> x= 0} = | N
x + 8y = 64 12)“ “Q T
A(0,8). .V N
2x + 3y =50 5 —
B= yi8y= 64} = |
(r
2x — 3y 50} = 13y = 78; 0 10 15 20 255

= 2x + 16y = 128
y=%=>y=6; x + 48 = 64; x = 16 = B(16,6)

y=0
C=>2x+3y=50

}=> 2% = 50; x = 25 = (25, 0).
La funcion de objetivos(x,y) = 10x + 90y.
Los valores de la funcién de objetivos en caddogéson los siguientes:

A= f(0,8)=10-04+90-8=0+ 7200 = 720.

B = f(16,6) =10-16+90-6 = 160 + 540 = 700.



C = f(25,0)=10-25+90-0 =250+ 0 = 250.
El valor maximo se produce en el pudtd, 8).

También se hubiera obtenido el punto A por la parid de la funcién de obje-
tivos, como puede observarse en la figura.

Maximiza el beneficio fabricando 0 anillos y 8 brazaletes a la semana.

El beneficio maximo es de 720 euros a la semana.

El nimero total de horas trabajadasmgs= 3 - 8 = 24.

Si se conoce de antemano que tiene que fabricaereos 8 anillos, el problema
es el siguiente:

2x+3y <50y 2x+3y <50

Las restricciones del ejercicio sailx + 320y < 2.560} x+ 8y < 64}.

x=28y=>0) x=8 y=0
D= 2x+3y <50 =y <22 = 0(0,0) - Si. x | 25| 10
3 y | 010
@=>x+8ys64=>y§648_x:>0(0,0)—>5i. ; g 2

La nueva region factible es la que aparece somarea la figura siguiente.

Los vértices de la hueva seccion factible sonipsaentes:

x =28 Y4 | N
A= _ }ﬁ 10 1) . . N
x + 8y = 64 @ n [ =Eammm=—
- B
8+8y =64 y=7=A(87). : .‘
2x+3y=50} unEN
B = = B D 1:11:-:\-. >
x + 8y =64 0 5. 10 15 20  25%
—ZX—3y=—50 _ .78 L _ . _
= B(16,6).
C= yzo}:z = 50; x = 25 = ((25,0)
2x+3y =50 " X720 T »0).



x =28
D=>y:0}=>D(8,0).

La funcion de objetivos sigue siendo la misifig, y) = 10x + 90y.

Los valores de la funcién de objetivos en caddogéson los siguientes:
A= f(8,7)=10-8+90-7 =80+ 630 = 710.

B= f(16,6) =10-164+90-6 = 160 + 540 = 700.

C = f(25,0)=10-25+90-0 =250+ 0 = 250.

D= f(8,0)=10-8+90-0=80+ 0 = 80.

El valor maximo se produce en el pudi@, 7).

También se hubiera obtenido el punto A por la parid de la funcién de obje-
tivos, como puede observarse en la figura.

f(x.y)=10x+90y=0=>y=_%xz_%x:mz_%l

Maximiza el beneficio fabricando 8 anillos y 7 brazaletes a la semana.

El beneficio maximo es de 710 euros a la semana.

El nimero total de horas trabajadasm®gs=8-2+3-7 =16+ 21 = 37.
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Bloque 2. Analisis.

4°) Representa conjuntamente, en el intervalo deisds—2, 3], las graficas de las
funcionesf (x) = x? + 2x y g(x) = 5 — 2x. ¢ Qué punta = a hace que sea continua
f(x)si—2<x<a
gx)sia<x <3
¢,Cudles son el maximo y el minimo de los valords ele[—2, 3]?

la funcionh(x) = { ? Resalta la gréafica deen el dibujo anterior.

Ay |
Yl |
Los puntos de corte de ambas funciones tlenen HER e :,’”
como abscisas las raices de la ecuacion que relseuléa 3},47”, sl }
igualacion de sus expresiones. \\\\ || |
— 4 !
_ 2 oy I |
f(x)=9gx) > x*+2x=5—-2x; \\ \\f-(xy
(HIAN
_ _ _4t6 T 10
X244y —5 = 0 x = 4+/16+20 _ 4++/36 _ 4+6 _ “ v
2 2 2 ! \
\
x; = —5— A(-5,15) \ \
=—2i3=>{1 At (.
x; =1- B(1,3) ] \\ g.u<)5\ |
\ \ /
El vértice de la parabola es el siguiente: .
. Vo !
flx)=2x+2=0=>x=-1-V(-1,-1). mRE X
-3 N /0 2 \ﬁ
Una funcion es continua en un punto cuando sus v \

limites laterales son iguales e igual al valorad&hcion
en ese punto.

lim h(x) = lim f(x) = lim(x? + 2x) = a? + 2a.

xXx—a xXx—a X—a

lim h(x) = lim g(x) = lim(5 — 2x) = 5 — 2a = h(a).
x—at x-a x—a

lim h(x) = llm h(x) =h(a) ®a*+2a=5-2a; a? +4a—5=0;

x—a~

vt
_ T4V16420 _ 4436 _ 46 _ 43> B ﬁ
2 2 2 17N
nx) \
=—5¢D(h) _ _ N\
:){2_1 a=x=1. -3 0 2\'
\V ("

La ultima figura expresa la funcidr(x) en el intervald—2, 3], donde se ob-
serva como maximo absoluto el punBg1,3) y minimos absolutos los puntos
V(—1,-1)yC(3,-1).
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59) La distancia que ha recorrido un coche hasts&intet, desde que arranco ee-

: . 120t4+90 si 1<t<3
0, viene dada por la funcic(t) = {C 240t + 150¢2 — 20¢3 si 3 < ¢

t=1yt=4.Ent =4 se para, de forma qeé€t) = e(4) para cada en(

<4 entre
4,5].

a) Calcula el valor de C, considerando gu(e) define una funcién continua.

b) La velocidad en cada instantét) es la derivada del espacio recorrido, es decir:
v(t) = e'(t). Expresa cuanto vale dicha derivada en cada peritwestiga si es una
funcion continua efl, 5]. ¢ Como expresarias, en términos de la velocidedaoggra-
fica dee(t) es recta en el intervala, 3] y en el intervald4, 5]?

¢) Calcula la distancia recorrida entre= 3 y t = 4, es decire(4) — e(3). ¢Por qué
es igual af: v(t) - dt?

a)
Una funcién es continua en un punto cuando suselénhaterales son iguales e
igual al valor de la funcién en ese punto.

lim e(¢) = lim(120t + 90) = 120 - 3 + 90 = 360 + 90 = 450.

lim e(t) = lim(C — 240t + 150t? — 20¢t3) =

t—3%* t-3
=C—240-3+150-32-20-33=C—720+ 1.350 — 540 = C + 90 = e(3).

tlir3n_ e(t) = tlirsgr e(t) =e(3) >450=C+90; C = 360.

120t +90 si 1<t<3

La funcion resultae(t) = {360 540, 150¢% - 20¢° si 3 < ¢ < &

La funcion e(t) es continua en su dominio para C = 360.

b)
e(4) =360 — 240 -4 + 150 - 4% — 20 - 4% =

=360 — 960 + 2.400 — 1.280 = 2760 — 2.240 = e(4) = 520.

Considerando qug(t) = e(4) para cadaen(4, 5], la funcion puede expresarse
120t +90  si 1<t<3

de la forma siguiente(t) = {360 — 240t + 150t% — 20¢t3 si 3 <t < 4.
520  si 4<t<5

120 si 1<t<3
v(t) =e'(t) = {—240 + 300t — 60t* si 3<t<4.
0 si 4<t<5



Para estudiar la continuidad d&) es necesario que sea continua en los puntos
t=3yt=4.

Parat = 3:

lim v(t) = ltlrrs} 120 = 120.

t—-3~

lim v(t) = lim(~240 + 300t — 60¢?) = ~240 +300-3 - 609 =

t—-3%
= —240+ 900 — 540 =900 — 780 = 120 = v(3).

tlirgl_ v(t) = tlirrbgr v(t) = v(3) = v(t) es continua para t = 3.

Parat = 4:

tlirll_ v(t) = ltirg(—240 + 300t — 60t?) = —240+300-4—60-16 =
= —240 + 1.200 — 960 = 1.200 — 1.200 = 0 = v(4).

lim v(t) =1im0 = 0.

t—4t t—4

tlirll_ v(t) = tli% v(t) = v(4) = v(t) es continua parat = 4.

La funcién v(t) es continua en su dominio.

120 si 1<t<3
De la expresion(t) = e'(t) ={—240 + 300t — 60t? si 3 <t <4 se de-
0 si 4<t<5
duce que la grafica d«t) es recta en el intervala, 3] y en el intervald4, 5]

c)

Teniendo en cuenta quesit) = e'(t), puede hacerse lo siguiente:

fv(t)-dt = [e'(t) - dt = e(t).

Teniendo en cuenta lo anterior:

ffv(t) -dt =e(4) —e(3) > f34(—240 + 300t — 60t2) - dt =

4

2 3
30067 _ 0t ] = [—240t + 1502 — 20¢3]% =
3

2 3

= |-240t +

= (—=240-4 415016 — 20 - 64) — (=240 -3 + 1509 — 20 - 27) =



= (=960 + 2.400 — 1.280) — (=720 + 1.350 — 540) =
= (2.400 — 2.240) — (1.350 — 1.260) = 160 — 90 = e(3 4, = 70.
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6°) Calcula el area de las dos regiones sefialadelsdéujo adjunto.

y =3x(x 4+ 2)

_ _ 23 27172
51 =/, 2[3x(x+2)]-dx=f0 (3x2 + 6x) - dx = [BTx+6TxO =

= [x34+3x2]52 = [(-2)34+3-(-2)?)] - 0=-8+12=> 5, = 4u?.

S, = [[3(x+2)—3x(x+2)] dx = [/ (3x + 6 — 3x% — 6x) - dx =

+ 6x]:: = [—x3 —

(30— 3w 6y o [ 3
= [}(=3x% —3x +6) dx_[ o2

2 1
2 +6x] =
2 0

12
=(-1°-Z-+6-1)-0=-1-3+6=5-2=55,=3512
2 2 2 2 P C——
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Bloque 3. Estadistica y probabilidad.

7°) En una clase hay tres llaveros: A, B y C, ghpro con cinco llaves, el segundo
con siete y el tercero con ocho. En cada llaveyouma Unica llave que abre la puerta
del trastero. Se escoge al azar un llavero, y de ébma a su vez una llave al azar.
Entendemos que, cuando se escoge una cosa ah&teavarias, todas ellas tienen la
misma probabilidad de ser la escogida. Se pide:

a) La probabilidad de que la llave elegida abraastaro.

b) Siresulta que la abre, la probabilidad de quadsélavero A.

a) 11 1
3 5 15

14 4

3’5 15

11 1

3721

16 6

37 21

11 1

3'8 24

17 7

3'8 24
P = P(Ab) = P(ANnAb) + P(BN Ab) + P(C n Ab) =

= P(A) - P(Ab/A) + P(B) - P(Ab/B) + P(C) - P(Ab/C) =

Sl 111111 1 5640435 131 e

3 5 3 7 3 8 15 21 24 840 840

b) 11
P=P(Ab/A)=P(AbnA)=P(Ab)-P(A/Ab)=%= 840 _5_620,4275.

P(4) P(AD) 2 15131 T 131
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8°) Una variable X es normal de media 25 y desdmatipica 5, y otra Y es también
normal, pero con media 28 y desviacion tipica 1.

a) Calcula las probabilidadédX > 30) y P(Y > 30). ¢ Cual es mayor?

b) Tomamos una muestra de= 4 valores independientes dey anotamos su pro-
medioX. CalculaP(X > 30). ¢ Cudl serfa el resultadonsi= 9?

c) ¢Como explicarias la comparacion del resultado) @®n el dez), sin recurrir a la
formula?
a)
Datos: up=25; o =>5.
25

X = N(y; 0) = N(25,5). Tipificando la variableZ = ===,

30-25

P=P(X>30)=P (Z> ) P(z>) PZ>1)=1-P(Z<1) =

=1-0,8413 = 0,1587.

Datos: u=128; o=1.

Y > N(u; o) = N(28,1). Tipificando la variableZ = A28

30-28

P=P(r>30)=P(z>22)=P(z>2)=PE>2)=1-PZ<2)=

=1-0,9772 = 0,0228.

Como se observa: P(X > 30) > P(Y > 30).

b)
Datos: u=25; 0 =5; n=4.

X-25
2,5

X"N(’“"v—) N(zs, W) N(25; 2,5). Z=

30-25

P=P(X>30)=P(2>2)=P(2>2)=Pz>2) =

=1-P(Z<2)=1-0,9772 = 0,0228.

Datos: u=25; 0 =5, n=09.

XN (,u,\/_) (25, T) =N (25; S) =22
3




P=4%Y>mn=P<Z>3ﬁ%>=P<Z>§>=P@>e)=

3 3

=1-P(Z<3)=1-0,9987 = 0,0013.

c)

La explicacion puede ser la siguiente: La desyratpica de la variable es ma-
yor gue la correspondiente desviacion tipica aeddia muestral, por set = in con
n > 1, por lo que la curva de la desviacion normal deal@able es mas plana que la
curva de la desviacion normal de la media muegfrah consecuencia, la superficie

de probabilidad d&(X > 30) es mayor que la superficie de probabiliME > 30),
como se observa en la figura adjunta.

I

P(X > 30) P(X > 30)
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99 Como ya sabe la cifra de asistentes, el ayuatdonde Zaragoza ha asegurado que
la duracién de la ofrenda de flores del dia delrRéndra, en horas, una distribucion

de probabilidad normal con media 8 y desviaciditaig2 /5.

a) ¢Puedes afirmar, con al menos el 95 % de probadilie acierto, que la duracion
de la ofrenda sera inferior a ocho horas y medraitigmos hacerlo con probabilidad
mayor del 99 %?

b) Una variable normal estandar Z cumple @2 < 2,3263) = 0,99. ¢ Qué desvia-
cion tipica (en lugar de la dada, y mantenienduoddia de ocho horas) deberia tener
la duracién de la ofrenda para que la probabildager menor que ocho horas y media
fuera del 99 %?

a)
Datos;u = 8; o =+/2/5.
. g . X-8
T - N(u; 0) = N(8,v/2/5). Tipificando la variablez = .
85-8) _ 055) _ -
P=P(T<85)=P(Z< @5) =P(z< ﬁ)—P(ZS 1,768) =
= (0,9612.

Como quiera quen,95 < 0,9612 < 0,99, puede afirmarse que la duracion de
la ofrenda serd menor de 8 horas y media con wimbpilidad superior al 95 %, pero
no se puede afirmar con una probabilidad superi@? &o.

b)
7<23263> 7= ? _, 858

> 23263 0<—2_ =g <0215,
2,3263 _—
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