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EXTRAORDINARIA — 2022
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS Il Tiempo maximo: HKoras y 30 minutos

OBSERVACIONES IMPORTANTES: Se debe responder a arimo de 4 cuestio-
nes y no es necesario hacerlo en el mismo ordeuemrstan enunciadas. Si se res-
ponde a mas de 4 cuestiones, sélo se corregirghpgameras, en el orden que haya
respondido el estudiante. Solo se podran usaaldast estadisticas que se adjuntan.
No se podran usar calculadoras graficas ni progskesa

1°) Un conocido defraudador fiscal tiene distritougii dinero negro en tres paraisos
fiscales, las Islas Caiman, Panama y Fiji. La stota de este dinero es de 150 millo-
nes de euros. Si perdiera la cuarta parte delalones tiene en las Islas Caiman, segui-
ria teniendo alli el triple del dinero que tieneRanama. Ademas, el dinero que tiene
en Panama sumado a las dos quintas partes deb dipnetiene en Fiji es exactamente
la mitad del dinero que tiene en las Islas Cair@abcule cuanto dinero tiene en cada
uno de los paraisos fiscales.

Seanx, y, z las cantidades que tiene el defraudador en las Ghiman, Panama
y Fiji, respectivamente.

El sistema de ecuaciones lineales que se dedueaw®iado es el siguiente:

x+y+z=150

3 x+y+2z=150

2 X =3y x—4y=0}=>x=4y.
y+32=lx 5x—10y —4z=0

5 2

Resolviendo por sustitucié%;y_-l_lg;_z 4:Z 1258} ig;_z 4=Z 1258}

10y + 2z = 300

_10y+42=0}=>6z=300=>z=50. 5y +50 =150; 5y =100=y = 20.

x=4-20>=x=80.

El ndmero de millones que tiene el defraudadaraeta paraiso fiscal es:
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80 en las Islas Caiman; 20 en Panama y 50 en Fiji.
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2°) Se dice que una matriz cuadrada A es idemmostcumple qud? = A.
a) SiA es una matriz idempotente, calcule razonadanm&ité.

b) Si A es una matriz idempotente y regular (o inversjldalcule razonadamente su
determinante.

a 0 0
c) Determine para qué valoresalg b la matrizA = (2 1—a 0) es idempotente.
0 0 b
a)
Las potencias sucesivaslson las siguientes:
A3 =A%2-A=A-A=A%=A. A*=A3 - A=A-A=A%=A.
AP =A* A=A -A=A%?=A. En generald™ = A,vn € N.
Si A es idempotente: A%%%% = A,
b)

Siendod? = A, tiene que ser, necesariamet®| = |A| y esto, en los nimero
reales, solamente se cumple plata= 0 o |A| = 1, pero como A en inversible su de-
terminante no puede ser cero, por lo clAdl:= 1.

a 0 0 a 0 0 a? 0 0
A2=A-A=<2 1—a 0)'(2 1—a 0>=<2 (1—a)2 0>=>
0 0 b 0 0 b 0 0 b?

c)

a’=a 2 a=0a=1
:1—a=mfﬁ)::&=0b=1}
b = b2 ’
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six>0yx#1,

Lx
39) Considere la funciofi(x) = {E
a six=1

a) Calcule el limite d¢ (x) cuandaox tiende atco.
b) Determine el valor de para que la funciofi(x) sea continua en = 1.

c¢) Estudie si, para dicho valor de la funcionf(x) es derivable em = 1. En caso
afirmativo, calcule el valor de la derivadafdenx = 1.

a)

1
. . L L . : p
lim f(x) = lim = =2 =25 Ind.= {L'Hopital} > lim ==
x—+00 x—+oo x—1 co—1 00 x—+oco 1-0

. 1 1 .
— — ﬁ — .
= xllm _x = — x11r+n f (X) =0

b)
La funcionf (x) es continua en su dominio, excepto para 1, cuya continui-
dad es dudosa y se va a determinar el valor realpdea que lo sea.

Una funcién es continua en un punto cuando suteBrpor la izquierda y por la
derecha existen y son iguales e iguales al valta tlencion en ese punto.

. L s — im0
Parax—1=>xll)r£1_f(x)—xll_>r{1+f(x)—}cl_r)rif(x)—}Cllr%x_l—l_l—():

1
= Ind.= {L'Hopital} = lirr%% =
X—

o TS
Il
—_

lim f(x) = lim f(x) = f(1) = a=1.

c)
. 2 osix>0yx#1
La funcion resultaf (x) = {x-1 SLx y :
1six=1

La funcionf (x) es derivable en su dominio, excepto para 1 cuya derivabi-
lidad es dudosa; se estudia a continuacion.

Una funcidn es derivable en un punto cuando stsatas por la izquierda y
por la derecha son iguales en ese punto.

1-—Lx
f'@) ={<xi1>z stx>0x=l () 5
0 six=1




—L1 si x<0

= Parax =1 =>f’(1)={ 0six>0 "

= f'(17) = f'(1) = La funcion f(x) es derivable en x = 1.

1
* _ Lx , _ (x 1)—Lx-1 1—;—Lx
( ) g(x) - xr—1 ﬁ (x) (x 1)2 (x_l)z '

El valor de la derivada paxa= 1 es el siguiente:

1-1-11 05—

/ _ 1 _Y x2 x
f'() = o = : Ind.= {L'Hopital} = llrri2 yo—

(x—1) -1 -1 1 ' 1
=lim—"—==lim—=—=—->f'(1)= -,

x_>1 2x2.(x—-1) x512x2 2-1
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4°) Considere la funciofi(x) = x2 - e*, definida para todo valor de€ R.

a) Calcule la derivada dg(x) y determine sus intervalos de crecimiento y décrec
miento.

b) Calcule la integral indefinida de la funciftx).

c) Determine la primitiva de la funcigf(x) cuya grafica pasa por el pui?@o, 1).

a)
fla) =20 e x> (-1) e = f/() =x e (2—x).

Una funcidn es creciente o decreciente cuandoisiera derivada es positiva o
negativa, respectivamente.

ffx)=x-e*- 2—-x)=0=>x, =0,x, = 2.
Teniendo en cuenta qye= f(x) es continua en su dominio, que es R, las raices
de su primera derivada dividen al dominio en ldsriralo(—o, 0), (0,2) y (2, +),

en los cuales la funcion es, alternativamente jeméz o decreciente.

Considerando, por ejemplo, el valoe= 1 € (0, 2) es:
ff(Hy=1-e1-2-1)= i > 0 = Creciente.

De lo anterior se deducen los periodos de crentmigdecrecimiento de la fun-
cion, que son los siguientes:

Decrecimiento: f'(x) < 0= x € (—0,0) U (2, +0).

Crecimiento: f'(x) > 0= x € (0, 2).

b)
2
_ -x 2. u=x*->du=2x-dx
I=[e™ x dxz{dvze_x.dx_)v:_e_x}:a
=>x2-(—e™)—[—e ¥ - 2x-dx=—x*e*+2[x-e¥ -dx=

=—x?-e*+2-M=1. (*

_ u=x-du=dx
M={[x-e x'dx:{dvze‘x-dx—n]:—e‘x}:)

=>x-(—e™)—[—e ™ dx=—x-e*+[e X dx=—x-eF—e*+(C=



=—e*(x+1)+C=M.
Sustituyendo el valor de M en la expresion (*):
[=—x%?-e*+2-M=—x%-e*+2-[e*(x+1]+C=
=—x?e*=2-e*x+1)+C=—--e*x*+2(x+1D]+C>

=>1=[x?-e™ . dx=—-e"(x*+2x+2)+C.

c)
Considerando la funciéi:(x) = —e™*(x? + 2x + 2) + C, tiene que cumplirse
queF(0)=1=—-e%0%4+2-04+2)+C=1;-1-24+C=1=C = 3.

F(x) = —e*(x?*+2x+2) + 3.
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] —v=0
59) Considere el plano=x +y +z=1ylarectar ={* Y :
) P xTyTz y {ax —z=a-1
a) Estudie la posicion relativa del planmgy de la rectar en funcion del parametin

b) Sia = —1 la rectar corta al planor. Calcule en ese caso el punto de corte y el
angulo que forma la rectacon el planar.

a)

La rectar y el planor determinan el sistemax —z =a —1

x—y=0}
x+y+z=1

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sest®n las siguientes:

1 -1 0 1 -1 0 0
M=<a 0 —1)yM’=<a 0 -1 a—l).
1 1 1 1 1 1 1

Segun sean los rangosMey M’ pueden presentarse los siguientes casos:
1° -- Rang M = Rang M' = 2 = La recta esta contenida en el plano.
2° -- Rang M = 2; Rang M' = 3 = La recta es paralela al plano.

3°-- Rang M = Rang M' = 3 = La recta es secante al plano.

1 -1 0
RangM = |a 0 -1|=1+14+a=0=>a=-2.
1 1 1

1 -1 0 0
Paraa=-2=>M'= <—2 0 -1 —3) = Rang M' = {C,,C,,C,} =
1 1 1 1

1 -1 0
=>|-2 0 -3=3+3-2=4+#0= RangM’' =3.
1 1 1
a+ —2=Rang M = Rang M' = 3 = Larectar y el plano i son secantes.
a=—-2= Rang M = 2; Rang M' = 3 = Larectar es paralela al plano .
b)

Paraa = —1, segun el apartado anterior, la recta y el plamossgcantes.



x—y=0
El sistema resulta: —x — z = —2 ;. Resolviendo por sustitucion:

x+y+z=1
_ —X—z=-2] x—z=-2 4o
y_x:x+x+z=1} 2x+z=1 Jox=y=-12=3

El punto de corte de larectar y el plano mwes P(—1,—1, 3).

Un vector normal del plano=x+y+z=1esn = (1,1,1).

_ _[(x—y=0 P -
Paraa = —1 larecta eg = {x 4+ — o Y SU expresién por unas ecuaciones pa-
x=A
ramétricases =iy =1 . Un vector director de esv, = (1,1, —-1).
z=2—A

Por definicién de producto escalar: v, = |1 - |v,| - cos B.

Proveccionde r

.............................

cosf = % Por sex y f complementariosien a = 'I”’L' :
72| [vp| 7| o]
1,1,1).-(1,1,—-1 1+1-1 1 1
senq = — et LDl il =1-03333>

VE+12+12 12+ 12+(-1)2  VI+1+1VI+1+1 V33 3

= a=arcsen0,3333 = a = 19° 28’ 16"".
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6°) Considere las rectas vz ys =
-1 1

a) Compruebe que las rectas son coplanarias (es dstan contenidas en un mismo
plano) y calcule la ecuacion del plano que lasienst

b) Calcule la distancia de la reeatal planor = x —y + 2z = 3.

a)
x=1-2A1
La expresion de por unas ecuaciones parametricas s,y = 0
z=2A

Un punto y un vector desonA(1,0,0) yv, = (—1,1,1).
Un punto y un vector desonA(1,0,0) y v, = (—2,0,1).

Por casualidad se ha obtenido el mismo puntograbas rectas, lo cual, justifica
gue las rectas se cortan y, en consecuencia, ptananias.

El planog que las contiene tiene la siguiente expresionrgéne

x—1 y z
BA; v, v )=-1 1 1|=0 (x-1D—-2y+2z+y=0;
-2 0 1

x—1—y+2z=0=>p=x—-y+2z—1=0.

b)
Un vector normal del plano= x —y + 2z = 3 esn = (1,—1, 2).

n-v,=(1,-1,2)-(-1,1,1) =—-1—-142=0 = Larectar y el plano
son paralelos.

La distancia de una recta a un plano paralelo es equivalente a la distancia
de un punto de la recta al plano.

La distancia del punt®,(x,, vy, 2,) al planoAx + By + Cz+ D = 0 viene

s _ |Ax0+By0+CZO+D| . 7
dada por la formulad(P,,m) = N Aplicando la formula al punto

A(1,0,0)yalplanot =x—y+2z—3=0:

. _ |1:1-1-042:0-3| _ [1-0+0-3] _ 2 _ 2V6 _ 6
d(r,m) = d(4m) = JiCi? | Viridd % 6 d(r,m) =7 u.
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7°) Un estudio publicado en Environmental, Sciearo# Technology ha revelado que
la probabilidad de contraer el Covid-19 en el iotede restaurantes es 0,45. Ademas,
segun los datos de las Naciones Unidas, en el moagactualmente un 50,5 % de
hombres y un 49,5 % de mujeres.

a) Suponiendo que los sucesos “contraer el Covidrlé€l eterior de restaurantes” y
“ser mujer” sean independientes, calcule la prdioil de que una persona elegida al
azar sea mujer y contraiga el Covid-19 en el iatafe restaurantes.

b) En el mismo supuesto que en el apartayocalcule la probabilidad de que una
persona elegida al azar no sea mujer o no contehiGavid-19 en el interior de res-
taurantes.

c¢) Si se eligen 8 personas al azar, ¢cual es lalptolaal de que al menos 4 de ellas
contraigan el Covid-19 en el interior de restaleat

a)
Datos: P(Co) = 0,45; P(H) = 0,505; P(M) = 0,495.
Dos suceso6o y M son independientes B{(Co N M) = P(Co) - P(M).
P =P(Con M) = P(Co) - P(M) = 0,45 - 0,495 = 0,2228.
P(MuCo)=1—P(MnNCo)=1-02228=0,7772. |
P(3UTa) = 1 — (M 1 Co)
c)

Se trata de una distribucion binomial de las sigi@is caracteristicas:
n _
n=8 p=045 q=1—045=0,55. Pry=(1)p - q"".

La probabilidad pedida es equivalente a la unidadas la probabilidad de que
se contagien, como mucho, 3 personas:

P=1-[P(0)+P()+P(2)+P3)]=

8

—1- [(8) .0,45° - 0,558 + (8) 10,45" - 0,557 + ()

) 2 6
0 1 ) 0,452 - 0,556 +

+ (g) 10,457 0,555 =

=1-(1-1-0,00837+8-0,45-0,01522 + 6%' -0,2025-0,02768 +



+-3.009113- 0,05033) -

5!-3!

=1-(0,00837 4+ 0,05479 + 0,15695 + 0,25685) =1 — 0,47696 =

= P = 0,52304.
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8°) En este ejercicio trabaje con 4 decimales fparprobabilidades.

La altura de los individuos de una poblacion sigoa distribucion normal de media
175 cm y desviacion tipica 4 cm.

a) Calcule la probabilidad de que un individuo elegidlazar mida mas de 170 cm.

b) Calcule qué porcentaje de la poblacion mide eritfey 185 cm.

c¢) Calcule la altura que es superada por el 33 % geblacion.

a)

Datos: u=175; o = 4.

X > N(u; o) = N(175,4). Tipificando la variableZ = X7

170-175 -5

P=PX> 170)=P(z> - )=P(Z>T) = P(Z > —1,25) =
= P(Z < 1,25) = 0,8944.
b)

P=P(70 <X < 185) =P (170‘”5 <7Z< 185‘175) —p (‘—5 <7Z< 9) -

4 4 4 4

=P(-125<7Z2<25)=P(Z<25)—-P(Z<-125)=
= P(Z<25) —[1-P(Z<125)]=P(Z<25)—1+P(Z<1,25) =
—0,9938 — 1 + 0,8944 = 1,8882 — 1 = 0,8882.
c)

Datos: u; o = 4.

X > N(u; 0) = N(u,4). Tipificando la variableZ = X_:75.

B-175
4

B-175

P=P(X>,[)’)=P(Z> )=0,33;P(Zs )=1—0,33=0,67.

Mirando en la tabl&/ (0, 1), al valor 0,6700 le corresponde 0,44, por lo cual:

B-175

=0,44; p—175=1,76 > p =176,76.

El 33 % de la poblacion tiene una altura superior a 176,76 cm.
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