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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas30 minutos

OBSERVACIONES IMPORTANTES: El alumno debera respamal todas las cues-
tiones de una de las opciones A o B. No esta ponitilizar calculadoras programa-
bles ni que realicen célculo simbdlico, integralegéaficas. No es necesario responder
a las cuestiones en el mismo orden en que estéiadas. Antes bien, se recomienda
al alumno que empiece por aquellas cuestionesegusliiten mas sencillas.

OPCION A

1°) Considere las matricés= (;} _12) yB = (_43 _12)

a) Compruebe que ambas matrices son regulares (dibles) y calcule sus corres-
pondientes matrices inversas.

b) Determine la matriz X que cumple la ecuaciionX - B = A + B.

a)
Una matriz es regular o invertible cuando su detente es distinto de cero.
14 2| _ _ . .
|A|—|1 1|—4+2—6¢0:>Aesmwzrtlble, c.q.c.
14 -2|_ _ . .
|B|—|_3 1 |—4—6——2¢0 = B es invertible, c.q.c.
e _ (4 1 . e _ (1 2 1 _1 (1 2
A= (2, q) Adideat=(5 J)=at=2(1 )
t_ (4 -3 . ¢ (1 2 1 _ 11 2
B _(—2 1)' Adj.de B _(3 4) = BT == (3 4)'
b)

A-X-B=A+B.

Multiplicando por la izquierda por la inversa dg por la derecha por la inversa
de B los dos términos:
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A1 A-X-B-B'=A1(A+B)-BY;, I-X-1=A"1-(A+B)-B~".

X=A"1-(A+B)-B71.

=3I D Dlentl D

:_1_12'(—11 LZL)'(—SZ _24)@ LZL)Z_le'(—Zie 102)'@ i):
=_1_12'(240 186)' o1
X=_§'(5 4)'
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2°) Considere los punt#¥2,7,3), Q(1,2,5) y R(—1,-2,5).
a) Calcule el area del triangulo PQR.
b) Determine la ecuacion general (o implicita) dahplque contiene al triangulo PQR.

c¢) Calcule la ecuacion (en cualquiera de sus formada decta que pasa por P, esta
contenida en el plano que contiene al triangulo @R perpendicular al lado QR.

a)

Los puntos P, Q y R determinan los siguientesovest
PQ=1[Q-P]=[(1,25)-(273)] = (-1,-5,2).
PR=[R—-P]=[(-1,-2,5)—(2,7,3)] = (=3,-9,2).

El area del triangulo que determinan tres puntoslimeados es la mitad del
md&dulo del producto vectorial de los dos vectores determinan los puntos:

o ik
SPQR:E |PQ><PR|:‘ -1 -5 2|l =
-3 -9 2

= |—10i — 6j + 9k — 15k + 18i + 2j| = |8i — 4j — 6k| = 2 - |4i — 2j — 3k| =

=242+ (=2)24+(-3)2=2-V16+ 4+ 9 = Sppg = 2 - V29 u2.

b)

x—2 y—7 z-—3
-1 -5 2
-3 -9 2

T[(P; P—Q), _15}_2)) = = 0;

—10(x—-2)—6(y—7)+9(z—-3)—15(z—3)+18(x —2) + 2(y — 7) = 0;
8(x—2)—4(y—7)—6(z-3)=0; 4(x—2)—2(y—7)—3(z—3) = 0;
4x —8—-2y+14—-3z+9 =0.

mn=4x—2y—3z+15=0.

c)

Los puntos R y Q determinan el vector:

—_—

RQ=[Q—-R]=1[(1,2,5 —-(—1,-2,5)] = (2,4,0).



La recta s que pasa por los puntos R y Q tieseglaente expresién dada por

x=1+1
unas ecuaciones parameétricass {y = 2 + 24.
z=>5

El haz de planog que contiene a la recta s que pasa por los p@toR tiene
la siguiente expresion generBl= x — 2y + D = 0.

De los infinitos planos del hg, el planoy que contiene al punt®(2,7,3) es
el que satisface su ecuacion:

P=x—-2y+D=0

P(2,7,3) }=>2—2'7+D=0;2—14+D=0;_12+D=0=>

>D=14 > y=x—-2y+14 =0.

El punto N es la interseccion de la recta s cquiagioy:

y=x—-2y+14=0

x=1+121 Al
SE{y=2+2/1 = (1+1)—2(2+21) + 14 = 0;
z=5

1+1-4-41+14=0; 9-314=0; 3—1=0=>4=3.

x=14+3
N:{y=2+2-3 = N(4,8,5).

z=25

La recta r pedida es la que pasa por los punt®s/,3) y N(4,8,5):

PN =[N-P]=[(485)—(2773)]=(212).

x =24+ 21
rE{y=7+/1.
z=3+4+21
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3°) Calcule los siguientes limites: q) lim 2X2VE% py iy Sen0=sens)
x—0 4x x—T cos?x
2

a)

lim Va+x—V4-x _ V4+0—/4-0 _ Va—/4 _0 = Ind. =

x—=0 4x 4-0 0 0
= i (Va+x—a—x)(Va+x+V/a-x) li (\/4+x)2—(\/4—x)2 T 44x—(4-x)

xl_r)r(l) 4x-(Va+x+/4=x) o xl_)o 4x-(Va+x+/4=x) o xl_r)l;l) 4x-(Va+x+/4=x) o

. 4+x—4+x 1
= lim

: 2x L 1 . _
x—0 4% (VA+x+vVd—x) }cl_r,r(l) ax-(Va+x+Vd—x) }cl_r,r(l) 2-(Vatx+vVa—x)  2-(Va+0+V4—0)

_ 1 _ 1
T 2:(2+2) 8§
. Vad+x—V4—x 1
lim—— =~
x—0 4x 8
b)
. sen (1-senx) sen (1—5371 g) sen (1-1) sen 0 0 ’ .
lim = Tt = = =-= Ind.= {L'Hopital}=
VL cosZx cos?= 02 0 0
2 2
. _—cosx-cos (1-sen x) . cos(1-senx) cos (1—sen %) cos (1-1) cos0 1
= lim = lim = = = = -,
x-7 —2-sen x-cosx x_,g 2:senx 2-sen5 21 2 2

. Ssen (1-senx) 1
lln%—z = -
X7 cos?x 2
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4°) a) Calcule la siguiente integral indefinida= f%

b) Determine el area del recinto limitado por el @€, las rectas verticales= 0y

£ g ., 2x+1
x = 2,y la gréfica de la funciéfi(x) = e
a)
. 2x+1 x2+x+1=t } 1 (-2 _
I_f(x2+x+1)2 =>{(2x+1)-dx=dt > grdt=Jt7de=
-1
= +Cc=-1+cC
- ‘ 2x+1 1
I'= f(x2+x+1)2 nax = T xZ4xt1
b)
En el intervalo(0, 2) todas las ordenadas de la funcfix) = % son
positivas, por lo cual, la superficie pedida esidaiente:
2 2 2x+1 xP+x+1=t x=2—>t=7}
S_fof(x)dx_fo(x2+x+1)2 {(2x+1)-dx=dtx=0—>t=1

7 1

71 1 1 1 1 7—-1 6

1 —dt:[——] =[—] = - = = —,
1¢2 tl4 1 7 7
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OPCION B

x+3y+z=5
1°) Considere el sistema de ecuaci{mas+ 2z =0 en funcidn del parametro
ay—z=a

a) Determine para qué valores del parametebsistema tiene solucion unica. Calcule
dicha solucion para = 1.

b) Determine para qué valor del parAmetrel sistema tiene infinitas soluciones y
resuélvalo en ese caso.

c) Determine para qué valor del parametrel sistema no tiene solucién.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son lasesiges:

1 3 1 1 3 1 5
A=<a 0 2>yA'=<a 0 2 0).
0 a -1 0 a -1 a

El rango de la matriz de coeficientes en funcidrmpdeametraz es el siguiente:

1
2
-1

|A| = =a?’—-2a+3a=0; a?+a=0; a(a+1)=0=>

Q-
Q o w

=>a, =0,a, =—1. Segun el teorema de Rouché-Froébenius:

a+0

Para {a 21

}: Rang A = Rang A’ = 3 =n%incég.= S.C.D.

El sistema tiene solucién inica Va € R — {0, —1}.

x+3y+z=5
Paraa = 1 el sistema result%( +2z2=0 , que es compatible determinado.
y—z=1
Resolviendo por la regla de Cramer:

5 3 1 1 5 1
0 0 2 2_|5 3 1 0 2
=1 1 -1l _"hh il_5_3_9 y=o1—1=1—2+5=i_2
12+1 2 | 2 2 2
1 3 5
1 0 0 5| o)
- —(3-5 2
=10 1 a1l 1 1l _ —2_-1,

2 T2 2 2



Para a = 1 la solucién del sistemaes:x =2,y =2,z = 1.

b)

1 3 1 5
Paraa=0es A = <0 0 2 O) = {F, = —2F;} > Rang A" = 2.
0 0 -1 0

Paraa =0= Rang A= Rang A’ =2 <n%incég.= S.C.I.

El sistema tiene infinitas soluciones para a = 0.

x+3y+z=5
Paraa = 0 el sistema ef2z = 0 , equivalente
z=0
es compatible indeterminado, cuyas solucioneslsmiendoy = A:

x+3y+z=5
éz:O , que

Para a = 0 las soluciones del sistema son:x =5—3A4,y=1,z=0,VA €ER.

c)
1 3 1 5
Paraa=—lesA' = (—1 0 2 0 ) = Rang A’ = {C,C;, Cy} =
0 -1 -1 -1
1 3 5 3«
>|-1 0 o]=] |=-3+5=2%0=Ranga =3,
-1 -1
0 -1 -1
Paraa =—1= Rang A = 2,Rang A’ = 3 = Sistema incompatible.

El sistema no tiene solucion para a = 0.
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2°) Considere los punt@¥1,0,0), Q(0,2,0) y R(0,0,1).
a) Estudie si el triangulo PQR es o no rectangulelerértice P.

b) Dado el punt&(1, 2,3), calcule el volumen del tetraedro de vértices FR@ S.

a)

Los puntos P, Q y R determinan los siguientesovest

—_—

PQ =[0 —P]=1[(0,2,0) — (1,0,0)] = (-1,2,0).
PR=[R—-P]=1[(0,0,1) —(1,0,0)] = (-1,0,1).

El triangulo de vértices PQR es rectangulo endhda los vectoreB(Q y PR
sean perpendiculares, es decir, que su producitaesea cero:

PQ- PR=(-1,2,0)-(-1,0,1)=1+0+0=1=0.

El triangulo PQR no es rectangulo en P.

b)
PS=[S—P]=[(1,23)—(1,0,0)] = (0,2,3).

El volumen de un tetraedro es un sexto del predontkto de los tres vectores
gue lo determinan:

== (2+6) ==

P

Voasc =%' |_155;ﬁ;ﬁ5:| ==

-1
- 1

0

4
Voasc = 3 u-.
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3°) El nimero de personas, medido en miles, afestadr una enfermedad infecciosa

. ., 90 . . .
viene dado por la funciofi(x) = Wiw donde x es el tiempo transcurrido, medido

en dias, desde que se inici6 el contagio.
a) ¢,Cudl es el niumero de personas enfermas el diafo

b) ¢ Qué dia se alcanza el maximo numero de persofeamas? ¢ Cual es ese nimero
maximo?

¢) ¢, Puede afirmarse que la enfermedad se ir4 emaldican el paso del tiempo? Ra-
zone la respuesta. (Indicacion: calcule el limég¢ @) cuandoc — 4+ y observe qué
ocurre.)

a)
90-4 360 360 _ 120 ,
f4) = 4242:4+9  16+8+9 33 11 107909090
Elnimero de personas enfermas el cuarto dia fue de 10.909.
b)
, _90-(x%+2x+9)-90x-(2x+2) _x2+2x+9—2x2—2x . _ 9—x?
f (x) - (x2+2x+9)2 =90 (x242x49)2 - (x242x+9)2°
’ _ . 9-x? _ 2 — _
f'(x)=0=90 —(x2+2x+9)2—0:9 x*=0=>x1=3,x, =-3.
La solucionx = —3 carece de sentido logico.
/" . . —2x-(x%+2x49)%—(9-x2)-[2-(x?+2x+9)-(2x+2)] _
f(x) =90 (x2+2x+9)* N
. . —2x-(x%+2x+9)—-4(9-x)(x+1) . . x- (2 +2x+9)+2(9x+9-x3-x%)
=90 (x2+2x+9)% = —180 (x2+2x+9)3 o
x3+2x2+9x+18x+18—2x3-2x2 -x3+27x+18
= —180- (x242x49)3 =—180- (x242x+9)3 °
_33427. . ]
f'"(3) =—180 (222273708 9 = Méximo, como cabia esperar.

(32+42:349)3

El maximo niimero de personas enfermas se produce el tercer dia.

90-3 360 _ 360 _ 90

f(3) = = =2 _ 15

T 3242.349  9+6+9 24 6

El maximo niimero de personas enfermas fue de 15.000.




c)
lim f(x) = lim )

x—+00 X—4o00 X2+4+2x+9

Con el paso del tiempo se erradica la enfermedad.
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4°) ) Calcule la siguiente integral indefinida= [ x? - e* - dx.

b) Obtenga una primitiva (x) de la funciéry (x) = x2 - e* que cumpla la condicion
F(0) =1.

a)
_ .2 _
_ 2. _x. u=x°“->du=2x-dx 2. x _ [ x. ) _
I=[x*e dx:>{e"-dx=dv—>v=ex}:>x eX— [e* 2x- dx =
=x%-e*—2-[x-e*-dx=x%-e*—2-A. (¥
_ x. u=x-du=dx X (ux. _
A=[x-e dx:>{e”dx=dv—>v=ex}=>xe fe* dx =
=x-e¥—e*+C=e*(x—1)+C.
Sustituyendo en (*) el valor de A:
I=x%-e*—2-e*(x—1)+C=e*(x*—-2x+2)+C.
I=[x*e* -dx=e*x*—-2x+2)+C.
b)

Fx)=[f(x)-dx=[x*-e* -dx=e*(x*—2x+2)+C.
F(0)=1=2e%(0-042)+C=1; 24C=1=C=—1.

F(x) =e*(x?>—-2x+2)—1.
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