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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

Observaciones importantes: El alumno debera respoadina sola de las dos cuestio-
nes de cada uno de los bloques. Por ejemplo, Iatiduel. A o la cuestion 1. B. La
puntuacion de las dos cuestiones de cada blogleeregssma y se indica en la cabecera
del bloque.

BLOQUE 1

Cuestion 1. A a) Definicién de rango de unarinat

1 k 1 2
b ) Calcule el rango de la matrixk=| 2 0 -1 1| en funcion de los valores del pa-
-11 1 O

rametro k.

c ) ¢Podemos formar una base daifando los vectores formados con las columnas d
la matriz A? ¢,con cuéles?

a)
Todas las matrices, mediante transformaciones el@aes, se pueden transfor-
mar en matrices escalonadas.

Una matriz escalonada es aquella en la cuakrse tiilas nulas estan situadas en
la parte inferior de la matriz y, en las filas ndas, el primer elemento distinto de cero
de una fila esta situado mas a la derecha quene¢ipelemento diferente de cero de la
fila superior.

El rango de una matriz escalonada es el nUmetfitadeno nulas.
El rango de una matriz A es el rango de una mestalonada equivalente a A.

También puede definirse el rango de una matrizpateterminante, para lo cual
es necesario definir menor de orden k de una n@iezes el determinante de cualquier
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submatriz cuadrada de orden k que se puede fowndos elementos de la matriz.

El rango de una matriz A es el orden del mayoranepie puede formarse que
sea distinto de cero.

b)
Teniendo en cuenta gk =C, +C,, el rango de la matriz A es el mismo que ten-

ga el menor formados por tres columnas cualesquarda condicion de que una de
ellas sea la segunda; por ejemplo:

1 k 1
RangoA = {C,, C,, C,}=| 2 0 -1|=2+k+1-2k=3-k=0;; k=3
-11 1

Para k=3 = RangoA=2 ;; Para k#3 = RangoA=3

c)
Para poder formar una base ehtiBne que tomarse tres vectores que sean |i
nealmente independientes, 0 sea, que su rangmesea t

Segln lo expuesto en el apartado anterior, seepgioechar una base de Rsando
tres cualesquiera de las columnas con tal de queerllas sea la segunda.

Una base de Rla forman, por ejemplo los vectores determinadmslas tres
primeras columnasv, =(1, 2, -1), v, =(k, 0, 1), v, =(1, -1, 1), con tal de sek #3.
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Cuestion 1. B a) Definicién de inversa de urgdrin cuadrada.

1 2 2
b) Calcule lainversade lamati=| 1 0 1
-11 -1

a)

La matriz inversa de la matriz cuadrada M, de mndesi existe, es otra matriz
que denominamos ¥ tal que M - M = M. M =1, siendo | la matriz unitaria de or-
den n.

La condicion necesaria y suficiente para que ua@ircuadrada M tenga inversa
(seainversible) es que su determinante sea distentero.

Existen diversos procedimientos para determinandg&iz inversa de una matriz
dada, siendo los mas usuales el método de Gausrlpnabor determinantes, que se po-
nen de manifiesto en la resolucién del apartaddesige.

b)
Calculo de la inversa por el método de Gaus-Jordan
1 2 2|1 00 1 2 2|1 00
F, « F,-F,
(P/1)=| 1 0 1{0 1 0| =0 -2 -1]-1 1 0|=
F, o F, +F,
-1 1 -1/0 0 1 0 1 0[0 11

122100 . _ 10 1[0 1 0
={F - -iR}=|0 1 313 4 R C L N e
F, - F-F,
0 10(0 1 00 -4|-1 2 1
101/0 1 O 100[-1 4 2
F, - F-F
={F, - 2F}=|0 1 |1 -1 0 |> 0100 1 1|
F, - F,—3F
00 1/1 -3 -2 0011 -3 -2
-1 4 2
= P'=0 1 1
1 -3 -2
Célculo de la inversa por determinantes:
1 2 2 1 2 2 11 -1
P=1 0 1| |P|=|1 0 1|=2-2-1+2=1=|P|;;P'=|2 0 1

-1 1 -1 -1 1 -1 21 -1



Adj (PT)=

0 1 2
‘1 —1‘ _‘2
1 -1 |1
_‘1 —1‘ ‘2
1 -1 1
‘o 1‘ _‘2

1
-1
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-1
1

20

2 1
11
2 1
11
20‘

-1 4
0 1
1 -3

2
1
-2

= F)_l
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BLOQUE 2

=1+

Cuestion 2. A Calcule la distancia del punto P{13) alarecta=<y=1-1 .
z=1+2A

La distancia de un punto P a una rectaenevidada por la siguiente férmula:
‘QPDV‘

‘ ‘

Un punto de larectar es Q(1, 1, 1) y un vecheotbr v = (1, -1, 2).

d(P, r)= , siendo Q un punto de la recta myun vector director de la recta .

QP=P-Q=(1 -1 3)-(1 1 1)=(0, -2 2)=QF

i j k
- 0 -2 2
a(p r):‘QPDV‘ 1 -1 2 _|‘4i+21+2k+2i|:|—2i+2j+2k|:2|—i+j+k|:
| ‘V‘ \/12 )? + 22 N1+1+4 J6 J6

C2y(F12+12 417 21+1+1 243 236 18 _3V2 -~ _
= NG R S S —3—3—\/§u—d(P,r)
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X=2-A1 x=1+A

Cuestion 2. B a ) Demuestre que las rectas y=3+1 y r,={y=6+1 se cortan
z=1+21 Z=6+A

en un punto. ¢ Cudl es ese punto?

b ) Calcule la ecuacion general del plano deterdammor ambas rectas.

a)

Los vectores directores de las rectas sor(-1 1 2) y v, =(1 1 1), que como
se observa son linealmente independientes, loigo#ica que las rectas se cortan o se
cruzan. Para diferenciar el caso determinamos ofovev que tenga el origen en un
punto de una de las rectas y el extremo en un &la otra recta.

Un punto de cada una de las rectas®6n 3, 1) y P,(1, 6, 6), que determinan el
vector w=PP,=P,-P,=(1 6 6)-(2 3 1)=(-1 3 5)= w.

Demostrar que las rectas se cortan es equivaetdeostrar que el conjunto de

vectores{Tl, v, Y Ple} tienen rango dos, es decir: que son coplanariesiefdo en

cuenta que tres vectores son coplanarios cuantengo es menor que tres, 0 sea: que
el valor del determinante que forman sea cero:

-1 1 2
Rango{v,. v, AP}=| 1 1 1|=-5+6-1+2+3-520 = Rango{v,, v, PP}|=2
-1 3 5

Lo anterior demuestraque las rectasr, y r, se cortan

Existen diversas formas de hallar el punto P deerana de ellas consiste en ex-
presar las rectas por unas ecuaciones implicitasojver el sistema de cuatro ecuacio-
nes con tres incognitas que forman:

x=2-A 5 3 1 5 +3 N 5
- - - X—2=-— X =
= e el {2 fomgen ¥ “E{z i
z=1+24 y=o= y— 2=
x=1+A4 1 5 5 1 6 .
rL={y=6+1 = = =y1 :Zl ;;{ 6y L rzf{ d 0
-6=z- -z=
z=6+/4 y y
X+y=5
2y-z=5 X+y=5
Y Y — 2x=0; x=0; y=53 z=5 = P(0, 5, 5)
X—-y=-5 X—-y=-5 S



b)

La ecuacion del plana determinado por ambas rectas puede hallarse por Ic
vectores directores de las rectas=(-1 1 2) y v, =(1 1, 1) y un punto de una de las
rectas, por ejemple,(2 3 1).

x-2 y-3 z-1

77(P1; v, 72)5 -1 1 2 |=03;
1 1 1

(x-2)-(z-2)+2(y-3)-(z-1)-2(x-2)+(y-3)=0 ;; -(x-2)+3(y-3)-2(z-1)=0 ;;

-X+2+3y-9-2z2+2=0;; m=x-3y+2z+5=0
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BLOQUE 3

Cuestion 3. A a) Definicién de funcion cod@nen un punto.

x? -1

b ) Estudie la continuidad de la funcidifx) = —
X" +3x+2

y clasificarla segun los dife-

rentes tipos de discontinuidad.

c ) Estudie si tiene asintotas horizontales o cadds.

a)
Las condiciones que tienen que cumplirse paraugaefuncion f(x) sea continua
en un punto X = a son:

12.- Que la funcion esté definida para x = a,eesrdque exista f(a).

22.- Que existan los limites laterales de la fimgiara x = a y que sean iguales.

32.- Que el valor de la funcion sea igual qudrsité en ese punto.

Una funcién es continua en un intervalo si lo msoglos los puntos de ese inter-
valo, (si el intervalo cerrado [a, b], ademas deceatinua en todos los puntos interiores
del intervalo, tiene que ser continua a la dereleha y a la izquierda de b).

Existen tres tipos de discontinuidades:

1.- Discontinuidad evitable: Se dice que una ifimé tiene una discontinuidad evita-
ble en un punto x = a cuando existen los limiteerddes en dicho punto y son iguales,

pero no coinciden con el valor de la funcién enms@o o bien, la funcion no esta de-
finida para ese punto.

2.- Discontinuidad de salto (o de primera espec&s dice que una funcion f tiene una
discontinuidad de salto en un punto x = a cuandstarx los limites laterales en dicho
punto pero son distintos. Se llama salto a la élifeia entre los limites laterales; si am-
bos limites son finitos se dice que la discontiadigs de salto finito y, si alguno de los
limites laterales es infinito, el salto es, en est0, de tipo infinito.

3.- Discontinuidad esencial (0 de sequnda espe8ie)dice que una funcion f tiene una
discontinuidad esencial en un punto x = a cuandexmsie alguno de los limites latera-
les en dicho punto.

b)

Teniendo en cuenta que -1=(x+1)(x-1) x*>+3x+2=(x+1)(x+2), la funcién
(x+12)x-1)
(x+1)(x+2)
tiene una_discontinuidad evitable para x = -1, & discontinuidad inevitable de salto

dada puede expresarse de la fornfe) = , que como se aprecia facilmente



infinito para x = -2, que se deducen de los limisrales de la funcion para los valores
X=-1lyx=-2.

2

La funcion f (x) = 1 ; puede redefinirse de la forma siguiente:

X* +3x+
—(X+1)(X_1) si x#z-1 x—-1 _
f(x)= (x+1fx+2) o también: f(x)={ x+2 S Xi_l, cuya grafica se refleja
x-1 si x=-1 -2 si x=-1
X+2

en la siguiente figura.

vV A

/ ()

>< v

c)
Las asintotas horizontales son los valores fimjios toma la funcién cuando x

: L e e Jim lim x? -1
tiende a mas infinito o a menos infinito: f(x)= ——————=1.
X — *oo X - *00 X° +3x+2

La rectay = 1 es una asintota horizontal de laifum

Las asintotas verticales son los valores realesaqutan el denominador de la
funcion: (x+2)=0.

La recta x = -2 es una asintota vertical de laibtmc
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Cuestion 3. B a) Interpretacion geométricaad@drivada de una funcidn en un punto.
b ) Calcule la recta tangente a la cuffa) = L(x*) en el punto x = 2.

c ) Calcule el punto de corte de dicha recta cajpeeY.

a)

Consideremos la funcion f de la figura,
continua en el punto A, de abscisa a. Se deno-
mina tasa de variacion media de un intervalo
cerrado [a, b] a la expresion:

YA

TVM|[a, b = w )

La TVM]a, b] es la tangente o pendiente
de la secante de la funcion f que pasa por los
punto Ay B.

La derivada de una funcién en un punto
es la tasa de variacion instantanea de la funci@se punto, o sea, es el limite cuando
b - a de la fraccion (1). Si hacemos el cambio de va&ibb a = h, queda finalmente
la expresion de la derivada, que se expresa cajue:si

lim f(a+h)- f(a)
f'la)=y'(a)=
@=y@)=, "

La interpretacion grafica de la derivada de umzifin en un punto puede dedu-
cirse de la observacién de la figura: cuando lddema (h tiende a cero), el punto B
tiende a aproximarse infinitamente al punto A, lmaual la secante tiende a confundir-
se con la tangente; es decir:

la derivada de una funcién en un punto es la taegmla funcion en ese punto.

b)
La recta tangente a una funcion en un punto pemgendiente la derivada de la
funcidn en ese punto:

f(x)=L(x*)=2Lx ;; f'(x)=2- ;m=f'(2)=2=1=m

NN

El punto de tangencia eg= f(2)=L(22)=2L2 = P(2 2L2)

Sabiendo que la recta punto-pendientg ey, =m(x-x,), la recta tangente pedi-
da es la siguiente:



y—-2L2=1-(x-2) ;; x-y+2L2-2=0 ;; Recta tangente t=x-y+2(L2-1)=0

c)

El punto de corte de la tangente obtenida coneel¥egs la solucion del sistema
formado por ambas rectas:

i::g4'2(L2'*D::O} — __y4_2(L2_{D::O - y::Z(LZ—fD = CKO,Z[.Z"Z)
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BLOQUE 4

1 2
Cuestion 4. A Calcule la siguiente integriak: [ +411 . dx.
X —

L2, L2 _g4 1 1 1

| = X2 1-dx:IX 24 5-dx=J-(1+ 25 j-dxzj-dx+.[ 25 cdx=[x]§ +1, =
o X°—4 y X°—4 0 X -4 5 o X°—4

=1-0+1, =141, =1 (¥

¢ 5 f 5 i A B _tAX-2A+Bx+2B |, _
Il_~c[x2—4'dX_J;(x+2)(x—2) dX_J;( +x—2j dx—.([ X2 -4 o=

A=-3
- 4B=5 - =
B=$

17 _5 5 1 1
:>|1=j I — -dx=—§j 1 -dx+§j 1 dx= —§L|x—2|+§|_|x+2|
B\ X+2 X-=2 49X=2 44 X+2 4 4

1

O"—;

(A+B)x+(-2A+2B) gy ) ATB=0] 2A+2B=0
x> -4 -2A+2B=5| -2A+2B=5

=§[L| x+2|-L|x-2[]} =§{[L|1+2|—L|1—2|]—[L|O+2|—L|O—2|]}=

5 5 5
=—(L3-L1-L2+L2)=—(L3-0)=—L3=1
d r12)=3(13-0)=21s=1,

Sustituyendo el valor obtenido desh (*), resulta: | :1+2L3
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1
Cuestién 4. B Calcule el area de la region detexrda por las curvag = x> e y = x2.

Los puntos de corte de las dos curvas son:

x, =0 - 0(0, 0)

y=\/§} = Jx=x ;;x=x* ;;x*-x=0 ;; ><(x3—1)=0 =
y =X

La representacion grafica de la situacion se egpea la grafica adjunta.

\ Y4
y=x
\s| [/ e
1 P -~
o) 1 X
~—

De la observacion de la figura se deduce queeal pedida es la siguiente:

1

1 3 3 3? 1. 3
(Xz—xzj.dx: © % {ZM_X_} 2 E 2 1y
0

3 3 3 3 3

2 0
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