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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

Observaciones importantes: El alumno debera respoadina sola de las dos cuestio-
nes de cada uno de los bloques. La puntuaciéngldda cuestiones de cada bloque es
la misma y se indica en la cabecera del bloque.

BLOQUE 1

1°) a) Enuncie el Teorema de Rouché-Frdbenius.

b ) Estudie, segun los valores del parametro sisedma de ecuaciones lineales siguien-
ax+ay=a
te: x-y+az=a;.
X+2y+3z=a

a)
El Teorema de Rouché-Frobenius puede enunciarseatdi® siguiente:

La condicion necesaria y suficiente para que stemsia de m ecuaciones con n
incognitas tenga solucidén es que coincida el ralgyla matriz de los coeficientes con el
rango de la matriz ampliada con los términos indd@ates.

Si el rango es igual al nimero de incogretasstema es compatible determinado.

Si el rango es menor que el nimero de intagel sistema es compatible indeter-
minado.

En el caso particular de un sistema homogénamndicion necesaria y suficien-
te para que un sistema sea compatible es quegd nla matriz de los coeficientes
sea menor que el nimero de incégnitas. La condiw@esaria y suficiente para que un
sistema de n ecuaciones homogéneas con n incogadaompatible es que el determi-
nante de la matriz de los coeficientes sea nulo.
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b)
Las matrices de coeficientes y ampliada son tpagsesntes:

a a 0 a a 0 a
M=l1 -1 ajlyM'=|1 -1 a a|.
1 2 3 1 2 3 a
a a 0
IM|=]1 -1 a|=-3a+a’-2a’-3a=-a’-6a=-6ala+1)=0 = a,=0; a,=-1
1 2 3
Para {aa;_ol} = RangoM = RangoM'=3=n° incégnitas= Compatible Determinado
O 0 0O
Paraa=0 = M'=|{1 -1 0 0] = RangoM'=2
1 2 30

Para a=0 = RangaVl = RangoM'=2 < n° incognitas= Compatible In deter minado

-1 -1 0 -1
Paraa=-1=> M'={ 1 -1 -1 -1| = RangoM' =
1 2 3 -1
-1 -1 -1
-{c.c,Cc}=]1 -1 -1/=-1-2+1-1-2-1=-620 = RangoM'=3
1 2 -1

Para a=-1 = RangaM # RangoM' = Incompatille
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29 a ) Estudie si los vectoresv; =(a, —a, 1), v, =(2a, 1 1), v, =(1, -1 -1) son
linealmente independientes en funcion del valopdedmetro a.

b ) Cuando sean linealmente dependientes, esailes posible,v—3 como combina-
cion lineal dev, y v, .

a)

Tres vectores son linealmente independientes 1singlo del determinante de la
matriz que determinan es tres, es decir: su datarnte tiene que ser distinto de cero.

a —-a 1
Rngo{f, v, 7;}: 2a 1 1|=-a-2a-a-1+a-2a°*=-2a’-3a-1=0;;
1 -1 -1
-3+.9- -3+ -3+
2a®+3a+1=0;; a= 3"49 8. 32\/1: 34‘1 = a=-1; az:—%

— — — : : , 1
Los vectores v, , Vv,, Vv, son linealmené independiates Ua [l R—{—L _E}

b)

Paraa=-1= v, =(-111), v, =(-211), v, =(1, -1, -1)

_—

V=@ v, 4By, = (1L -1 -)=a-(-11)+8-(-211) =

1:—0’—2,8 12—0—2,8
= -1l=a+p
-l=a+p

= 0=-8;, =0, a=-1

-l=a+p




vV, =0-v, -,
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BLOQUE 2

x=1+A
1° ) Las trayectorias de dos aviones vienen dadaslgs rectasr, =<y=1-41 vy
z=1+24
-A

1
A
2

l\.)_‘
1l
N < X

a ) Estudiar si las trayectorias se cortan, seatrozson coincidentes.

b ) Calcular la distancia minima entre ambas trayes.

a)

Las trayectorias son las rectas respectivas,gmo tsu estudio es equivalente al
estudio de la situacién de las rectas.

Se realiza el estudio por los vectores directdeclas rectas.

Un punto y un vector de cada una de las rectas son

x=1+ A u=(1-12) x=1-1  |v=(-110)

y=1-14 = y nsEy=4 =

z=1+2) A1 1 1) z=2 B(1 0, 2)
1._-1.2

Los vectoresu y v son linealmente mdependlentessi =T # 9

Esto significa que las rectas se cortan o se sri2ara diferenciar el caso deter-
minamos el vectow = AB=B-A=(1, 0, 2)-(1, 1, 1)=(0, -1, 1).

Si el rango de los vectores, v y w es dos, entonces son coplanarios y las
rectas se cortan; si el rango es tres las rectasizan. Veamos:

1 -1 2
Rango{U, V, W}: -1 1 0|=1+2-1=2#0
0O -1 1

—_—  —  —

Rango{u, v, w}:s = Las trayectoras se cruzan




b)
La distancia minima de las trayectorias es eqgeintala la distancia minima entre
las rectas.

Se entiende como distancia entre dos rectas queusan, a la menor distancia
entre ambas.

Para una mejor comprension, hacemos un esquelaaitigacion.

El volumen del paralelepipedo es el producto midddos tres vectores. Por otra
parte, también se puede determinar el volumen @muooducto del &rea de la base por
la altura. Observemos que la altura h es igualkdsstancia pedida d entre ambas rectas.

Todo lo anterior se puede expresar de la sigufentea:

v=u-(vow)=[vov|-n=[uov]a = d:‘“'_(VDEW)‘
u \'
1 -1 2
o -1 1 0
d(r r):‘u.(vDW)‘: 0o -1 1 _ > _ 5 : 1 _
Y Juov i k|| [-2i+k-k-2] [-2-2j[ [-i-]|
1 -1 2
-1 1 0
_ 1 _ 1 1 _A2_
I e e R R S Y

: . - : 2 .
La distancia minima entre las trayectorias es de % unidades
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Xx=2-A1
2°) La trayectoria de un proyectil viene dada paekctar ={y=3+A1 .
z=1+2A

a ) Estudie si el proyectil impactara con la superfdeterminada por el plano de ecua-
cion n=3x+y-2=0.

b ) Calcule el punto de impacto y la distancia reda por el proyectil desde el punto
inicial P(2, 3, 1) hasta el punto de impacto.

a)
X=2-A
Larectar =< y=3+A1 no estd contenida en el planeE 3x+y-2z=0, ya que Si
z=1+24

un plano contiene a una recta, contiene a todopwuss, y el puntd®(2, 3, 1)0r no
pertenece al plano ya que no satisface su ecuacion.

El proyectil impactara en la superficie del plamcsi la recta r corta al plano en
un punto. Para ello, el vector director de la resta (- 1, 1, 2) y el vector normal al

plano, n =(3 1, -1) tienen que ser linealmente independientes:

_—11&}7’&i = v y n son linealmene independietes

3 1 -1

El proyectil impacta en el plano.
b)
El punto de impacto del proyectil en el plamaees su interseccién con la recta r.

El punto Q de interseccion se obtiene sustituyeamdel plano los diferentes valo-
res de las incognitas de la recta:

x=2-A
rsiy=3+41

z=1+2A
m=3x+y-z=0

=3(2-A)+(3+1)-(1+24)=0;; 6-341+3+1-1-21=0 ;;

x=2-2=0
8-44=0;2-1=0;; A=2 = {y=3+2=5 = Q(0, 5, 5)
z=1+2.2=5 -

La distancia recorrida por el proyectil es igdahadulo del vectoiPQ.



£=Q—P:(O, 55 -(231)=(-22 4).

d :‘%":J(—z)z +22+4? = J4+4+16=+/24=2J6 =d

La distancia recorrida por el proyectil es de 2./6 unidades
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BLOQUE 3

1°) Dada la funciony =

X .
, se pide:
1s pi

X?
a ) Dominio de definicion y corte con los ejes.

b ) Intervalos en los que es positiva y en losegiregativa.
c ) Asintotas.

d) Intervalos de crecimiento y decrecimiento.

e ) Representacion aproximada de la curva.

a)
El dominio de una funcion racional es R, excepsovalores reales de x que anu-
lan el denominador.

X -120 = (x+1)(x-1)=0 = {Xl ~ D(f)=R-{-1 1

X, =-1

La funcion pasa por el origen de coordenadas:=(0) El tunico punto de corte
con los ejes es el origen O(0, 0).

b)
Para estudiar los intervalos de ordenadas posiyiveegativas tenemos en cuenta

gue la funcion se puede expresar de la fo X
(x +1)(x-1)

, ... . ., X
Las ordenadas seran positivas o0 negativas, cuarsga la fraccmnzi.
x+1)(x-1)

Las asintotas de la funcién son las siguientes:



Horizontales: son los valores finitos que tomaulacfon cuando x tiende a valer
infinito; son de la forma y = k.

Verticales: son los valores de x que anulan el chemador.

x*-1=0;; xX*=1= x=1;; x,=-1

Oblicuas: No tiene.

(Para que una funcién racional tenga asintotasuatd es necesario que el grado
del numerador sea una unidad mayor que el graddeti@iminador).

c)

Para estudiar los intervalos de crecimiento ye&t@grento, derivamos:

() = 1-(x? -1)-x 2x _x*-1-2x" _ -x* -1 :—(x2+1): (x
I e R o B e R

Como el denominador de la derivada es siemprdiymsi el denominador es
siempre negativo, la derivada es negativa parajcigalvalor real de x.

f(x) es decrecien¢ en su dominio

La anterior implica que la funcién no tiene maxiyominimos relativos.

Para estudiar los puntos de inflexion determinal@msggunda derivada:

f"(x):_ZX-(xz_l)z—(X2+ ]) .2-()(2_]).2X:_2X3_2X_4X3_4X: 2X3+6X:
(xz _1)4 (X2 ~ 1)3 (X2 _1)3

2x(x* +3
f'(x)=0 = (—3):0 = x=0
2
(x* -4)
La condicién anterior es necesaria, pero no sufiei para asegurar que existe el
punto de inflexién; es necesario que no se anukrd¢ara derivada para ese valor:



Fror(x) = (6x2 +6) : (x2 —1)3 _()2(2((_)(12): 3 -3- (x2 —1)2 - 2X

_(6x7 +6) - (x* —1)-12x* (x> +3) _ 6x* —6x* +6x” ~6-12x" 36X _
(x* -1 (" -1

—6x* —36x> -6 _ —6(x* +6x> +1)
= = =f'"
b1 be 1) )

f(0) = "6(+41) =~ 0 = Punto de inf lexion en 0 (0, 0)
(-4) 256

Para estudiar la concavidad de la funcién estuskdesegunda derivada:

(-0, —2)0(0, 1) » f"(x)<0 = Convexa(n)

f,,( )_2x(x2+3) N
(x* -1)° (-2, 0)0(1, +») - f"(x)>0 = Céncava(O)

d)
La represtacion gréafica aproximada es la que sigue

\{(x)

X ¥

|||
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2°) Construir un triangulo rectangulo de perim&tra con area maxima.

Sea el rectangulo de la figura, cuyo perimetro
dado es 3 m.

3-2X

3=2x+2y ;;, y= >

El valor del area S es:

82%6—4@:0:33—4x:0;;x:§;;y—3_2X

Como puede observarse, se trata de un cuadrado.

Justificacion de que se trata de un maximo:

S'==.(-4)=-2<0 = Maxima cgq.j.

Se trata de un cuadrado de lado 0’75 metros
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BLOQUE 4

1°) a) Enuncie el Teorema Fundamental del Calculo

1
b) Calcule la integral siguiente:= [ (x* 1) - e dx.
0

a)
El enunciado del Teorema Fundamental del Calaulegral para funciones con-
tinuas es el siguiente: “Si f(x) es continua emwdrvalo [a, b], su funcidn integral aso-

ciada F(x) es derivable en dicho intervalo, sieadalerivada f(x)[IxO[a, b] y se ex-
presa de la form#& (x) = [ f(x) - dx”.

Aungue no se pide, vamos a demostrar el teorema:

De la definicion de F(x) se deduce que:

x+h X X x+h X x+h

F(x+h)=F(x)= [ f(x)dx~[ f(x)dx=] f(x)dx+ jx'f(x)dx—j f(x)dx = [f(x)dx

a a a a

Como la funcién f(x) es continua en [a, b], poiTebrema del Valor Medio del
Célculo Integral, existe un ¢ perteneciente aka® (x, x+h), tal que:

[f(x)dx=f(c) - (x+h=x)=f(c)-h, por lo tanto se puede poner:
F(x+h)-F(x)= f(c)-h, (con h# 0, aunquetiende a cero) o también:

F(x+h)- F(X). Tomando limites cuando - O:

F(x+h)-F(x)=f(c)-h = f(x)=

F(x) = lim F(x+h)-F(x) _ lim F'Tf(x)dx}: lim F'f(c)'h} lim (o)

"h-o0 h "h-o0h 1 h - 0Lh "h-o0
Yt Como c perteneciente al interveba x+h),
Ii .
. |m0f(c): f(x), por ser f(x) continua en
f(x [a, b], por lo cual podemos, finalmente, de-
. cir que:
F'(x)= f(x), cqd.
o) b X




La interpretacion grafica es la que indica lafegu

b)
En primer lugar resolvemos la integral indefini«;le;j(x2 —])-e‘zx-dx por el
método de “por partes”, cuya féormula fas- dv=u-v-|v - du.

u=x?-1- du=2xdx

A=[(x*-1) e dx = =

e . dx=dv - v= —%e‘zx *)
= A:(xz—])-(—le‘zxj—j—%e‘zx-2xdx:—%e‘zx(x2—1)+je‘2x- xdx =

2

= —%e‘“ (x*-1)+A = A

u=X - du=dx
AJ_:IX'e_ZX'dX — le_z)( =

e¥.dx=dv - v=-

= A= x(—ie’“j —j—le‘zx dx = 1 xe +lje‘zx dx = 1 xe +1(_}e-2xj +K =
2 2 2 2 2 2

1 —-2X 1 —2X 1 —2X
=-—Xxe7 -——e7+K=—-=e"7(2Xx+1)+ K = A
2 4 4 ( )

Sustituyendo el valor de;An la expresion de A, queda:

A= —%e‘“ (x? —1)—%@2* (2x+1)+K = —lee-“ [2(x? -1)+ (2x+1)| + K =

= —:lle‘zx (2x2 +2x)+ K = —ge‘zx (x+1)+K=A

1

Teniendo en cuenta A, el valor de la integral c;taedi:j(x2 ~1).e?.dx es el
siguiente:
1

| = {—ge-zx (x+1)} = {—%e‘z (1+1)}—[—%e° (o+1)} =-e” —o:i

0
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X2

2°) Calcule el area determinada por la funcidx)=————
X +4x+3

y las rectasy =0,
Xx=0y x=3.
Para valores positivos de x las ordenadas denl@dn son positivas por lo cual,

3
el &rea pedida es el valor de la siguiente intetghhida: S = j >
o X° +4x+ 3

x? _ X*+4x+3-4x-3 -4x-3
Teniendo en cuenta qug =1+—; , €l valor
X2 +4x+3 X +4x+3 X°+4x+3

del area es:

2 x? 2 2 —4x-3 s
S=|—"——-dx=|dx+|———-dx=[x|;+I|,=S *

J(;x2+4x+3 J; J(;x2+4x+3 Morti=s )
X2 +4x+3=0 ; x= % .16—12:—41\/22—412:”( =-1; x,=-3=

2 2 2 '

= x?+4x+3=(x+1)(x+3)

La resolucién de la integral mdeflnlcjai3 dx es como sigue:

X" +4x+3

—4x-3 . —4x-3 ~4x-3 _ A B _ Ax+3A+Bx+B _
[ dx=[—— - dx= = + = =
X2 +4x+3 (x+1)(x +3) (x+1)(x+3) x+1 x+3  (x+1)(x+3)
_(A+B)x+(3A+B) A+B=-4 [-A-B=4 _1 a9
B X* +4x+3 = {3A+B:—3 {3A+B:—3 = A"E” B= 5 =
[ T ROV I B e

X" +4x+3 2 x+1 2 x+3 2° x+1 2° x+3
% L x+1]-2 L|x+3|

Sustituyendo el valor obtenido en la expresiérg(igda:

3
S:[x]ﬁ{2 L|x+1]-= L|x+3|}

:3—0{(; L|3+1|-= L|3+3|j ( L[0+1|-= L|O+3|ﬂ



=3+t.14-2 6=t 1042 13234 o0-2 60+ 2 13-
2 2 2 2 2 2 2

=3+ L2—§L6+§L3 03+ 06931~ 45-17916+ 45-10986=

=3+ 0'6931- 80629+ 4'9438=86339-80629= 0574u®* = S
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