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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: HKoras y 30 minutos

Realiza cuatro preguntas de las ocho que se pagsen

1°) Estudia el siguiente sistema de ecuacioneslésalependiente del parametro real
a y resuélvelo en los casos en que es compatible.

x+ (a? —2a)y — z = —a?

x+ (a?>—4)y+ Q2a—-3)z=—-a*-2a
x+(@®*—4a+4)y+(@*-2a)z=—-a*+a-1

Menciona el resultado tedrico empleado y justifigaiso.

Las matrices de coeficientes y ampliada son lasesiges:

1 a’ —2a -1
M=<1 a’ —4 2a—3>y
1 a?—4a+4 a®-2a
1 a’ —2a -1 —a?
M'=<1 a’ —4 2a—3 —a?-2a )
1 a*—4a+4 a*—2a —-a*+a-1

El rango de la matriz de coeficientes en funcidrmpdeametraz es el siguiente:

1  a*-2a -1 1 a(a — 2) —1
M| = |1 a?—4 20—3|=[1 (@+2)(a—-2) 2a-3|=
1 a?—4a+4 a®?-2a 1 (a —2)? a? —2a
1 a -1
=@—-2)|1 a+2 2a-3|=
1 a—2 a®-2a

=(a-2)-[la(a+2)(a-2)—a+2+aRa—3)+a+2—a%*(a—2)—

—(a—-2)(2a-3)] =
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=(a—-2)[a(a?—4)+4+2a*—-3a—a®>+2a*—-2a*+3a+4a—6] =
=(a—-2)-[a®>—4a—a%+2a’+4a—-2]=(a—-2)(2a*-2) =
=2(a-2)a*-1)=0>a, =-1,a,=1,a; = 2.

Segun el teorema de Rouché-Frébenius:

a+—1
Para { a+1 }:RangM:RangM’ =3 =n%incoég.= S.C.D.
a+*2

1 3 -1 -1
Paraa=—1=>M’=<1 -3 -5 1>=>{CZ=—SC4}=>RangM’=
1 9 3 =3

Paraa = —1= Rang M = Rang M' = 2 < n%inc6g.= S.C.I.

1 -1 -1 -1
Paraa=1=>M' = (1 -3 -1 —3) = Rang M' = {C,,C,,C,} =
1 1 -1 -1

1 -1 -1
1 -3 -3
1 1 -1

= =3-14+3-34+3—-1=4+0= RangM' =3.

1 0 -1 —4
Paraa=2=>M’:<1 0 1 —8)2Rang M’ = {Cy,C;,C4} >
1 0 0 -3

1 -1 —4
1 1 -8
1 0 -3

= =—-3+8+4—-3=6+#0= RangM' = 3.

Para {Z z 1

2} = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.

Se resuelve, en primer lugar, parg& —1,a # 1 y a # 2:
2 _ _ _ A2
1 a2 2a 1 2a F, > F,—F,
1 a‘“—4 2a—3 —a‘ —2a :F—>F—F =
2 2 2 3 3 1
1 a*—4a+4 a*—2a —a*+a-—1
1 a®-2a -1 —a?
=

0 2a-—4 2a — 2 —2a>=>{F3—>F3+F2}=>
0 —2a+4 a*—-2a+1 a-1



1 a?-2a -1 —a?
_—a-1 _  —(a+1) -1
=0 2a—4 2a-2 —2a :Z_az—l_(a+1)(a—1):Z_E'
0 0 a’?—1 —-a-—-1

2(a—2)y+2(a— 1)z = —2a; (a—2)y+(a—1)-a_—_11=—a;

(a—2)y—1=—a; (a—2)y=1—a=>y=g.

1—a -1
x+ala—2)y—z=-a%* x+ala—2)-———=—-a%
a—2 a—-1
1 1 1 —-a%+a-1
x+a—-a*+—=-a5x+a+—=0x=——-a=>x=
a—1 a—1 a—1 a—1
—a?+a-1 1-a -1
Solucion: x = =—,7=—,Va€R-{-1,1,2}.
a-1 Y a-2"’ a-1’ { r }

x+3y—z=-1
Resolvemos ahora pasa= —1. El sistema resultax — 3y — 5z = 1}, que es
x+9y+3z=-3
compatible indeterminado. Despreciando una ecuapigmejemplo, la tercera, y ha-
ciendoz = A:

x+3y=—-1+21

1
x_3y:1+5/1}=>2x—6/1,x—3/1. 3y——1+/1—3/1,y__§_

Z).
3

Solucion: x = 34,y = —g—g/l,z = A, VA €ER.
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2°) Calcula los valores depara los que la matri#?® + A2°> es matriz singular, siendo

A= ((1) t_—11)'

Una matriz es singular cuando no es invertiblelees: cuando su determinante
es cero, por lo cual, tiene que §&t° + 425 = 0.

A6 4 A5 = A2 A+ AP [ =A% (A+]).

Teniendo en cuanta que el determinante de un pi@de matrices es igual que
el producto de los determinantes de las matriaesjghacerse lo siguiente:

426 + A%5] = |4%5 - (A + D] = |4%5] - |(A+ DI =0. ()

Teniendo en cuenta qi| = |(1) t_—11| = 1, sustituyendo en la expresién (*)
resulta:

(lAD® - 1A+ D] =0; 1*-|(A+D|=0=|(A+ D] =0.
0 -1 1 0y (1 —1
avi=( T+ =G )
_ 1 -1y _ _ _
|(A+1)|_0=>|1 t|—0;t+1—0=>t——1.

La matriz [A%® + A%%] es singular parat = —1.
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3°) Calcula la ecuacion continua de la reagae pasa por el punfi{1, -5, 3) y corta
—x—y—2z+3=0 x _ytl _z-2
-

alasrectaasz{Sx_l_z_lo_0 ys=S="-=

La expresion de la rectapor unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

_{—x—y—z+3=0

r = 3t 7—10 =0 =>x=A4 z=10—-34;, y=3—-x—2z=
x=A
=3-1A—-10+34 y=-7+21 =>2r={y=-7+ 2.
z=10- 31

Un punto y un vector director de la reetaonA(0,—7,10) y v, = (1, 2,-3).

Un punto y un vector director de la restaonB(0,—1,2) y v, = (2,1,—1).

AT = 0T — 04 = [(1,-5,3) — (0,—7,10)] = (1,2, 7).

BT = 0T — 0B = [(1,-5,3) — (0,—1,2)] = (1,—4, 1).

Se definen los planaog y , de la siguiente forma:

. x—1 y+5 z-3
m,(T; 77, AT) = | 1 2 -3 |=0;
1 2 —7

—14(x—1)—-3(y+5)+2(z—3)—2(z—-3)+6(x—1)+7(y+5) =0;
—8(x—-1)+4(y+5)=0; 2x—1)—(y+5)=0; 2x—-2—-y—-5=0=

>m=2x—y—7=0.

. x—1 y+5 z-3
m,(T; 5, BT) =| 2 1 -1 [=0;
1 —4 1

x—1)—-(y+5)—-8z—-3)—(z—3)—4(x—-1)—2(y+5)=0;
—3(x—1)—-3(y+5)—9(z—-3)=0; x—1)+(y+5)+3(z—-3) =0;
x—1+y+54+3z-9=0=>n,=x+y+3z—-5=0.

La recta pedida es la que determinan los plangsm,:



t={2x—y—7=0
T x+y+3z-5=0

La rectat expresada por unas ecuaciones parameétricasigsikense:

_{2x—y—7=0

>z=1> 2x—y=7

x+y+3z—-5=0 x+y=5—3/1}=>3x:12_3/1;

x=4—-1 y=2x—-7=8-21-7=>y=1-2A

x=4—-2
tE{y:1—2/1.

z=A
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4°) Calcula la ecuacién continua de la recgue pasa por el pun®(1,2,—1), es
lelaal plana = 2x —y +z =0y cortaal t={x_y+22+2=0
paralela al plana = 2x —y+z =0y cortaalarecta= 3x—y—z-3=0

El haz de planog paralelos ar = 2x — y + z = 0 tiene por expresion general
p=2x—y+z+D=0.

De los infinitos planos del hg, el planoy que contiene al punt®(1,2,—1)
es el que satisface su ecuacion:

ﬂEZx—y+z+D=0} A _ _
P(1,2,—1) 22:-1-2-1+D=0;,-1+4D=0=>D=1>

>y=2x—y+z+1=0.

El punto Q de corte de la reataon el plang es la solucidon del sistema que
XxX—y+2z=-2
forman: 3x—y—z = 3}. Resolviendo por la regla de Cramer:
2x —y+z=-1

2 -1 2
T T 2mem1-24243 2
=1 -1 gl 27671724243 -2
X=T =1 2] = Tiletz4a-143 1 2.
3 -1 -1
2 -1 1
1 -2 2
3 3 -1
y=2=l1l-3-6+4-12-1+6=—6.
1 -1 -2
3 -1 3
z=22 -1 1l _—146—-6—-—4+3—-3=-3.

1

El punto de corte e8(—2, —6, —3).

La rectas pedida es la que contiene a los pu0k 2, —1) y Q(—2,—6, —3).

QP = 0P — 00 = [(1,2,—1) — (-2,-6,—3)] = (3,8, 2).
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59) Calcula las siguientes integrales definidas:

dx

11:f2x\/—912—f(3—2x) e”** - dx.
Vx—1=t->x—1=t?
_ dx 1 _
Il_fzm/ﬂ:) Zm-dx—dt :>ft21 dt =arctgt+C >
x=t*>+1
:I1=f2\/——arctg\/x— +C.

—-2x

3—2x=u—->du=-2-dx
ILL=[(B-2x)-e* .dx > =

dvze‘zx-dxevz—%-e
=>(3—2x)-(—%-e‘zx)—f—%-e‘zx-(—Z-dx)=
=—%-e‘zx-(S—Zx)—fe‘zx-dxz—%-e‘zx-(3—2x)+%-e‘2x+6=
= —— e [B-20)—1]+C=—5- e 2-20)+C >

=>L=[3-2x)-e - -dx=e"*-(x—1)+C.
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1
6°) Se considera la funcifi{x) = esenx+cosx;

a) Estudia la continuidad de la funcién en el inten\4, r].
b) Halla su extremo relativo en ese mismo intervalo.

a)
La funcionf (x) es continua en R, excepto los valores realesagiee anulan la
expresiorsen x + cos x, en cuyo caso, la funcion no esta definida par ser

f(x)=e%=e°°=00.

31T 71T 11w 157
Senx+cosx=0=>senx=—cosx$x={7; —_—, —, T}, en ge—

4k—1
neral:x = — Vk € N.

Parak=1=>x1=%”e[0,n]. Parak=2=>x2=%”6£[0,n].

3

La funcién esta definida €0, ],Vx € R — {T}'
Por self (x) una funcion compuesta por funciones continuas slen x y cos x:

f(x) es continua en [0, ], excepto para x = %n.

b)
La condicidén necesaria para que una funcién tangatremo relativo, maximo
0 minimo, es que se anule su primera derivadaeepleto.

Para obtener la derivada de la funcion se prodebieodo siguiente:

1 1

f(x) = esemmreoss = L[f(x)] =

sen x+cosx’

1

= f'(x) = eFenwrcosx - —oLXTCOSX

f'(x) _ -1-(cosx—sen x)

f(x)  (senx+cosx)? (sen x+cos x)2"
1

f'(x) = () = esenx+cosx - sen x—cosx

= 0.

(sen x+cos x)?2

1

Por sefesenx+cosx = 0,Vx € Ry (sen x + cosx)? # 0,Vx € D(f):

f'(x) =0=senx —cosx = 0; senx=cosx=>x=/1n+%,VAEZ.



Parai = 0 = x, = - € [0,7]. Parazl=1:>x2:%ne[0,n].

El Gnico extremo relativo se encuentra para %.

Para diferenciar si se trata de un maximo o de uminmo relativo puede recu-
rrirse a la segunda derivada, pero lo engorrosprbeleso recomienda su determina-
cion por el signo de la primera derivada en difesgimtervalos.

Para el estudio en el interva(IO, %) se considera el vaI%re (0, %)

1 1 1 \/5
Parax = T_ 30° = fI(E) — esen%+cos% . Sen%_cosgz — e%+\/7§ . 5_?2 —
6 6 (sen Z+cosT) <1+\/_§)
2 2
nE =8 =) n
ez - (1 Zﬁ)z = (+) D <0=>Enel intervalc(o,z) la funcion es decreciente, lo

_+_
2 2

cual implica, teniendo en cuenta la continuidathdencion, que para = % la funcion
tiene un minimo relativo.

1
T — Se'l’lE"'COSE —_ -+t — i
f(z)_e 4 1 =272 = ez,

1
La funcion f(x) tiene un minimo relativo en el punto P (%, e~/5>.
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2_
eXx 2

7°) Sea la funciofi(x) =

—
a) Demuestra que la funcién es continua en el inkerfva2, —1].

b) Comprueba que existe un vatoe (—2,—1) tal quef’(a) = e. Enuncia el/los re-
sultado(s) tedrico(s) utilizado(s), y justificalsso.

a)

2_
eX 2

La funcionf (x) = —es continua eR — {0}, por ser el cociente de dos fun-

ciones continuas, en R el numerador Ren{0} el denominador y, teniendo en cuenta
quel ¢ [-2,—1]:

La funcién f(x) es continua en [—2, —1].

b)
2 2 2
“2x—eX 721 ¥ 72.(2x%-1)

fr(x) _ 2x-e* _

x2 x2

La funcionf’(x) es continua e—2,—1) por ser un cociente tal que el nume-
rador es el producto de dos funciones continud® yel denominador es una funcion
continua ek — {0} y, teniendo en cuenta q0ez (—2,—1), por lo cual, la funcion

x2-2 2
, e ‘(2x=-1)
fra) = S

es continua ef-2, —1).

Teniendo en cuanta el teorema de los valores ietdios 0 desigualdad de Dar-
boux, que dice que, “si una funcion es continuarmemtervalo[a, b] toma todos los
valores comprendidos entféa) y f(b) al menos una vez”.

, eV’ 2 . (—2)2-1] €27 _
F(=2) = 2 =7 = 1293

, etV 2p(—1)2-1] el 1 _
fi=1D= 0 =——=-=037.

De lo anterior se deduce que:
f'(-1)=037< f'(a)=e=2,72< f'(—2) = 12,93, con lo cual:

Queda probado que existe a € (—2,—1) tal que f'(a) = e.
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8° Encuentra los dos puntos en que se cortanr#dicas de estas dos funciones:
f(x)=2—|x|y g(x) =x%—10. Calcula el area de la regién del plano encerrada
entre ambas gréficas.

En primer lugar, nétese que ambas funciones soétiscas con respecto al eje
de ordenadas por sf(—x) = f(x) y g(—x) = g(x).
—x st x<0 . oy
xsix>0 " la funcidnf (x) = 2 — |x| puede

24+x si x<O0
2—x si x>0

Teniendo en cuenta qire| = {

redefinirse de la forma siguientgtx) = {

Los puntos de corte de las funciones tienen pscisds las raices de las ecua-
ciones que resultan de la igualacion de sus exqmesi

Parax > 0: f(x) = g(x) 22 —x=x?>—-10; x*2+x—12=0;

_ C1EVTHAS _ —1HVA9 | 147 {xl =—4,noes >0

/ : 2 gl }:>x:3:>A(3,—1).

Por simetria, otro punto de corteBys-3, —1). ) ‘ 4 ’

C

Teniendo en cuenta qyf¢€0) = 2 = €(0,2) y que
la funciéng(x) = x? — 10 es una parabola conveia),
por ser positivo el coeficiente de, cuyo vértice es el
puntoV (0, —10), la representacion grafica de la situaciéry/
se expresa, de forma aproximada, en la graficantdju

Teniendo en cuenta la simetria de las funciones;
qgue en el intervalo de la superficie a calculamlaena-
das de la funciori(x) son iguales o mayores que las co-
rrespondientes ordenadas de la fungjén), y de la ob-
servacion de la figura se deduce la superficielaulza,
que es la siguiente:

S=2-[JIf(x) - g®)]-dx=2-[][(2-x) - (x* = 10)] - dx =

3 3 2 3
=2-f0(—x2—x+12)-dx=2-[—%—%+12x]0=

=2-[(--Z+12-3)-0] =2 (-9-2+36)

2-(27—§)=54—9=>

= S =45u?
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