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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: HKoras y 30 minutos

Realiza cuatro preguntas de las ocho que se pagsen

ax+(a—2)y=a—2
1°) Estudia el sistema de ecuaciohes + (a> — 2a)y + 2z =a  dependiente del
Bax+ (a? —4)y+z=4a—4
parametro real y resuélvelo en los casos en que es compatibleciiea el resultado
tedrico empleado vy justifica su uso.

Las matrices de coeficientes y ampliada son lasesiges:

a a—2 0 a a—2 0 a-—-2
M=|a a?—2a 2|yM=|la a?—-2a 2 a |
3a a*—4 1 3a a’*—4 1 4a-—4

El rango de la matriz de coeficientes en funcidrmpdeametraz es el siguiente:

a a—2 0 1 1 0
IM|=|a a?—2a 2|=a(a—2)-|1 a 2| =
3a a*—4 1 3 a+2 1

=a(a—2)[a+6—-2(a+2)—-1]=a(a—2)(a+6—-2a—4—-1) =
=ala—2)-(—a+1)=0>a,=0; a, =1,a; = 2.

Segun el teorema de Rouché-Frébenius:

a+0
Para {a * 1} = Rang M = Rang M' = 3 = n%inc6g.= S.C.D.
a+2
0 -2 0 -2
Paraa=0=>M =0 0 2 0 |={C,=C(C}=>RangM’' =2.
0 -4 1 —4

Paraa =0= Rang M = Rang M' = 2 < n®incég.= S.C.1.
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1 -1 0 -1
Paraa=1=>M’=<1 -1 2 1>=>RangM’=>{C1=—C2}=>

3 -3 1 0
1 0 -1
${61,63,C4}$1 2 1 :_1+6_1:4¢0$RangM,=3
31 0
2 0 0 O
Paraa=2=>M’=<2 0 2 2>=>RangM’=>{Cl,C3,C4}=>
6 0 1 4
2 0 0
=2 2 2/=16—4=12+ 0= RangM' = 3.
6 1 4

Para {Z f ;} = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.

Se resuelve, en primer lugar, parg 0,a # 1y a # 2:

<“ S “‘2>${FﬁFZ—F1}:
a a” — 4Za a
F. - F. — 3F
30 a’—4 1 4a-—4 3 7 3o

a a—2 0 a—2
=><0 a’?—3a+2 2 2 >=>{F3—>F3—F2}=>
0 a?—3a+2 1 a+2
a a—2 0 a-—2
=><0 a’?—3a+2 2 2 >=>Z=—a=>
0 0 —1 a

2a+2 _ 2(a+1)
a?2-3a+2 (a-1)(a-2)

(a?—3a+2)y—2a=2; y=

2(a+1) 2(a+1) 2a+2
ax+(a—2)-(—=a—2; ax + =a—2;, ax=a—2—
(a-1)(a-2) a-1 a-1
(a-2)(a-—1)-2a-2 a?-3a+2-2a-2 a®-5a a-5 a-5
= ax = = = =q-—>x=—
a—1 a—1 a—1 a—1 a—1

oo a-5 _ 2(a+1) _ _
Solucion: x = — Y= —(a—1)(a—z)’z = —a,Va € R —-{0,1,2}.

Q

—2y = —2
Resolvemos ahora patta= —2. El sistema result%Zz =0 , que escompa-
—4y = —4

tible indeterminado cuyas solucion es la siguiente:



Solucion: x = A,y =1,z=0,VA €ER.
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2°) Calcula los valores del parametnoara que se cumpla la condicién- B~1| = 1,
—t

1 t —t t—1 ¢t
siendod = <2t—1 t—1 t )yB = (1—2t 2t —1).
t—2 0 t—2 0 -1 1

1+t t —t
t—1 t—-1 t

1 t —t
=>{C;>C —C}=>

Al =12t—-1 t—-1 t
t—2 0 t—2 0 0 t—2
PO B A A P T b
=e-2- 1y Lyf=e-n -0 70 ]
=({t-2)-(t—-1)- A+t—-t)=((t—-2)-(t—1).
t—1 t -t t—1 0 —t
|IBl=11-2t 2t —-1|=2{C,->C,+C3}=>(1-2t 2t—1 -1|=
0 -1 1 0 0 1

=(2t—1)-|t61 _1t|=(2t—1)-(t—1).

=1 2=1 |4=8>

B B]

|A4-B7Y =1;

=>(t-2)-t—-1)=Q2t—-1)-(t—-1); t—2=2t—1=>t=—1.
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3°) Calcula la ecuacion general de la reagae corta perpendicularmente a las rectas
2y+z=0 _X=6 _y=6 _ z-2

x+y=0 ys=7 5 2’

de ecuaciones = {

a)
La expresion de la rectapor unas ecuaciones parameétricas es la siguiente:
= -1
_(2y+z=0 . _ _ . X
r={x+y=0 Sy=A4 x=—A, z=-2A=>r= y—/l2
Z=—

Un punto y un vector director de la reetaonA(0,0,0) y v, = (1,—1, 2).

Un punto y un vector director de la restaonB(6,6,2) y v, = (—1,5, 2).

Los vectore®, y v, son linealmente independientes por no ser propoatas
sus componentes; esto implica que las recias se cortan o se cruzan. Para diferen-

ciar el caso hacemos lo siguiente:

Se considera el vecta¥ que tiene como origen el puntoe r y extremo el
puntoB € s:W = AB = OB = 04 = [(6,6,2) — (0,0,2)] = (6,6,0).

— —> —>

Segun que los vectorgs,., v, w} sean 0 no coplanarios las reotass se cortan
0 Se cruzan, respectivamente.

Los vectoresv,, v, w} son coplanarios cuando el rango del determinamte g
forman es cero y las rectas r y s se cortan; em@agrario, Se cruzan.

1 -1 2
Rang (v, vow}=|-1 5 2[=-12-12-60-12=-96#0=
6 6 0

— — —> —_— — — .
= Rang {v,, v;,w} =3 = v, v, W no son coplanarios =

Las rectasr y s se cruzan.

El vector director de la rectaes cualquiera que sea linealmente dependiente del
producto vectorial de los vectores directores dedatas- y s.

i j k
UrXTy=|1 -1 2|=-2i—2j+5k—k—10i—2j=
-1 5 2

= —12i —4j + 4k > v, = (3,1,—-1).



Para facilitar la comprensién del desarrollo getaicio se acompafa el grafico
adjunto.

S

Se determinan los planasy =, de las siguientes caracteristicas:

X y z
m(4;v,v) =11 -1 2|=0; x+6y+z+3z—2x+y=0;
3 1 -1

—x+7y+4z=0>m,=x—-7y—4z=0.

x—6 y—6 z-—2
-1 5 2
3 1 -1

m,(B; vg,v;) = = 0;

—5x—-6)+6(y—6)—(z—2)—15(z—2)—2(x—6)—(y—6) =0;
—7(x—6)+5(y—6)—16(z—2)=0; —7x+42+5y—30—-16z+32=0=
=>mn,=7x—5y+ 16z + 44 = 0.

La recta pedida t es la interseccion de los plabbtsnidoss; y m:

t={x—7y—4z=0
" (7x =5y +16z+44=0
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4°) Halla un planar que sea tangente a la esfera de radio 3 y cae®, 0), y que
corte perpendicularmente a la rectz x;3 = 3:4 = Z_+24. Encuentra el punto de tan-

gencia del plano con la esfera, y calcula la edmacontinua de la recta que pasa por
ese punto y corta perpendicularmente a

Un vector director de la recteesv, = (2,1, —2).

El haz de planog3, perpendiculares a la reatdienen la siguiente expresion
generalf =2x+y—2z+D = 0.

De los infinitos planos del ha, existes dos planos; y m,, que distan 3 uni-
dades del origen y que son tangentes a la esferant® en el origen y radio 3.

La distancia del origen de coordenadas al pdneg By + Cz + D = 0 viene

dada por la formuld (0, ) = \/%.

Aplicando la formula gb = 2x + y — 2z + D = 0, sabiendo que la distancia es
de 3 unidades:

bl _ 4 bl _ oIl _ _ _
d(P,m) = mmme==3 s =3 =32 D1=-9D,=9.

Los planos que cumplen la condicién pedida sositpsentes:

M =2x+y—2z2—-9=0ymn,=2x+y—22+9=0.

La rectar’, paralela a-, que pasa por el origen de coordenadas, expresada

x =21
unas ecuaciones paramétricas es la siguiehtejy = 4
z=—=21

Los puntos de tangencia pedidos son las intemeeside la rectd y los planos
T YTT,.

T =2x+y—2z2—-9=0

L_YZZA S Al4+A+41-9=0; IN—9=0=>1=1>
r = y=/1
z=—=2A
x=2-1=2
:)P1 :){ y = }=>P1(2,1,—2).
7=-2.1=-2



My, =2x+y—2z+9=0
r,:ﬁi? > 4A+A+41+9=0; A+9=0>1=-1=>
z = =21

x=2-(-1)=-2
=P, = {y =-1 }: P,(-2,-1,2).
z=-2-(-1)=2
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z rsen)
0 . -
59) Calcula los limitesz) MM e b) Jim {x - sen ).
a)
. Vx V- (V3x3+2x2+V/3x3)
xl—lHloo V3x3+2x2—V3x3  w-o = Ind.= xl—lHloo (V3x3+2x2— \/3x3)(\/3x3+2x2+\/3x3)

\/_(\/3x3+2x2+\/3x3) — lim \/_(\/3x3+2x2+\/3x3) lim xvx-(V3x+2 +\/§)

X—>+00 (\/3x3+2x2) (\/3x3) x>+ 3x3+2x2-3x3 T xo+oo 2x2
V3x2+2x+3x
: \/—(\/3x+ +V8x) _ o VBxZtax+y3ax _ o e
= lim lim =—=>Ind = lim —&—=
X—+00 T xo4o0 2x X—+00 z
WG RN NI s G e TV
= lim —&— = lim —— = lim = = =
X—+00 2 x—+00 2 T xoto 2 2 2
Vx
= lim = /3.
x—>+oo\/3x3+2x2 V3x3 V3
b)
. 1 sen sen
lim (x-sen—)—oo sen——oo 0=>Ind.> lim —*=—72=
X—>+00 X X—>+00 = —
X o0
0 L .cos> 1 1
sen - — )
= =—=>Ind = {L'Hopital} > lim “—=%= lim cos== cos— =
0 X—>+ 00 _X_Z x—+00 X [o'e)

=cos0 = lim (x-sen %) = 1.

X—+00
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T(x+1)
4

xX—5
6°) Se considera la funcifi{x) = fog, [sen + ZT].

a) Demuestra que la funcidn es continua en el intefpé7].

b) Demuestra que existe un vale (6,7) tal quef(a) = 0. Enuncia el/los resul-
tado(s) tedrico(s) utilizado(s), y justifica su uso

a)
La funcidnf(x) es logaritmica, por lo cual, es continua en suidimnque es
(0, +0).

Demostrar qug (x) es continua es equivalen a demostrar que esvaokitex-

m(x+1) x5

presidnsen 7 +22.

T(x+1)

<1.

El recorrido de la funcién senofesl, 1], por lo cual:—1 < sen

L oa _ ., a=>0=>2%>1
La expresiorRz® > 0,Va € R; también se cumple qu{ed 20> 0< 2t <1

6—5 1
xX—5 _ — — D5 —
La expresiorz z en el intervald6, 7) vale:{x 622> =2= V2 pe o
s x=7=222 =21=2
anterior se deduce qué2 < 2z < 2.
m(x+1) x5 m(x+1) x5
—1+V2 < sen +272 <14+2=0414 < sen +272 <3.

Queda demostrado que la funciéon f(x) es continua en [6,7].

b)
Sabiendo que la funcigf(x) es continua efp, 7] le es aplicable el teorema de
Bolzano en el interval6e, 7).

El teorema de Bolzano dice que f&ix) es una funcion continua ¢, b] y
toma valores de distinto signo en los extremosdrdetvalo, entonce3c € (a, b) tal

quef(c) =0".

6—5

f(6) = £og, (sen 5+ 277 ) = tog, (—§+ 2§) = ¢og, (—§+ VZ) =

1

> 1
= 15’0‘92\/2—E = {’og2§ =f0g,2 2 = —% <0.



7—5
f(7) ="2og, (sen %ﬂ + 27) = fog,[sen (2m) + 2] = Log,(0 + 2) =
={to0g,2=1>0.

Queda demostrado que 3a € (6,7) tal que f(a) = 0.
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7°) Se considera la funcidi{x) = /x + sen ?

a) Demuestra que la funcidn es continua en el intefa3].

b) Demuestra que existen dos valotes (1,3) y B € (2,3) tales quef'(a) =
f'(B) = 0. Enuncia el/los resultado(s) tedrico(s) utilizajpy justifica su uso.

a)

La funcionf(a) = sena = 0,Va € [0, 2r], por lo cual, la funcioii(x) es con-
tinua en el intervald1, 3] por ser la raiz cuadrada de dos funciones corgipualya
suma es positiva en el intervalo considerado.

b)
T X
1+E"COS?;

2 fx+sen?

El teorema de Rolle dice que “si una funcfdm) en continua efa, b] y deri-
vable en(a, b), cona,b € Ry a < b, y se cumple qug(a) = f(b), existe al menos
un valor ca < ¢ < b tal quef'(c) = 0.

La funcionf (x) es derivable efl, 3), siendo:f'(x) =

Aplicando el teorema de Rolle a la funcjix) en los intervalo$l, 2] y [2, 3]:

)@= [1+sen3=VI+1=+2
f2Q)=V2+senm=v2+0=12

[1,2] = f(1) = f(2).

f2Q)=V2+senmt=v2+0=+2

2.3]= f(3) = 3+sen3?n=\/BT:\/§

= f(2) = f(3).

Queda demostrado que:

Existena € (1,3),8 € (2,3) tales que f'(a) = f'(B) = 0.
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8°) Teniendo en cuenta los datos que aparecergeafiel, calcula el area de la region
sombreada.

La funcionf (x) = —x? — 4x corta al eje de abscisas en los puntos siguientes:

_ 2 A= — = x1=0-0(0,0)
F(x)=0= —x2 — 4x = 0; x(x+4)—0:>{xzz_4_>,4(—4,0)'

Los puntos de corte g&x) con la recta horizontad = 3 tienen por abscisas las
raices de la ecuacion que se forma al igualangugsones.

—x2—4x=3; x2+4x+3=0; x = = 216_12 = _4;D/Z= _4;2 =

=-2 i:]_:b X1 =:__3,x2 = —1.

De las dos raices halladas, para el calculo dal gedida, la que nos interesa es
el valorx = —1. El punto de corte &8(—1, 3).

El vector director de la recta 88 = OB — 04 = (—1,3) — (—4,0) = (3, 3),
cuya pendiente ea = 1, por lo cual, la ecuacidon de la recta es la sigaieconside-
rando el puntdl(—4,0):y—-0=1-(x+4) =y =x+ 4.

En el intervalo de la superficie a calcular4, —1), las ordenadas de la funcion

son mayores que las correspondientes ordenadaseed, por lo que la superficie a
calcular es la siguiente:

§= [ If()—y)]-dx = [ [(—x* —4x) — (x + )] - dx =

=[S g ] - [ g ()] =

=l Sy _%i40-16=28-8_2=28-21-2=7-—
3 2 3 3 2 2

N o
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N
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