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MATEMÁTICAS II                   Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
 Realiza cuatro preguntas de las ocho que se presentan. 
 

1º) Estudia el sistema de ecuaciones lineales ��� + 1�� + ��� + ��	 = 2�−� − 1�� − ��	 = 0        �	 + ��� − 1�� = 3 − �     dependiente 

del parámetro real � y resuélvelo en los casos en que es compatible. Menciona el re-
sultado teórico empleado y justifica su uso. 

---------- 
 
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 

 

       � = � � + 1 �� + � 0−� − 1 −�� 00 � �� − 1�  	 �′ = � � + 1 �� + � 0−� − 1 −�� 00 � �� − 1  203 − ��. 

 
El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro � es el siguiente: 
 

|�| = � � + 1 �� + � 0−� − 1 −�� 00 � �� − 1� = ��� − 1� · � � + 1 �� + �−� − 1 −�� � = 0;  
 ��� − 1��−���� + 1� + �� + 1���� + ��� = ��� − 1��� + 1��−�� + �� + �� = 0;  
 

��� + 1��� − 1��� + 1� = 0;   ��� + 1���� − 1� = 0 ⇒ ��� = 0   �� = −1�� = 1   .  
 �!� � � ≠ 0� ≠ −1� ≠ 1 # ⇒ $�%& ' = $�%& '( = 3 = %º *%+ó&. ⇒ .. /. 0. 

 

 �!� � = 0 ⇒ �( = � 1 0 0−1 0 00 0 −1    203� ⇒ $�%& �( ⇒ 1/�, /�, /34 ⇒ 

⇒ � 1 0 2−1 0 00 −1 3� = 2 ≠ 0 ⇒ $�%& �( = 3.  
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 �!� � = 0 ⇒ $�%& � = 2;  $�%& �( = 3 ⇒ .*5678� *%+98:�6*;<7. 
 

 �!� � = −1 ⇒ �( = �0 0 00 −1 00 −1 0     204� ⇒ > $�%& � = 1$�%& �( = 2?. 
  �!� � = −1 ⇒ $�%& � = 1;  $�%& �( = 2 ⇒ .*5678� *%+98:�6*;<7. 
 

 �!� � = 1 ⇒ �( = � 2 2 0−2 −1 00 1 0  20     2� ⇒ $�%& �( ⇒ 1/�, /�, /34 ⇒   

 

⇒ � 2 2 2−2 −1 00 1 2� = −4 − 4 + 8 = 0 ⇒ $�%& �( = 2.  

  �!� � = 1 ⇒ $�%& � = $�%& �( = 2 < %º *%+ó&. ⇒ .. /. B. 
 
 
 Se resuelve en primer lugar para � ≠ 0, � ≠ −1 	 � ≠ 1: 
 �� + 1�� + ��� + ��	 = 2�−� − 1�� − ��	 = 0        �	 + ��� − 1�� = 3 − �    C ⇒ 1D� → D� + D�4 ⇒  

 

⇒ �� + 1�� + ��� + ��	 = 2                                    �	 = 2�	 + ��� − 1�� = 3 − �    C ⇒ 	 = F� ⇒ 1D� → D� − D�4 ⇒  

 

⇒  �� + 1�� + ��� + ��	 = 2                                    �	 = 2              ��� − 1�� = 1 − �C ⇒ � = �GFFHG� = − FG��FI���FG�� = − �FI�.  

 
 Sustituyendo el valor de 	 en la expresión �� + 1�� + ��� + ��	 = 2: 
 �� + 1�� + ��� + �� · �F = 2;  �� + 1�� + 2� + 2 = 2 ⇒ � = G�FFI�.  

 .9<J+*ó%: � = G�FFI� ;   	 = �F ;   � = G�FI� , ∀� ∈ $ − 10, 1, −14. 
 
 

 Resolvemos ahora para � = 1; el sistema resulta  �2� + 2	 = 2−2� − 	 = 0	 = 3 − 1     , equivalente al 
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sistema �� + 	 = 1  2� + 	 = 0	 = 2          .  

.9<J+*ó%: � = −1;   	 = 2;   � = N, ∀N ∈ $. 

 
********** 
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2º) Calcula la ecuación continua de una recta ! sabiendo que corta a la recta 5 de ecua-

ciones 5 ≡ >3� + 	 − � − 7 = 0� + 	 − 5 = 0          , es paralela al plano R ≡ 2� − 	 + 3� − 6 = 0 y 

pasa por el punto  �−1, 3, 1�. 
---------- 

 
 El haz de planos paralelos a R tiene por expresión: T ≡ 2� − 	 + 3� + 0 = 0. 
 
 De los infinitos planos del haz T el plano U que contiene al punto  �−1, 3, 1� es 
el que satisface su ecuación: 
 

         
T ≡ 2� − 	 + 3� + 0 = 0                             �−1, 3, 1�? ⇒ −2 − 3 + 3 + 0 = 0; −2 + 0 = 0 ⇒ 0 = 2 ⇒  

 ⇒ U ≡ 2� − 	 + 3� + 2 = 0. 
 
 El punto V intersección de la recta 5 y el plano U es la solución del sistema que 
forman: 
 

 
5 ≡ >3� + 	 − � − 7 = 0� + 	 − 5 = 0          U ≡ 2� − 	 + 3� + 2 = 0# ⇒      3� + 	 − � = 7                � + 	 = 52� − 	 + 3� = −2# ⇒ 	 = 5 − � ⇒ 

 ⇒       3� + 5 − � − � = 72� − 5 + � + 3� = −2W    2� − � = 23� + 3� = 3W  6� − 3� = 63� + 3� = 3W ⇒ 9� = 9;   � = 1;  
 	 = 5 − � = 5 − 1 = 4;   3� + 	 − � = 7;   3 + 4 − � = 7;   � = 0 ⇒ V�1, 4, 0�. 
 
 La recta ! pedida es la que contiene a los puntos P y Q. 
 
 YZ[[[⃗ =  V[[[[[⃗ = �V −  � = ��1, 4, 0� − �−1, 3, 1�� = �2, 1, −1�. 
 ! ≡ ]I�� = ^G�� = _G�G� . 

 
********** 
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3º) Calcula los siguientes límites:  
 

��  lim]→� c2 + 57% �d]� e fgHhg.  ;�  lim]→Iij√�3 − �� + 1 − √�3 − 7l. 

 
---------- ��   

 lim]→� c2 + 57% �d]� e fgHhg = c2 + 57% �d� efm = �2 − 1�i = 1i ⇒ B%n. %º 7 ⇒ 

 

 c2 + 57% �d]� e fgHhg = ';   o' = �]HG] · o c2 + 57% �d]� e. 

 

 lim]→��o'� = o clim]→� 'e = lim]→� p �]HG] · o c2 + 57% �d]� eq = lim]→�
rc�Istu vwgH e]HG] = 

 

= rc�Istu vwH e�HG� = r��G���G� = r�x = xx ⇒ B%n76. ⇒ 1o′o9:*6�<4 ⇒ lim]→�
vwH ·yz{  vwgHH|{}~ vwgH�]G� =  

 

= �d� · lim]→�
��s  vwgH��]G��·c�Istu vwgH e = �d� · ��s  vwH��G��·c�Istu vwH e = �d� · x�·��G�� = �d� · x� = �d� · 0 = 0. 

 

  ' = c2 + 57% �d]� e fgHhg = 7x = 1  ⇒   lim]→� c2 + 57% �d]� e fgHhg = 1. 

 ;�   lim]→Iij√�3 − �� + 1 − √�3 − 7l = ∞ − ∞ ⇒ B%n76. ⇒  

 ⇒ lim]→Ii j√]�G]HI�G√]�G�l·j√]�G]HI�I√]�G�l√]�G]HI�I√]�G� = lim]→Ii ]�G]HI�G]�I�√]�G]HI�I√]�G� =  

 

= lim]→Ii G]HI�√]�G]HI�I√]�G� = lim]→Ii
hgH|�gH�g�hgH|f|�g�h�gH

= lim]→Ii
G�I �gH�g�hgH|fgH I�g�h�gH

=  

 

= lim]→Ii
G�I �gH

�g�hgH|fg� I�g�h�g�
= lim]→Ii

G�I �gH
��G fgHI fg�I��G �g�

= G�I ����G f�I f�I��G ��
= G�Ix√�GxIxI√�Gx =  

 = G�√�I√� = G��I� = − ��   ⇒  lim]→Iij√�3 − �� + 1 − √�3 − 7l = − ��. 

 
********** 
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4º) Sea la función ���� = c1 + 57% d]� e]
. 

 �� Demuestra que la función es continua en el intervalo �1, 2�. ;� Demuestra que exista � ∈ �1, 2� tal que �(��� = 0. Enuncia los resultados teóricos 
empleados y justifica su uso. 

---------- ��  

 ��1� = c1 + 57% d�e� = 1 + 57% d� = 1 + 1 = 2 > 0. 

 ��2� = �1 + 57% R�� = �1 + 0�� = 1 > 0. 
 

La función ���� = c1 + 57% d]� e]
 es positiva en el intervalo �1, 2� por ser con-

tinua en dicho intervalo y no anularse en el mismo: 
 1 + 57% d]� = 0;   57% d]� = −1 ⇒ � = −1 ∉ �1, 2�. 
 
Por ser ���� una función exponencial de base positiva es continua en R, por lo 

cual lo será en cualquier intervalo finito que se considere. 
 

De lo anterior se deduce que ���� = c1 + 57% d]� e]  75 +9%6*%J� 7% �1, 2�. ;�  

 ���� = c1 + 57% d]� e] ⇒ o���� = � · o c1 + 57% d]� e. 

 

 
���]���]� = 1 · o c1 + 57% d]� e + � · wH·��s wgH�Istu wgH = o c1 + 57% d]� e + wgH ·��s wgH�Istu wgH ; 

 

 �(��� = �o c1 + 57% d]� e + wgH ·��s wgH�Istu wgH � · c1 + 57% d]� e]
. 

 Teniendo en cuenta que �(��� es continua en �1, 2�, por ser 1 + 57% d]� > 0 para 

todo valor � ∈ �1, 2�, le es aplicable el teorema de Bolzano, que dice que “si ���� es 
una función continua en ��, ;� y toma valores de distinto signo en los extremos del 
intervalo, entonces ∃+ ∈ ��, ;� tal que ��+� = 0”. 
 

 �(�1� = �o c1 + 57% d�e + wH·��s wH�Istu wH� · c1 + 57% d�e� = co2 + x�e · 2 = 2o2 > 0. 

 

 �(�2� = po�1 + 57% R� + d·��s d�Istu dq · �1 + 57% R�� = co1 + Gd� e · 1 = −R < 0. 

 VJ7n� n78956!�n9 �J7 ∃� ∈ �1, 2� 6�< �J7 �(��� = 0. 

 
********** 
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5º) Sean A y B dos matrices de tamaño 3 × 3 tales que |'| = |�| = ��. Calcula |/| 
teniendo en cuenta que / = �2 · '� · �G���. 
 

---------- 
 

 Teniendo en cuenta que |'�| = |'|; que |�G�| = ���� = �|�| y que |2'| = 2� · |'| 
(el valor 2� es como consecuencia de la dimensión 3 × 3 de la matriz A): 
 

 |/| = |�2 · '� · �G���| = �|2 · '� · �G�|�� = c�2' · ���e� = c���� �e� = 

 = c�v|�||�| e� = �8 · 1�� = 64. |/| = 64. 
 

********** 
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6º) Los puntos '�−1, 2, 1� 	 ��2, 5, 1� son dos vértices de un cuadrado. Halla los otros 

dos vértices sabiendo que están en la recta ! ≡ ]G� = ^G3� = _I�G3 . 

 
---------- 

 La expresión de ! por unas ecuaciones paramétricas es ! ≡ �� = −N          	 = 4 + N     � = −1 − 4N y un 

punto genérico de ! es  �−N, 4 + N, −1 − 4N�. 
 
 Un punto y un vector director de la recta son ��0, 4, −1� y YZ[[[⃗ = �−1, 1, −4�. 
 
 Los puntos A y B determinan el vector '�[[[[[⃗ = �� − '� = �3, 3, 0�. 
 

 La recta 5 que contiene a los puntos A y B es 5 ≡ �� = −1 + �	 = 2 + �   � = 1           . 
 
 Un punto y un vector director de 5 son '�−1, 2, 1� y Ys[[[⃗ = �1, 1, 0�. 
 
 Por ser linealmente independientes los vectores YZ[[[⃗  y Ys[[[⃗ , las rectas ! 	 5 se cruzan 
o se cortan. Para diferenciar el caso hacemos lo siguiente: 

 
 Se considera el vector �[[⃗  que tiene como origen el punto � ∈ ! y extremo el 
punto ' ∈ 5: �[[⃗ = �'[[[[[⃗ = �' − �� = ��−1, 2, 1� − �0, 4, −1�� = �−1, −2, 2�. 
 
 Según que los vectores 1YZ[[[⃗ , Ys[[[⃗ , �[[⃗ 4 sean o no coplanarios las rectas ! y 5 se cortan 
o se cruzan, respectivamente. 
 
 Los vectores 1YZ[[[⃗ , Ys[[[⃗ , �[[⃗ 4 son coplanarios cuando el rango del determinante que 
forman es cero y las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan. 
 

 $�%& 1YZ[[[⃗ , Ys[[[⃗ , �[[⃗ 4 ⇒ �−1 1 −41 1 0−1 −2 2 � = −2 + 8 − 4 − 2 = 0 ⇒ 

 ⇒ $�%& 1YZ[[[⃗ , Ys[[[⃗ , �[[⃗ 4 = 2 ⇒  YZ[[[⃗ , Ys[[[⃗ , �[[⃗  59% +9:<�%�!*95 ⇒ ! 	 5 57 +9!6�%.   
 
 Un punto genérico de la recta ! tiene la siguiente ex-
presión:  �−N, 4 + N, −1 − 4N�. 
 '/[[[[[⃗ = �/ − '� = ��−N, 4 + N, −1 − 4N� − �−1, 2, 1�� =  
 = �1 − N, 2 + N, −2 − 4N�. 
 �/[[[[[⃗ = �/ − �� = ��−N, 4 + N, −1 − 4N� − �2, 5, 1�� =  
 

! 0 

' 

� 

/ 5 
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= �−2 − N, −1 + N, −2 − 4N�. 
 
 Los vectores '/[[[[[⃗  	 �/[[[[[⃗  son perpendiculares, por lo cual, su producto escalar tiene 
que ser cero: 
 
 '/[[[[[⃗ · �/[[[[[⃗ = 0 ⇒ �1 − N, 2 + N, −2 − 4N� · �−2 − N, −1 + N, −2 − 4N� = 0; 
 −2 − N + 2N + N� − 2 + 2N − N + N� + 4 + 16N + 16N� = 0;  
 18N� + 18N = 0;   18N�N + 1� = 0 ⇒ N� = 0, N� = −1. 
 
  N� = 0 ⇒ /� ≡ �−0, 4 + 0, −1 − 0� ⇒ /��0, 4, −1�. 
 N� = −1 ⇒ /� ≡ �1, 4 − 1, −1 + 4� ⇒ /��1, 3, 3�. 

 
 Los puntos obtenidos son los otros dos vértices del cuadrado. 
 /�0, 4, −1� 	 0�1, 3, 3� 9 ;*é%: /�1, 3, 3� 	 0�0, 4, −1�. 

 
********** 
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7º) Sea la función ���� = �� + 3�stu �d]� · o��� − � + 2�. 
 �� Demuestra que la función es continua en el intervalo �−1, 0�. 
 ;� Demuestra que exista � ∈ �−1, 0� tal que �(��� = −o2. Enuncia los resultados teó-
ricos empleados y justifica su uso. 

---------- ��  
 La función &��� = �� + 3�stu �d]� es continua en �−1, 0� por ser una función 
exponencial de base positiva y exponente real. 
 
 ℎ��� = o��� − � + 2� es monótona creciente en su dominio, que es R por ser �� − � + 2 > 0, ∀� ∈ $, por lo cual es continua en �−1, 0�. 
 
 Por ser ���� = &��� · ℎ���, producto de dos funciones continuas en �−1, 0�: 
 VJ7n� n78956!�n9 �J7 ���� 75 +9%6*%J� 7% �−1, 0�. 
 ;�  ��0� = �0 + 3�stu x · o�0 − 0 + 2� = 3x · o2 = o2.  
 ��−1� = �−1 + 3�stu �Gd� · o��−1�� − �−1� + 2� =  

 = 2Gstu d · o�1 + 1 + 2� = 2x · o4 = o4.  
 
 La función ���� es continua en �−1, 0� y derivable en �−1, 0�. 
 
 Por ser ��−1� ≠ ��0� no le es aplicable en teorema de Rolle, pero si le es apli-
cable el teorema de Lagrange (que es la generalización del teorema de Rolle) en el 
intervalo dado. 
 
 El teorema del valor medio o de Lagrange dice que “si una función es continua 

en ��, ;� y derivable en ��, ;�, entonces ∃+ ∈ ��, ;� tal que �(�+� = ����G��F��GF ”. 

 

 �(�+� = ��x�G����xG�G�� = r�Gr3� = o2 − o4 = o �� = o1 − o2 = 0 − o2 = −o2. 

 VJ7n� n78956!�n9 �J7 7�*567 � ∈ �−1, 0� 6�< �J7 �(��� = −o2. 

 
********** 

  



11 

8º) Encuentra los dos puntos en que se cortan las gráficas de las siguientes funciones: ���� = 57% �R�� y &��� = |�� − �|. Calcula el área de la región del plano encerrada 
entre ambas gráficas. 

---------- 
 
 La función de valor absoluto &��� = |�� − �| puede redefinirse de la forma si-

guiente: &��� = � �� − �    5*  � ≤ 0−�� + �  5*  0 < � < 1�� − �    5*  � ≥ 1 . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 La representación gráfica de la situación se expresa en la figura adjunta, donde 
se observan los dos puntos de intersección de ambas funciones, que son ¡�0, 0� y '�1, 0�. 
 

 ¢ 57% �R�� · n� ⇒ £ R� = 6n� = �d · +95 6 · n6¤ ⇒ �d · +95 �R��. 
 
 Teniendo en cuenta que en el intervalo �0, 1� todas las ordenadas de la función ���� son mayores que las correspondientes ordenadas de la función &���, la superficie 
a calcular es la siguiente: 
 

 . = ¢ ����� − &�����x · n� = ¢ �57% �R�� − �−�� + ����x · n� = 
 = ¢ �57% �R�� + �� − ���x · n� = p�d · +95 �R�� + ]v

� − ]H
� qx

� =  

 = p�d · +95 R + �v
� − �H

� q − c�d · +95 0e = �d + �� − �� + �d = �� − �� + �d = �dG�dI��¥d ⇒  

 ⇒ . = ��Gd¥d  J� ≅ 0,47 J�. 

 
********** 
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