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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas30 minutos

Realiza una de las dos opciones, A o B.
OPCION A

(a—3)x+(a—2)y+2z=-1

1°) Estudia el sistema de ecuacioRé€8a — 6)x + (3a — 6)y + 5z = -1 depen-
B-—ax+(@—2)z=a*—4a+5

diente del parametro realy resuélvelo en los casos en que sea compatible.

Las matrices de coeficientes y ampliada son lasesiges:
a—3 a—2 2 a—3 a—2 2 -1
M={2a—6 3a-—6 5 |\ M'=|2a—6 3a-—6 5 -1 :
3—a 0 a—2 3—a 0 a—2 a’*—4a+5
El rango de la matriz de coeficientes en funcidrpdedmetraz es el siguiente:
a—3 a—?2 2

2(a—3) 3(a-—2) 5
3—a 0 a—2

a—3 a—?2 2
2a—6 3a—6 5
3—a 0 a—2

|M| =

=3(a-3)(a—2)*+5(a—-2)3—-a)—6(a—2)(3—a)—2(a—3)(a—2)2=
=(@a-3)a-2)-(a-2)B-a)=(@-3)(a—-2)+(@-2)(a-3) =
=(@a—-3)a-2)[(a-2)+1]=((@-1(@—-2)(a—3)=0=
>a, =1,a, = 2,a; = 3.

a#1

Para {a * 2} = Rang M = Rang M' = 3 = n%inc6g.= S.C.D.
a*3
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-2 -1 2 -1
Paraa=1=>M’=<—4 -3 5 —1>=>{C1— C, = Cy} =
2 O -1 2
= Rang M' = 2.

Paraa=1= Rang M = Rang M' = 2 < n%incb6g.= S.C.I.

-1 0 2 -1
Paraa=2=>M' = (—2 0 5 —1>=>Rang M' = {C,C5,Ch} >
1 0 0 1

-1 2 -1
-2 5 -1
1 0 1

= =—-5-24+54+44=2+#0= Rang M’ = 3.

0O 1 2 -1
Paraa=3=>M’=(0 3 5 —1>=>RangM’:>{C2,C3,C4}=>
0O 0 1 2

1 2 -1
3 5 -1
0 1 2

= =10—-34+1—-12=4+0= RangM' = 3.

Para {Z f é} = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.

—2x—y+2z=-1

Paraa = 1 el sistema result%»z}x — 3y + 5z = —1, que es compatible inde-
2x —z=2

terminado. Para su resolucion se desprecia la dageouacion y se hage= A:

z=—-2+21 21—y —4+41=—-1=y=-3+241

Solucion:x = A, y=-3+4+21, z=—-2+ 21, VAER.

Se resuelve ahora pata= 1,a # 2 y a # 3 por el método de Gauss:

a—3 a—2 2 -1
F. F, — 2F.
M'=<2a—6 3a—-6 5 -1 ):{;1;”1}:
3—a 0 a—2 a*—4a+5 3 3771

a—3 a—2 2 -1
=>< 0 a—-2 1 1 >=>{F3—>F3—Fz}=>
0 a—2 a a’*—4a+4



a—3 a—2 2 -1 )
:( 0 a-2 1 1 ):z=“‘“”=““m””=a—3.
0 0 a—-1 a®—4a+3 et a1

(a—=2)y+a-3=1, (a—2)y=4—a=y="2

a-—2

(a—Nx+(@-2)2+2(a-3)=-1 (a-3x+4-a+2a-6=-1

(a—3)x+a—-2=-1; (a—3)x+a—2=1—a=>x=§.
Solucic’m:le_—a, y=4_—a, z=a—3, Va€eR—-1{2,3}.

a—3 a—2
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-1 2
x=—-1+42A1

La expresion de dada por unas ecuaciones paramétricage%y =2—-2
z=-1+2A

Un vector director de r ag = (2,—1, 2).
El haz de planos perpendicularesesff = 2x —y+ 2z+ D = 0.

El planoa € B que contiene al puni®(2,5,2 ) es el siguiente:

p=2x—y+2z+D=0

P(2,5,2)}:2'2_5+2'2+D=0; 4—54+4+D =0;

3+4D=0; D=-3= a=2x—y+2z—3=0. j
P(2,5,2)

El puntoB interseccion de y a es el siguiente:

a=2x—y+2z—3=0

x=-1+4+ 21
rE{y=2—/1 =z
Z ::__1 +'2A, .P’(x,}G

2(-14+20) -2 —-A) +2(-1+4+21) -3 =0;
—2+41—-24+1-24+41-3=0; 94-9=0; A-1=0=>1=1.
x=-14+2A1 x=—-14+2=1
{y=2—/1 }=>/1=1=>{y=2—1=1}:B(l,l,l).
z=-1+4+21 z=-14+2=1
Para queé®’ sea el simétrico d@ con respecto atiene que cumplirse que:
PE=BP = [B-P]=[P - B];

[(L 11 1) - (21 5) 2 )] = [(xr Y, Z) - (11 1) 1)]:

x—1=-1-x=0
(—1,—4-,—1):(x—l,y—l,Z—1)=>{y—1:—4—>y=—3 }:P’(O,—&o).
z—1=-1-2z=0
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3°) Demuestra que existee (0,2) tal quef’'(a) = 1, siendo la funciérf (x) de ex-
presionf (x) = sen % cos % . L (2e* 4+ 2x — x2). Menciona los resultados ted-
ricos empleados vy justifica su uso.

f’(x)=§-cos n+2—nx-cos 7%X-L(Ze"+2x—x2)—

T+TX T X T+TTX x 2e¥+2-2x
-;-sen—-L(Zex+2x—x2)+sen ——cos —-

—sen SEvEEE—
2 2 2eX¥+2x—x2

Las funcioneg (x) y f'(x) son continuas y derivables en el interv@d2).
f'(0)=§-cos%-cosO-L(2+0—o)_

—sen Z-Z.sen0-L(2+0—0) +sen Z-cos 0 -2 =
2 2 2 2+0-0

=~:0-1-12-1-2-0-L2+1-1-2=0+0+2=2

f’(1)=§-cos %-cos%-L(Ze+2—1)—

2 2 2 2 2 2e+2-1
=E'COS7T'0’L(2€+1)—O-E-SenE.L(ze+2_1)+0.cosE.2€+2—2=
? 2 2 2 2e+2-1

=0-0+40=0.

En el intervalo(0,1) € (0,2) le es aplicable &'(x) el teorema de los Valores
Intermedios o propiedad de Darboux que dice: “si fumcionf (x) es continua en un
intervalo[a, b] y un nimerdc esta comprendido entre los valores extremos fimia
cion, o seaf(a) <k < f(b) of(a) = k = f(b), entonces existe un valore [a, b]
tal quef(c) = k”.

Como quieraque ¢5(0)=2>1>f'(1) = 0:

Jda € (0,2) tal que f'(a) = 1, como teniamos que demostrar.
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4°) La gréfica de la funciéfi(x) = cos%x divide al cuadrado de cent®q0, 0) y lado
2 en tres regiones. Calcula el &rea de cada uasadetres regiones.

Teniendo en cuenta qyf€0) = 1; f(—1) = f(1) = 0, la representacion gra-
fica, aproximada, de la funcion es la que aparada #gura adjunta.

De la observacion de la figura se deducen las
superficies a calcular, que son las siguientes: [105

1
S1=53=f0[1—f(x)]'dX=
1 1 1
=/, (l—cos%x)-dxzf0 dx — | cos%x-dxz
—x]l—A=1-0—A=1—-A4=5,. (¥

— =t
1 mx 2
A= | COS?.dx:{dx=3-dt
s

s T
= - = — jad
x=1-t 2=>3-f02cost-dt=
x=0-t=0 T

2 T 2 - 2 2
=;-[sent]3=;-(sen E—sen0)=;'(1—0)=;-

Sustituyendo el valor obtenido en (*):

S, =S, =242 =0,36u

/A

La superficieS, puede obtenerse de forma sencilla restando gpkxfaue del
cuadrado las superficigsg y S5; no obstante se resuelve por integrales.

S = [LIF@) = (-D]-dx = [ (1+ cos™) - dx =

=f_11dx+f_11cos%-dx: [x]'1+B=1—-(-1)+B=2+B=S,. (*

e

— =t

dx = 2. dt
T

A
x=1->t=-
B=f_11cos%-dx=>{ 2

T
, =

ot > =+ [*cost-dt =
x=—1—>t=—; Tty

Vi3
2 2 2 T T 2 T T 4
==-[sent]?’, ==-|sen ——sen (—=])| == |sen =+ sen =) = -
T - T 2 T 2 2 T



Sustituyendo el valor obtenido en (**):

S, =2+-="2
Vs

T

_ 21T+4

S, u? = 3,27 u?.
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OPCION B

t 2 t+2
1°) Siendo la matrid = <—t t 0 ) calcula el valor del paramettgara que
0 1 2
se cumpla la igualdaadi~!| = —1.

A =A== =-1214= -1
al Al
t 2 t+2
JAl=]-t t 0 [=2t>—t(t+2)+4t=2t*—t*-2t+4t=-1;
0 1 2

t242t=-1; t?+2t+1=0; (t+1)?*=0>t=—1.

A7 = —1parat = —1.
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2°) Halla la ecuacion continua de la rectgue corta perpendicularmente a las rectas
x+y+z—3=0 _x-2 _y+3 _ z-1

deecuacione;:sz{ZX_I_Z_S_0 ys=— n —.

La expresion de por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

_(x+y+z—-3=0 _ . Cm o
_{2x+z—5=0 >x=A=2z=5-21 y=3—-x—z=
x=A
=3-1-5+421=-2+142 = r={y=-2+A1.
z=5-21

Un punto y un vector director aesonA(0,-2,5) yv, = (1,1,-2).

Un punto y un vector director desonB(2,-3,1) y v, = (—2,1,1).

Un vectorw perpendicular a los vectores y v, es cualquiera que sea lineal-
mente dependiente del producto vectorial de ego®kes:

. i J k
wW=vAv=(1 1 =2[=i+4+k+2k+2i—j=3i+3j+3k=>
-2 1 1

>w=(1,11).

Determinamos dos planasy n,; de las siguientes caracteristicas:

x y+2 z-—5
m, (4; v, W) = |1 1 -2 | =0;
1 1 1

x—2y+2)+(z—-5-(zZ-5+2x—(y+2)=0;

3x-3(y+2)=0;, x—(@y+2)=0=>m,=x—y—-2=0.



x—2 y+3 z—-1
,(B; v5, W) = | =2 1 1 [=0;

1 1 1
x—-2)+(y+3)-2(z-1)-(z-1)—-(x—-2)+2(y+3)=0;
3(y+3)—-3(z—1)=0; y+3)—(z—1)=0; y+3—z+1=0=
>mn,=y—2z+4=0.

La recta pedida t es la interseccion de los plahdsnidos anteriormente; y

Para expresar t en funcién continua hacemesi:

x=2+A1
x=2+/1;Z=4+/1:otE{y=/1 :
z=44+ A

La expresion de t dada por unas ecuaciones costasik siguiente:

t

xX—2 y z—4
1 1 1"
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39) Calcula las siguientes integrales indefinidas:

x+1 e
I, = -dx. I, = | ——- dx.
1 fx2+3x—4 2 f1+2ex+ezx
x+1
I, = -dx.
1 fx2+3x—4
—-3+y9+16 _ —3+V25 _ —345
x*+3x—4=0; x= > =——=—=x=-4x=1

x2+3x—4=(x+4)(x—-1).

_ MX—M+Nx+4N _ (M+N)x+(—M+4N) M+ N = 1} N

x+1 M N N
x2+3x—4 —M+4N =1

= + =
x2+43x—4 x+4 x-1 (x+4)(x-1)

S5N=2 N=2; M+2=1=>M=1-2=2
5 5 5 5

L =
1 fx2+3x—4 x+4 x—1

3 2
Ak -dx=f<L+ : )-dx=§-L|x+4|+§-L|x—1|+C=

=Ly (x+4)3 (x— 12 +C.

L= dx=LY(x+4D? (x— 1% +C.

x2+3x—4

_ e* 1+e*=t 1 _
x—f(1+ex)2-dx=>{ex-dx:dt}:f—-dt—

I a
B f 1+2e*+e2%

-1
= [t dt=—4C=-24+C=———+C
-1 t 1+e*

L=[—% .dx=-—1c(
2 14+2eX4e2x 14eX |
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4°) Halla los extremos relativos y los puntos diexion de la siguiente funcion:
f(x) = x* — x2.

Por serf(—x) = f(x), la funcién es simétrica con respecto al eje demadas.

Para que una funcién tenga un maximo o minimoivelan un punto es condi-
cion necesaria que se anule su derivada en ese [sta condicion, que es necesaria,
no es suficiente; para que exista el maximo o nmiresnecesario que no se anule la
segunda derivada en ese punto para el valor qu& lanprimera derivada.

Para diferenciar los maximos de los minimos serre@ la segunda derivada;
si es positiva para el valor que anula la primgedrata de un minimo vy, si es negativa,
de un maximo.

f'(x) = 4x3 — 2x. f"(x) =12x?% — 2.
ff(x)=0>4x3-2x=0; 2x(2x*—-1)=0=>x, =0>=>2x*>—1=0;

1 V2 V2
2x2—1=0; x?==2x, = ——=,X; = —.
2 2 2’737 2

f'"(0) = -2 < 0 = Maximo relativo para x = 0.

f(0)=0 = Maximo:0(0,0).

f”(—‘/;) =12 -%— 2=4>0 = Minimo relativo para x = —\/?7.

f(_x/?f — (_‘/?5)4 — (_‘/?7)2 :%—%: —%: Minimo:P(—\/?i,—%).

Por simetria con respecto al eMinimo: Q (\/2—E — %)

Una funcion tiene un punto de inflexion para latoves que anulan la segunda
derivada, siendo distinto de cero el valor de teet@ derivada para los valores que
anulan la segunda.

Flx)=0=12x2—2=0; 6x2—1=0; xZ:%:x1=—

f"(x)=24x=>f"(x) #0y f""(x,) #0=>P.l.parax = x; y x = x5.

1-6 5

1— —
6

" 36 36"

1
36

Siendax? = % esf (¢ */;)

Teniendo en cuenta la simetria de la funcion especto al eje Y:



Puntos de inflexion: M (— \/_g, — i)

6 36 N(?,— 3_56)
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