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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas30 minutos

Realiza una de las dos opciones propuestas (A o B).

OPCION A

ax—y =20
1°) Estudia el sistema de ecuaciongs2ax + a’y +az = —2a

—ax+ (@ —-1Dy+((a+1)z=—-a—-2
dependiente del pardmettq resuélvelo en los casos en que sea compatible.

Las matrices de coeficientes y ampliadas delmst&on las siguientes:
a -1 0 a -1 0 0

M=|(-2a a2 a |yM' =|-2a a? a —2a |
—a a’-1 a+1 —a a*-1 a+1 —a-2

El rango de M en funcion del parametres el siguiente:

a -1 0
M| =|-2a  a? a |=a*(a+1)+a*—-a*@*—-1)—-2a(a+1)=0;
—a a*-1 a+1

=a*+ad+a?—-a*+a*—-2a*-2a=a*>-2a=a(a*-2)=0 = a; =0,
a, = — 2,(13:\/2.
a+—V2

Para a#0 =>RanM =RanM' =3 =n2incég.= S.C.D.
a¢+\/§

0O -1 0 O
Paraa=0eSM’:<0 0 0 0>=>RangM’:2.
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Paraa=0= RanM = Ran M' =2 <n%incég.= S.C.I.

—2 -1 0 0

Paraa=—2=M =|2y2 2 -2 2V2 = {C1,C, G} >
VZ 1 —VZ+1 V2-2
-2 -1 0 -1 -1 0
=>l2vz 2 22 |=v2- |2 2 22 |=
V21 V2-2 1 1 V2-2

=V2-(-2v2+4-2V2+2V2-2V2+4)# 0= Rang M’ = 3.

V2. -1 0 0
Paraa=V2=M =(—-2v2 2 V2 -2V2 |=2{C, C;5,C) =
—Z 1 V2+1 —V2-2

—1 0 0
=2 \/E —2\/5
1 V2+1 —/2-2

=v2-(V2+2-2V2-2)# 0= Rang M’ = 3.

:_| V2 —2v2 =\/§| 1 2 _
V24+1 —/2-2 V24+1 V242

Paraa=—V2ya=+v2=RanM = 2; Ran M' = 3 = Incompatible.

Resolvemos en el caso de compatible determinado:

ax—y =0
—2ax + a’*y +az = —2a =
—ax+ (@ -1Dy+(a+1)z=—-a-2

ax—y =10 -y =ax
—2x+ay+z=-2 =
—ax+ (@ —-1Dy+(a+1)z=—-a—2

—2x+a’x+z=-2 } (a?—2)x+z=-2 }
—ax+a(@®*—Dx+(@a+)z=—-a—-2) a(@®-2)x+(@+1z=—-a-2

—a(a? - 2)x —az = 2a

a(aZ—Z)x+(a+1)z=—a—2} azt(a+tz=a z=a

(a2—2)x+a—2=—2=>x=2_a2.



a a?

Soluciéon: x = Y S Z=a- 2.
0O -1 0 O
Paraa=0esM'=(0 0 O 0).
0O -1 1 -2

Solucion:x =1, y=0,z=-2,YVA €ER.
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2°) Encuentra la ecuacién continua de la rectaespaisa por el punto P (1, -2, 3) y
corta perpendicularmente a la rectz {x tytz-4=0
perpendicu 3x+y—3z—-2=0

Un vector director de r es cualquiera que seaalinente dependiente del
producto vectorial de los vectores normales delasos que la determinan, que son
los siguientesn; = (1,1,1) y:n, = (3,1, -3).

. i j k
vo=nAn,=|1 1 1|=-3i4+3j+k—-3k—i+3j=
3 1 -3

=—4i+6j — 2k = v, =(2,-3,1).
El haz de planos perpendiculares afes2x —3y+z+ D = 0.

El planor € B que contiene al punto P (1, -2, 3) es el quefaatissu ecuacion:

,852x—3y+z+D=0} A .
P(1,-2,3) 22:-1-3:-(-2)+3+D=0;2+6+3+D=0>
=211+D=0-D=-11 > w=2x—-3y+z—-11=0.

El punto de interseccion de larecta r y el plares la solucion del sistema que
forman:

- {x+y+z—4=0 } x+y+z=4

3x+y—32—2:() 3x+y_32=2 ﬁ{FZ—)FZ—SF]_}ﬁ
= Fy — Fy — 2F,
2y—6z=-10)  y+3z=5 o
—5y—z=3} —15y—32:9}=>_14y—14:3’— 1.

—14+3z=5; 3z=6;, z=2. x—1+2=4;, x=3.
El punto de corte &3 (3, -1, 2)

La recta pedida s es la que pasa por Py Q.

PG=[Q-P]=[3-1,2)-(1,-23)] = (2,1,-1).
x=1+4+2A
La expresion de s dada por unas ecuaciones paieanéss =y = -2 + 1.
z=3-21
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2x%-1
x-2 '

39) Halla las asintotas de la funcipfx) =

Verticales: Son de la forma x = k; son los valayes anulan el denominador.

Asintota vertical: x = 2.

Horizontales: Son de la forma y = k; son los weddinitos que toma la funcion
cuando x tiende & oo:

2_
k = lim f(x) = lim 21 = oo,
X—00 x—oo X—2

No tiene asintotas horizontales.

Asintotas oblicuas: Son de la forma mx + n, siendo:

m = lim 2 yn = lim[f(x) — mx].

x>0 X X—00

) 2x2-1 1

m = lim £ = lim == = lim : = 2.

x—o0o X x—oo X X—00 X“—2X

. . 2x%-1 . 2x%—1-2x%+4x
n = lim[f(x) —mx] = lim ( — Zx) = lim = 4,

X—00 x—o00 \ X—2 X— 00 xX—2

Asintota oblicua:y = 2x + 4.
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4°) Dadas las funciongx) = sen = - cos—y g(x) = 4 — 4x?, encuentra los dos

puntos en que se cortan. Calcula el area de larrelgl plano encerrada entre ambas
curvas.

La funciénf (x) = sen %x : cos%x puede expresarse de forma mas sencilla de la
1
forma: f(x) = 5" sen (mx).

Las abscisas de los puntos de corte de las fuse®on las soluciones reales de
la ecuacion que resulta de la igualacion de susesiknes:

fx)=gkx)=> % -sen(mx) = 4 — 4x?; sen(mx) = 8 — 8x2.
Las Unicas raices reales de la ecuacion obteaide;s= -1y x, = 1.

Los puntos de corte sét{—1,0) y Q(1,0).

La representacion grafica de la situacidbn es
aproximadamente, la indicada en la figura adjunta. g(x)

—~

W

En el intervalo correspondiente a la superficiebf
calcular, (—1,1), todas las ordenadas de la parabola son
mayores que las correspondientes ordenadas dent@orhuseno, por lo cual, la
superficie S a calcular es la siguiente:

§= [0 = g(o] - dx = [}, [(4 - 4x?) — 3 - sen (nx)| - dx =

1

= [4x—%3+%-cos(nx)] 1=(4—§+%-cosn)—[—4+§+%-cos(—n)]=

4 1 4 1 8 16
—gq 2 _Lp 21 _g _S_10,2
3 2T 3 2T
Aclaracion:

nx =t dt 1 1
[ sen (mx) - dx = de = & :fsent-?: ——-cost = ——- cos(mx).
A
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OPCION B

1°) Encuentra los valores de R para los que el determinante de la matriz AvalB
2 -1 3 24+t -1 0

0, siendd = <0 t 2) YB = < 1 t 0).
0 1+t 3 4 7 t

2 -1 3] |24t -1 O
|A-B|=1]A|-|B| =10 t 21 1 t 0=
0 14+t 3 4 7 t
_ o |t 2] 124+t -1 _ ., o . 2 _
=2 |1+t 3| t | 5 |—2t Bt—2-(1+0)] Qt+t2+1) =
tl = 0
=2t-(3t—2—2t)-(t+1)2=2t-(t—2)-(t+1)2=0:>{t2=2.
t3:_1

|A-B|=0parat=0,t=2yt=-—1.
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2°) Dados los puntos P (1, 2, -1), Q (2, -1, 1)8RL, 2), encuentra todos los posibles
puntos S tales que P, Q, Ry S son los vérticemgmralelogramo.

Los casos posibles son los siguientd® = 0S, = P

PR=[R-P]=[(3,12) - (1,2,-1] =(2,-1,3).

QS =1[5:-0Ql=[(xy,2) -2 -1,D]=(x-2y+1,z-1).

X—2=2-x=4
y+1l=—-1->y=-2¢ = 54,-2,4).
z—1=3-2z=4

—_—

QR=[R-0Q]=[(3,1,2)-(2,-1,1D] = (1,2,1).
PS, =[S, — Pl =[(x,y,2) —(1,2,-1)] = (x — 1,y — 2,z + 1).
x—1=1->x=2

y—2=2-y=4; = S5,(2,4,0).
z+1=1-2z=0

RP=[P-R]=[(1,2,-1)—(3,1,2)] = (-2,1,-3).

QS;=1[55-0Ql=[(xy,2) -2 -1,1D]=(x—-2,y+1,z-1).

x—2=—-2->x=0
y+1=1-y=0 = 53(0,0,-2).
z—1=-3-52z=-2 -
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10
~ VB+V5 Z\f_ 5
lim (x2+2x+1
x—+ 00 x243
3x—
. 2x—2
= lim (1 + )
x—+00 x2+43
(3x-
xl_l)I}_loo I+ x2+3
2x—2
x2+3
1 \2x2
xl_l)llloo I+ x2+3
2x—2

3°) Calcula los siguientes limites

lim (\/sz +4x — 1 —V5x2 —
x—+00

6x) lim (xz+2x+1)3x_1
| X—+ 00 x243
lim (\/Sx2 +4x —1—+/5x2 — 6x) =0 —o00 = Indet.=>
X—+00
=~ lim (V5x2+4x—1-V5x2-6x)-(V5x2+4x—1+V5x2—6x)
X—+00 V5x2+4x—14+V5x2—6x
2 2
. (V5x2+4x-1) —(V5x2-6x) 5x%+4x—1—(5x%—-6x)
= lim =
xo>+00  V5x2+4x—1+V5x2—6x x—+00 V5x2+4x—1+V5x%2—6x
10x-1
. 5x%+4x—1-5x2+6x 10x—1 . —
= lim = lim = lim
x—+00 V5x2+4x—1+V5x2—6Xx  x—+0o V5x2+4x—1+V5x2—6x

lim

x—+00 \/5x2+4x 1\/

10x—-1

10

lim

)3x—1

5x2—6x x—+co
xZ

X

x—>+00 VsxZ+ax—1 sx2—ex

X

10-0

X

V5.

1
= lim (1+
X—>-+ 00 x2+3
2x—2
2
x2+3 2x-2
1)éx—2k2+3
= lim
x—+0o0
6x2—6x—2X+2
x2+3
=| lim
x—+0o0
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= 1% = Indet.tipon®e = lim

X—+o00
3x—1
2x-2
x24373¥ Dz
2x—2
14—
x2+3
2x—2
6x2—8x+2
x%2+37 x2+3
2x—2
14— =
x2+3 -
2x—2

|Q)

(x2+3+2x—2)
x243

3x—-1

~ J5+0-0+/5-0



4°) Demuestra que existea(—1,1) y fe(—1,1),a # B, tales que f¢) = () =0
siendof (x) = (x3 + 1) - e V3x+2 . i/(x —1) -sen%.

La funcidn f(x) es continua y derivable en su dumique es R, por ser producto
de tres funciones continuas y derivables en Rcpal le es aplicable el teorema del
valor medio o de Lagrange, que dice que: “Si uneifin es continua efm,n] y

derivable en(m,n), entonces existe al menos un vatog (m,n) que cumple lo
siguiente;f'(c) = fm)—f (),

m-—-n

Aplicando el teorema de Lagrange a la funcion éxl intervalo (-1, 0):

f(-1)=0-eVT.? —2-sen_7n=0.

f(0) = (0+1)-63‘/0+2 Y0 —=1)-sen0 = 0.

' f(0)-f(-1) _ 0-0 _ 0
f'(a) = ===

o-(-1) 1 1

Lo anterior prueba que 3a € (—1,0) tal que f'(a) = 0.

Aplicando el teorema de Lagrange a la funcion éfxkl intervalo (0, 1):

fH)=1+1)- e¥3¥2.% g . sen—

fW-f© _0-0 _0 _
f'b) = 1-0 1 _1_0'

Lo anterior prueba que 3b € (0,1) tal que f'(b) = 0.

Existen ae(—1,1) y fe(—1,1),a # B,tales que f'(a) = f'(b) = 0,c.q.d.
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