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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

Realizar una de las dos opciones propuestas (A o B
OPCION A

1°) Estudia el siguiente sistema de ecuacioneslésalependientes del parametro eeal
(a2 +a)x+2y+z: 2

y resuélvelo en los casos en que es compatitié:+ a)x+(a? - ay = 4
(a2 —a—2)y+(a2 —2a—1)z: 2

Las matrices de coeficientes y ampliada son tasesite:

a’+a 2 1 a’+a 2 1 2
M=la*’+a a’-a 0 yM'=|a*+a a’-a 0 4.
0 a’-a-2 a*’-2a-1 0 a’-a-2 a*-2a-12

El rango de la matriz de coeficientes en funcién ds el siguiente:

a‘+a 2 1 a‘+a 2 1
IM|=|a’+a a’-a 0 |={FR-F}=l 0 a-a-2 -1 |=
0 a’-a-2 a’-2a-1 0 a’-a-2 a’-2a-1
2_ — — —
S LA N SN S

a’-a-2 a’-2a-1 1 a*-2a-1
=(a? +a)(a? -a-2)(a® - 2a-1+1)=(a? +a)(a? ~a-2)(a* - 2a) = a?(a+1)(a-2)(a* ~a-2)=0=

_1£41+8 :11J5 _1#3

2 2 2

= a’-a-2=0;; a = a=-lya=2=

= a’(a+1)a-2)a’-a-2)=0 = a*(a+1*(a-2) =0 ;; [ala+1)a-2 =0 =
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= ala+1)a-2)=0 = a,=0;; a,=-1;; a,=2.

az-1
Para{ a#0 : = RangoM =RangoM'=3=n° inc6ég = Sistemacompatibledeterminada
az2
0 2 1
Paran=0esM =0 0 0 |= RangoM =1
0 -2 -1
0 2 12
Paraa =0esM'=|0 0 0 4/, cuyo rango es equivalente al rango de la matri:
0 -2 -12
2 1 2 2 1 2
M"=1 0O 0O 4/ =0 O 4:—4-‘_22 _11‘:O:> RangoM =2.
-2 -1 2 -2 -1 2

Para a=0 = RangoM =1;; RangoM'=2 = Sistemaincompatile.

0 212
Parao = -1 esM'=|0 2 0 4|, cuyo rango es equivalente al rango de la matriz
0022
2 1 2 2 1 2
M"=|2 0 4|= |2 0 4/=8-16-4=-12#0 = RangoM =3.
022 022
Para a=-1= RangoM =2 ;; RangoM'=3 = Sistemaincompatile.
6 2 1 2
Paran=2esM'=|6 2 0 4|= RangoM'=
00 -12
6 2 2
{c.c,.cl=16 2 4/=24-24=0
0 02
6 1 2
= Jc,C,,C,} =16 0 4/=-12+24-12=0; = RangoM'=2.
0 -1 2
2 1 2
c,.c,.cl=|2 4|=-4+8-4=0
0 -1 2




Para a=2 = RangoM =RangoM'=2<n° incég = Sistemacompatibleindeterminada

Resolvemos, en primer lugar, el caso de compadiélerminado, que es cuando
el valor deu es distinto de las raices encontradas: -1, 0 y 2.

Se procede por el método de Gauss:

a’+a 2 1 2 a’+a 2 1 2
M'=|a®’+a a’-a 0 4|={F,-F}=| 0 a?’-a-2 -1 2=
0 a’-a-2 a*-2a-12 0 a’-a-2 a’*-2a-12
a’+a 2 1 2 ) s
={F-F}=| 0 a*-a-2 = ek x—a2+Z=
0 0 a--2a 0
2-2. 2
T a-a-p_2(®-a-2)-4 _ 2a°-2a-4-4 _ 2a’-2a-8 _ 2a’-a-4) _
a’+a (a2+a)(a2—a—2) (a2+a)(a2—a—2) (a2+a)(a2—a—2) (a2+a)(a2—a—2)
_ 2a*-a-4) _ 2@>-a-4)

~ala+l)(a+1l(a-2) ala+1?(a-2) -

Resolvemos ahora en el caso de compatible indieizaor

oXx+2y+z=2
6x+2y—-2=2 6x+2y=4
Parao = 2 es{6x+2y=4 = z=-2= . =
0 2 6x+2y=4 6x+2y=4
y-2=

= 6X+2y=4;;,3x+y=2= X=4 = y=2-31.

X=A
Solucion <y=2-34, OAOR
z=-2
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29) Encuentra el punto R que pertenece a la weef%\;—l:y_—f’z%s y equidista de los

puntos P(-1, 1, 2) y Q(1, 3, 6).

Los puntos P y Q determinan el vector:

v=PQ=Q-P=(136)-(-112)=(2 2 4).

El punto medio de Py Q es M(0, 2, 4), cuyas cemadas son las medias aritmé-
ticas de las coordenadas de los puntos P y Q.

El haz de planos paralelpgerpendiculares al segmento que determinan los pur
tos P y Q tiene como expresion generak x+y+2z+D =0, por tener como vector

normal al vecton' =(1, 1, 2), que es linealmente dependiente del veate(2, 2, 4).

De los infinitos plano de hg¥ el planoa que contiene al punto M es el que satis-
face su ecuacion:

LEXx+y+2z+D=0
M(O 5 4) —=0+2+2-4+D=0;;2+8+D=0;; D=-10=>a =x+y+2z-10=0.

El punto R pedido es la interseccion del planyola recta r:

x+1_y-3_2z+3 —-x-1=2y-6 X+2y=5 | - X=5-2y
rs = = 5-2y-z=2

2 -1 2 x+1=2z+3 Xx=2=2 = 5-2y+y+2z=10
a=x+y+2z-10=0 X+y+2z=10 X+y+2z=10 yrymes=
-2y-z=-3| -4y-2z=-6

y y = -5y=-1;; y:1 n z=3—2y:3—g=E’:z ;; X=5-2y=
-y+2z=5 -y+2z=5 5 5 5
:5—2:§:X

5

De otra forma:

X=-1+2A
La expresion de r por unas ecuaciones parameggas{y=3-1 . Un punto
z=-3+24

genérico de r eR(-1+24, 3-1, -3+21).

Tiene que cumplirse queR=QR.



PR=/(-1+ 24 +1) +(3- A -1 +(-3+ 24 -2 =/(2A) +(2-A) + (24 -5) =

=412 +4-4) + )2+ 4)° - 20 + 25 .

QR= /(1422 -1 +(3-1 -3 +(-3+24-6) =/(24 -2 +(-A) +(2A -9 =

=JAr -8 +4+ P +4)2 -36) +81.

PR=QR = VAl +4-4) + 2+ 41 =200 +25 =412 81 + 4+ 2 +4)2 —36) +81 ;;
ANV +4-A+ 2 +417 =201 +25=41* -8A +4+ 1> + 41> =361 +81 ;; 29-241 =85-44) ;;

200 =56 ::51=14 - A :%4.

x:—1+2/1:—1+£3:2—3
5 5
r= y:3—/1:3—g':1 = R(Ell—sj
5 5 5 5 5
z=3+24 =3+ 2=
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Je¥*  si x<0

3°) Halla el valor dexOR para que la funciorf(x)= . sea continua en
(1+x)"x si x>0
todo R.

La funcidn f(x) es continua en todo R para cuagualor dea OR, excepto para

el valor x = 0 cuya continuidad es dudosa y vamdstarminar el valor de para que
lo sea.

Para que la funcion f(x) sea continua para x =0etique cumplirse que los limi-

tes por la izquierda y por la derecha sean igualégual al valor de la funcion en ese
punto:

X - 0" X >
. . lim 2 ;2
Para que f(x) sea continua en x = 0 tiene que se6(1+ x)*x =-/e* =e2, lo que
X -
significa que el limite tiene que ser del tipo n° e
lim ! Iim xta a
(*) (1+x)*x = (1+x)x =1°=1" = a>0.
X -0 X -0
1 a+x.x
lim La  lim arx lim
(1+ x)"x = l+x)x =1" = Ind. n° e = 1+ % =
X

r -at
1 ]arx
X

I
)
"
)
Q
"
0]
N
y
o)
"
N W
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4°) Dada la funcionf(x) = sen(x - cosx), demuestra que existe un vahom(o, l_sz tal que

f'(a)=-1. Menciona el resultado teérico empleado y justifia uso.

El teorema del valor intermedio para la derivaaemocido como la propiedad de
Darboux dice:

“Si f es una funcién continua y derivable en [myrge cumple qué '(m)> f'(n),
y seaz[f'(m), f'(n)], existe al menos un puntal(m, n) tal que f'(a)=2z".

La funcion f(x)=sen(x - cosx) es continua y derivable {l@, 7—27} por lo que le es

aplicable el teorema del valor intermedio paradavada.

f'(x)=(1-cosx—x - senx) - cos(x - cos x) = (cos x— x - senx) - cos(x - cos x).

f'(0)=(cos0- 0-sen0) - cos(0-cos0)=(1-0)-cos0=1-1=1

f'(’—ZT)I(COSZ—T—E - senl—Tj : cos(l—T - coszj :(O—E -lj - 005(7—7 -Oj =-Ta=-2,
2 2 2 2 2 2 2 )
Se cumple que (0)> f'(2) y también quef'(0)> f'(a)> f'(2), por lo que podemos

asegurar que:
DaD(O, gj tal que f'(a)=-1

(como teniamos que demostrar)
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OPCION B

: 1 -1 :
1°) Dada la matnmz(l 1] encuentra todas las matrices B que cumpleB=B - A.

) b
Sea la matriB :(a )
c d
1 -1 a b a b) (1 -1 a-c b-d a+b -a+b
A-B=B-A= : = : = = =
1 1 c d c d 1 1 a+c b+d c+d -c+d
a-c=a+b
a+c=c+d b=-c a b
= = = B= , Ua, bOR.
b-d=-a+b a=d -b a

b+d=-c+d
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2°) Encuentra la ecuacion continua de la rectetaguta perpendicularmente a las rec-
2X+y+z+2=0 _X+3_y_z+3

tasr = ys ==
3X+y+2z+1=0 1 1 2

Para determinar la recta t, perpendicular comias aectas dadas, nos guiamos
por el siguiente gréfico.

u M

Para determinar un punto y un vector de la res@axpresa por unas ecuaciones
parameétricas.

2X+y+z+2=0 2X+y=-2-A| -2x-y=2+A
r= = 2= = Xx=1-A,
3X+y+2z+1=0 X+y=-1-24| 3x+y=-1-24
x=1-A
2X+y=-2-A;, Yy="2-A-2X=-2-A-2+2A=-4+ A=y = r={y=—-4+ 1.
z=A

Un punto y un vector director de r sen -4, 0), v, =(-1 1 1) y un punto y un
vector director de s son N(-3, 0, -3y =(1, 1, 2).

Un vector w , perpendicular a, y v, es cualquiera que sea linealmente depen
diente de su producto vectorial:

"
Ovo=|-1 1 1|=2+j-k-k-i+2j=i+3j-2k = w=(13 -2).
1 1 2

_— —

W=V

r

Ahora determinamos los planes y a,, de la forma siguiente:



x-1 y+4 z

vr,w)E -1 1 1|=0;; -2(x-1)+(y+4)-3z-z-3(x-1)-2(y+4)=0 ;;
1 3 -2

aiM;

-5(x-1)-(y+4)-4z=0;; 5x-5+y+4+4z=0 = a, =5x+y+4z-1=0.

X+3 y z+3
aZ(N; v,, W)s 1 1 2 |=0; -2(x+3)+2y+3(z+3)-(z+3)-6(x+3)+2y=0;;
1 3 -2

-8(x+3)+4y+2(z+3)=0;; 4(x+3)-2y—(z+3)=0 ;; 4x+12-2y-2z-3=0 =

= a,=4x-2y-z+9=0.

La recta t pedida es la que determinan los planosa, en su interseccién, que

. S5x+y+4z-1=0 . . . . .
es la sigulentet = Ax—2 +9=0" A continuacion se expresa mediante unas ecuacic
X—2y—-z+9=

nes continuas:

t

{5x+y+4z—1:O 5x+y:1—4A} 10x+2y=2-81
=z=A

=A= = 14x=-7-7A ;;
Ax-2y-z+9=0 ~— 4x-2y=-9+A| 4x-2y=-9+A
b7
x=-1-1, . y:1—4/]—5X:1—4/]+§+§/1:Z—§/]:y:> t=_ 2" 2_%_
2 2 2 2 22 1 3 1
2 2

2x+1_2y-7_z
-1 -3 1

t
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3°) Halle el maximo y el minimo absolutos de lacion f(x)=gx+sen(nx) en el inter-

valo [0, ﬂ .
2

Una funcidn tienen un maximo o un minimo relatiarglos valores que anulan
Su primera derivada:

f'(x)=7—27+n-cos(nx):o = %+cos(nx):o = cos(nx):—%: xD{O, g} — Existen dos

angulos que cumplen la condicion: 120° y 240°,aiesados en radianes son, respec

tivamente 2?” y ? Solucionesx, -3 Yy X, =4

3

Para diferenciar los maximos de los minimos nadatse recurre a la segunda de-
rivada: si es positiva para los valores que anlalgmimera derivada, se trata de un mi-
nimo y, si es negativa, de un maximo.

)= sen(m).  1(e)=-rr-sen(ip)= ¥ <0 = Max para x=2
((5)=7 Zsenl= T N3 2T+ (g

2 3 373 2 6
El méaximo absoluto pedido estax absoluta P(Z 2n ;3\/_ ]

fr(4)=-m*- sen({):—nz-_;/é>0:>M|'n. parax:g.

f(%):z.ﬂ+sen4_n-:2_n-—ﬁ:4n-_—3\/§ 1123.
2 3 3 3 2 6

El minimo absoluto pedido eBtin. absoluta Q(

4 4r-3y3
6
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4°) Dadas las funciones(x)=1+ex-x? y g(x)=e€*, encuentra los dos puntos en que Se
cortan y calcula el area de la region del plan@eada entre las gréaficas de f(x) y g(x).

Los puntos de corte de dos funciones se obtieada tesolucion de la ecuacion
gue resulta de la igualacion de sus expresiones.

f(x)=g(x) = 1+ex-x2=¢* ;;1-x*+ex-e* =0 = x, =0 ;; x, =1.

Los puntos de corte som(0)=1y f(1)=e = A(0,1) y B(1 e).

Teniendo en cuenta que(x)=e-2x>0, Ox0(0, 1), f(x) es creciente en el interva-
lo (0, 1) y, ademas, todas sus ordenadas sonvassén este intervalo.

Siendog'(x)=e* >0, OxOR, g(x)=€* es mondtona creciente en su dominio, que &
el conjunto de los numeros reales; también sushadd#es son todas positivas en el in-
tervalo (O, 1).

Tomando un valor intermedio del intervalo (0,0 ejemplo%:

f(l)=1+E_1=4+26—1=3+26 0103
2 4 4 4

1
g(t)=e* =e D165

El area pedida es la siguiente:

S:I[f(X)_g(X)] : dX=J::(l+ex—x2 —ex)-dx:{x+%—x—3—ex}: :(1+g—1—ej—(—l):

0

€41=473+6_10-3€ 2312 =s.
2 6 6

2
3
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