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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

Realizar una de las dos opciones propuestas (A o B

OPCION A

1°) Estudia el siguiente sistema de ecuacioneslésalependientes del parametro ceal
2y+a’z=a+4

y resuélvelo en los casos en que es compatile: y+(a+2)z=1.
ax—-2y+az=0

Las matrices de coeficientes y ampliada son tpgsesites:

0 2 a2 0 2 a*> a+4
A=la -1 a+2|y A=jla -1 a+2 1
a -2 a a -2 a 0

El rango de A en funcion del parametro reaks el siguiente:

0 2 a’ 0 2 a’
|A|l=la -1 a+2|=ajl -1 a+2 :a[—2a2+2(a+2)+a2—2a]:a(—a2+2a+4—2a):
a -2 a 1 -2 a

:a(4—a2):o:> 81:0 . a2:2 - 83:—2.

az0
Para < a#2 ; = Rango A= Rango A'=3=n° inc6g = Compatible Determinado
az-—-2
0O 2 04 2 0 4
Paraa=0ezA=|0 -1 2 1|= RangoA=|-1 2 1/=16#0= RangoA'=3.
0 -2 00 -2 00
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0 2 46 0 2 6
Paraa=2esA=|2 -1 4 1|= RangoA ={C,C,, C} =12 -1 1|=
2 -2 20 2 -2 0

=-24+4+12=-8#0 = Rango A'=3.

Para { }:> RangoA=2 ;; Rango A'=3 = Incompatilte

a=2
0 2 4 2
Paraa=-2esA=|-2 -1 0 1|={C,+C,=C,} = RangoA=2
-2 -2 =20

Para a=-2= Rango A= Rango A'=2<n° incog = CompatibleIndeterminado

az0

Resolvemos los casos de compatibilidad; primermaoig a#2 ; mediante la
az -2

regla de Cramer.

a+4 2 a°

1 -1 a+2
_| 0 -2 a| -aa+4)-2a*+2a+2)(a+4)-2a_
a(2+a)(2-a) a(2+a)(2-a)
_-a’-4a-2a° +2(a2 +6a+8)—2a _—3a°-6a+2a’+12a+16 _ -a’+6a+16 _ -(a+2)(a-8) _
a(2+a)(2-a) a(2+a)(2-a) a(2+a)(2-a) a(2+a)(2-a)
_ 8-a .
a(2—a)
0 a+4 a?
a 1 a+2
_|1a 0 a | ga+2)(a+s)-a*-a*(a+4)_(a+2)a+4)-a>-ala+4)_
y_ = = =
a(2+a)(2-a) a(2+a)(2-a) (2+a)(2-a)
_a’+6a+8-a’-a’-4a_ 2a+8-a’ _—a2+2a+8_—(a+2)(a—4)_4—a:y

(2+a)(2—a) - (2+a)(2—a) - (2+a)(2—a) - (2+a)(2—a) 2-a




0 2 a+4

a -1 1
_la -2 0 |_-2ala+4)+2a+ala+4) _-2(@a+4)+2+(a+4) _-2a-8+2+a+4d _
zZ= = = = =
a(2+a)(2-a) a(2+a)(2-a) (2+a)(2-a) (2+a)(2-a)
_ -a-2 _ -(a+2) _ -1 _,
(2+a)(2-a) (2+a)2-a) 2-a
2y+4z=2
Resolvemos para = -2; el sistema resulta-2x-y=1 , que es compatible
—-2x-2y-2z=0
indeterminado y cuya solucion es:
y+2z=1
2X+y=-1 = z=A;, y=1-21 ;; x=-y-z2=-1+2A-A=-1+1=X.
X+y+z=0

Xx=-1+A1
Solucién <y=1-24¢, 04, mOR
z=A
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2°) Encuentra la ecuacion continua de la recta e @gta contenida en el plano
. 2x+y-z+1=0

n=x+2y-z+2=0 Yy corta perpendicularmente a la rec :
X+2y—-2z-1=0

El punto de interseccion de la recta r con elglags la solucidn del sistema que
2Xx+y-z+1=0
forman: x+2y-2z-1=0;.
X+2y-z+2=0

2X+y-z+1=0 | - z=1+2x+Yy
X+2y-2z-1=0

x+2y— 21+ 2x+ y)—1=0} x+2y—2—4x—2y—1=0}
X+2y-z+2=0

x+2y—(1+2x+y)+2=0| x+2y-1-2x-y+2=0

-3x-3=0 X+1=0
:>x:—1;1+y:—1;y:—2;z=1—2—2=—3=z:>P04,—2,—@.
—-X+y+1=0] - x+y=-1 —

Un vector director de la recta r es cualquiera speelinealmente dependiente del
producto vectorial de los dos planos que la defmlerortarse, que son =(2,1 -1) y
n, =(12-2).

i |k
Vv =[2 1 -1|=-2i-j+4k-k+2i+4)=3]+3k=(0,33)= v, =(01 1).
12 -2

El haz de planos perpendiculares a r tienen cantor normal al vector director
de r y su expresion general es de la fornsay+z+D =0.

De los infinitos planos del haz=y+z+D =0, el planou que contiene al punto P
es el que satisface su ecuacion:

a=y+z+D=0
= —-2-3+D=0;; D=5 = u=y+z+5=0.
P(-1 -2 -3

X+2y—-z+2=0

La recta s pedida es la que determinan los pla =
P q pm@RyqQs s {y+z+5=0

La expresion de s por unas ecuaciones continuassagliente:

+2y-2+2=0
SE{X yoe = 2=, y=-5-1; x=-2-2y+z=-2-2(-5-1)+ A =
y+z+5=0

=-2+10+2A+ A =8+341=x.
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. - tag® x +tag x dx
39) Halla las integrales definidas=|————=-dx e |, = |———.
) J I tag® x-1 2 J‘x2+x—2
3 2 2y
| :J-tag X2+tagx-dx:Itagx-ta92X+1-dx=jtagx-tag >2< 1+2-dx:
tag” x-1 tag” x-1 tag°x-1

2 2tag x
=|tag X :|1+——— |-dx=|tag X - dX+ | ——— -dx=A+B=1,. *
Jrag ( tagzx—lj Jrag J-ta ?x-1 AtB=l. ()

cosx =t
A= jtag x-dx = j X dx={-senx-dx=dt= A= J'— ~Lt+C, =-Lcosx+C, = A.
COSX
senx - dx=—dt
_senx 5. Senx
:I 2tag X ‘j cosx_ j COSX :I 2senx - cosx Cdx=
tag® x -1 serf x serf x—cos’ x —(cos? x-serf )
cog x cos’ X
cos(2x)=u
=—IM-dx: -2sen(2x) - dx=du} = B—lj%:ELu+C2=1L[cos(2x)]+C2:B.
cos(2x) 2l u 2 2

sen(2x) - dx=-1du

Sustituyendo en (*) los valores de Ay B quetjaf.%L[cos(Zx)]— Lcosx+C.

Esta integral puede resolverse de otra formandoien cuenta que la derivada
detag?x-1 €s 2-tag x - (L +tag? x) = 2- {tag x +tag® x). Seria como sigue:

| :J-tag3x+tagx E_J-Z-(tagsxﬂag x)

-dx= 5
tag” x-1

. -dle-L‘tagzx—1‘+C=I1.
tag” x-1 2 2

Noétese que aunque son expresiones diferentes tiemeisma derivada, que es la

t t
expresmnw como puede comprobarse.
ag- x

_ _ _ =1
I2=I X eiyip=0 x= 14148 _ -1+4/9 _ 1£3_ X |
X% +x—2 2 2 2 X, =—2

1 1 __A B _ Ax+2A+Bx-B (A+B)x+(2A—B):

2+x—-2 (x-1)(x+2) x-1 x+2 = x2+x-2 X° +x-2



A+B=0 1 1
= = 3A=1;; A== B=—=.
2A-B=1 3 3

|2:J- dx —1 1 'dX—E i.dszL(x—]_)—%l_(x+2)+C:LS/:;;-*-C:|2.

X2+x-2 39x-1 3 x+2 3
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49 Dada la funciénf(x)=\/2+ sen%/x+1+sen(ﬂ—31/1+gj, demuestra que existe un valor
X
x0(1, 2) tal que f'(e)=0. Menciona los resultados teéricos empleados ifiessu uso.
Vamos a utilizar el teorema de Rolle, que se peadeciar diciendo:

“Si f(x) es una funcion continua en el intervadg p] y derivable en (a, b) y si se
cumple que f(a) = f(b), existe al menos un purida, b) tal que f'(x) = 0”.

La funcién f(x) es continua y derivable en todo su dominio, qui,gsor lo tan-
to, le es aplicable el Teorema de Rolle en elwaler(1, 2).

Aplicando el Teorema de Rolle:

f(l):\/2+serR/1T1+ser(ﬂ—i/¥j :\/2+serﬁ/§+ser{ﬂ—i/§)=\/2+serﬁ/§+ser?\/§.

f(2):\/2+ serk/2+1+ Se{ﬂ_@j =2+ serﬁ/§+ser(ﬂ—i/§):\/2+serﬁ/§+serﬁ/§ :

Como se aprecia, se cumple guB= f(2).
De todo lo anterior se deduce que:

£0(1, 2) tal que f'(c)=0, comoteniamosque demostrar.
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OPCION B

: 10 .
1°) Dada la matnmz(o 2], encuentra todas las matrices G que cumpleh=G - A.

: b _y . :

Seala matnsz(X ;:J Por condicion del problema tiene que cumplirse:

1 0) (b c b c
A-G= . =

(O 2] (x yj (ZX 2yj

b cy(1 O b 2c
G-A= : =

5o o )

b ¢ b 2c c=0
= A-G=G-A=> = =<7 .
2x 2y X 2y x=0
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2°) Encuentra la ecuacion continua de la recteetaguta perpendicularmente a la recta

3X-y-z+2=0
yalarects=——="-"="-,
5x-2y-z-1=0 2 1 -1

r

En primer lugar vamos a determinar la recta ppgraticular comun a las rectas
dadas, para lo cual nos guiamos por el siguierdtiecgr

..r

Determinamos un punto y un vector director de cadade las rectas dadas, para
lo cual expresamos la recta r por unas ecuacicresngtricas:

3x-y-z+2=0 ~y-2z=-2-3} [-y-z=-2-3)
r = XTyTz = X=A = y=z y=z = y=-3+24 ;;
5x-2y-z-1=0 —-2y-z=1-54 2y+z=-1+51 —
x=A
—y-z=-2-31;; z=2+3A-y=2+31+3-21;; z=5+1 = r=y=-3+24.
z=5+A1
Un punto y un vector director de r sodo, -3,5) y v, =(1, 2, 1).
Un punto y un vector director de s s@ft, -1,0) y v, =(2, 1, -1).

Un vector w , perpendicular a, y v, es cualquiera que sea linealmente depen
diente de su producto vectorial:
k
1|=-2i+2j+k-4k-i+j=-3+3]-3k => w=(1 -1 1).

PN —

Ahora determinamos los planas y 7,, de la forma siguiente:



X y+3 z-5

7T1(A; Vv, W)E 1 2 1 |=0;; 2x+(y+3)—(z—5)—2(z—5)+x—(y+3):O 5
1 -1 1

3x-3(z-5)=0;; x-(z-5)=0 = 7, =x-z+5=0.

x-1 y+1 z
HABfZ,G;E 2 1 -1=0; (x-1)-(y+1)-2z-z-(x-1)-2(y+1)=0 ;;
1 -1 1

-3(y+1)-3z=0;; (y+1)+2z=0 = m,=y+z+1=0.

La recta pedida p, es la que determinan los planiog n, en su interseccion,
que es la siguientgi = X~ 2+5=0
J Cly+z+1=0

Como se nos pide, expresamos la recta p por @gnasienes continuas:

={x—z+5=0

= z2=A = Xx=-5+4;;, y=-1-4.
y+z+1=0 —

X+5_y+l_z
1 -1 1

p
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3°) Encuentra los extremos absolutos de la fundifg=cosx+senx en el intervalo

[727 32”} Menciona los resultados tedricos empleados ¥fiessu uso.

El teorema de los valores extremos dice que tadedn continua en un intervalo
cerrado tiene extremos absolutos en dicho interyainimo absoluto y maximo absolu-
to).

La funcion f(x)=cosx+senx es continua en R, por lo cual lo serd en cualquie
intervalo cerrado considerado.

Los maximos y minimos relativos de la funciéfx)=cosx+senx en el intervalo

dado[g 32”} son los siguientes:
f'(x)=-senx+cosx = f'(x)=0 = senx=cosx.

es

m 3T
El dnico valor que satisface la ecuack® x =cos x en el mtervalc{ }

572
arax=—
P 4

f'(x)=-cosx-senx = f' (T”)——cossjn—sensjn=—005225’—sen225’:

=J2>0 = Minimo para x—STH

{2 2]

2 217 2 2
f(sff)=cossjﬂ+sen57” \/2_ % —J/2 = Minimo: P(54 \/Ej

Los valores de la funcidn es los extremos dehnale son los siguientes:

f(g):cosl—T+sen7—T:O+1=1:> A{E, lj;; f(3—2”):cos3—n+sen3—n—0 -1=-1= B[g—n - j
2 2 2 2 2 2

De todo lo anterior se deduce que la funcifx) = cos x + senx tiene los siguien-
tes extremos absolutos en el intervalo dado:

Méaximo absoluta A{Z—ZT 1) y Minimo absoluta P(STH —\/Ej
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4°) Calcula el area de la region del plano encareadre las graficas de las funciones
f(x)=v1-x* y g(x )_— (Observa que f(x) es parte no negativa de laieferencia
de centro y radio 1).

Las dos funciones son simétricas con respectgeaD¥ por ser f(x)=f(-x) y
tambiéng(x)=g(- x). Los puntos de corte de las funciones son lossquebtienen de la
igualacion de sus expresiones:

f(x)=g(x) = V1-x* == : 2V1-x =1-%° ;;Zl(l—xz):(l—xz)2 5

4-4x7 =1-2x"+x* ;; X' +2x*-3=0;; X’ =y = y*+2y-3=0; =22 24+12
:_212\/1_6=_2214=_112:> y,==3;; Yy, =1.

Deshaciendo el cambio de variable con el valoibp®sgel positivo), resulta:

Yt x=-1- Al-10)
x*=1=
x =1~ B(10)

La representacion grafica de la si-
tuacion es, aproximadamente, la que se
indica en la figura adjunta.

Teniendo en cuenta que el area limi-
tada por f(x) es un semicirculo (como se
nos indica en el enunciado del problema),
el &rea pedida es la siguiente:

=T L H ) X_E_i.{x_x_s}l _
2 2 2 27" 3],

u-=S.
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