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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas W3ninutos

Responde a una opcién del Grupo 1y a una op@b&mipo 2.

GRUPO 1

OPCION A

1°) Estudia el siguiente sistema de ecuacionesléaalependientes del parametro eeal
(a—l)x+ay+ 2z=-1

y resuélvelo en los casos en que es compatilfte: 1)x + 2ay +3z=0 .
(1- a)x+az=a® +1

Las matrices de coeficientes y ampliada son tpgsesites:

a-1 a 2 a-1 a 2 -1
M=la-1 2a 3| :; M'=|a-1 2a 3 0
1-a 0 a 1-a 0 a a’*+1

El rango de M en funcion del parametres el siguiente:
a-1 a 2 a-1 1 2

IM|=|a-1 2a 3|=a-|la-1 2 3|=a-[2a(a-1)+3J1-a)-4(1-a)-ala-1)|=
l1-a 0 a 1-a 0 a

=a(2a’ -2a+3-3a-4+4a-a’+a)=ala’-1)=ala+1)(a-1)=0= a,=0;; a,=-1;; a,=1.

az0
Paraia# -1 = RangoM = RangoM '=3=n°inc6g. = Compatibledeterminado
azl
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-1 0 2 -1 -1 2 -1
Paraa=0 = M'={-1 0 3 O |= Equivalenea M'=|-1 3 0 |= RangoM'=

1 00 1 1 0 1
-1 2 -1
= [-1 3 0|=-3+3+2=2#0 = RangoM'=3.
1 0 1
01 2 -1 1 2 -1
Paraa=1 = M'=|0 2 3 0 |= Equivalenea M'={2 3 0 |= RangoM'=
001 2 01 2
1 2 -1
=2 3 0|=6-2-8=-4#0 = RangoM'=3.
01 2
Para{a: }:> RangoM =2 ;; RangoM'=3 = Incompatitle
-2 -1 2 -1
Paraa=-1= M'=|-2 -2 3 0 |= RangoM'=
2 0 -1 2
-2 -1 -1
{c.c,,c}=1]-2 -2 0|=8-4-4=0
2 0 2
-2 2 -1
={c,c,.c}=|-2 3 0|=-12-2+6+8=0} = RangoM'=2.
2 -1 2
-1 2 -1
c,,c,,c}=[-2 3 0|=-6-2+8=0
0O -1 2

Paraa=-1= RangoM = RangoM'=2<n°incdég = Compatibleindeterminado

az0
Resolvemos para el caso -1, compatible determinado, mediante la Regla
azl

de Cramer:



-1 a 2 -1 1 2
0O 2a 3 a:f 0 2 3
a

12+l 0 a]  [a’+1 0 a|_-2a+3a’+1)-4a’+1)_-2a-(a’+1)_
aa+lfa-1)  ala+1fa-) (a+1)(a-1) (a+1)(a-1)
_-2a-a’-1_-(a®+2a+1)_ —(a+1) _a+tl_

a-1 -1 2 1 -1
a-1 0 3| (a-2:1 o0
_|1-a a’+1 a

(a+1)(a—1) - (a+1)(a—1) _(a+1)(a—1) 1-a

3

-1 a*+1 a|_2(a® +1)+3-3a’ +1)+a _

Y a1 ala+1(a-1)

i ala+1)

_-(a*+1)+3+a_-a’-1+3+a_-a’+a+2_-(a-2)a+1)_2-a

sa+1) ala+1)  ala+l) aa+t) _a
a-1 a -1 11 -1
a-1 2a 0 | a@a-1-/1 2 0

_|1-a 0 a*+1]

-1 0 a2+1=2a2+2—2—a2—1:a2—1

Y.

=a

T dar)my) aa+1)a-1)

a+l
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2°) Se considera la recta s que pasa por el pyat®2P1l) y es perpendicular a la recta

-—v—2z=0
Xmy-z . Encuentra el punto de corte derys.
X—4y+2z+9=0

r

Un vector director de la recta r es cualquiera speelinealmente dependiente del
producto vectorial de los vectores normales delasos que determinan la recta.

Los vectores normales de los planos 8o (1, -1, 1) y n, =(1, -4, 2).

ik
n On =1 -1 -1|=-2i-j-4k+k-4i-2j=-6i-3j-3k=(-6 -3 -3).
1 -4 2

Un vector director der es =(2, 1 1).

El haz de los infinitos planos paralelos que serp@ndiculares a la recta r tienen
una expresion general de la forma 2x+ y+z+ D =0.

El planon perteneciente @ que contiene al punto P(0, 2, 1) es el que sa&éssa
ecuacion:

a=2x+y+z+D=0
= 2:-0+2+1+D=0;; D=-3 = m=2x+y+z-3=0.

P(0, 2 1)

El punto Q de corte del planocon la recta r es la solucion del sistema que de

X-y—-z=0
terminan:x -4y +2z=-9:. Resolviendo por Cramer:
2x+y+z=3
0 -1 -1
-9 -4 2
= 3 1 1 _ 9-6-12-9 :_18:1:x.
1 -1 -1 -4-4-1-8-2+1 -18 —
1 -4 2
2 1 1
1 0 -1
1 -9 2
12 3 1| -9-3-18-6_-36_ _
y= = = =2=y.

-18 -18 -18 —



1 -1 O

1 -4 -9

2 1 3 _—-12+18+9+3_ 18 — 1=,
-18 -18 —-18

Z=

El punto de corte del planocon la recta r es Q(1, 2, -1).

La recta s pedida es la que pasa por los pun®@=2P1) vy Q(1, 2, -1), por lo cual
el punto pedido es Q.

El punto de corte dery s es Q(1, 2, -1).
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OPCION B

-1 1

1°) Dadas las matrices= (1 j y B=
0 1 -2

1 2
1 -1 1 1+1+0
A-B= -1 1=
01 -2 0-1-0
01
2 2
|A-B|= =0 = Rang(AB)=1
-1 -1 _—
1 2 1+0
1 -1 1
B-A=|-1 1| =| -1+0
01 -2
0 1 0+0

1 1 -3

|B-Al=[-1 2 -3|=-4+3+3-2=0 :»‘_11

0 1 -2

1 2
-1 1|, calcula Rang (AB) y Rang (BA).
0 1

2-1+1 2 2
= =A-B
0+1-2) (-1 -1

-1+2 1-4 1 1 -3
1+1 -1-2|=|-1 2 -3|=B-A
-0+1 0-2 0 1 -2

1
, |70 = Rang (BA) =2
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2°) Dado el punto R(1, -1, 2), encuentra los puRtosP. pertenecientes a la recta r da-
X+y+z-4=0

tales que PQR sea un tridngulo equilatero.
X+2y+22-6=0

da por la ecuacion s{

El grafico adjunto ilustra el proceso
que se realiza a continuacion.

El planon es perpendicular a r por
el punto R.

El vector normal del plane es li-
nealmente dependiente al vector director
delarectar.

Un vector director de larectar es el
producto vectorial de los vectores normales deplasos que determinan la recta, que

sonn, =(11 1)y n, =(1 2 2).

=2i+j+2k-k-2-2j=-j+k=(0, -1 1).

N P —
N = )

i
u=n0n =1
1

Un vector normal de es n =(0, 1, -1).

El haz de los infinitos planos paralelos que serp@ndiculares a la recta r tienen
una expresion general de la forma y - z+ D =0.

El planon perteneciente a que contiene al punto R(1, -1, 2) es el que saiksf
Su ecuacion:

a=y-z+D=0
R -1 2)

}:3 0-1+1-(-1)-1-2+D=0;; D=3 = m=y-2z+3=0.

Para conocer cualquier punto genérico de r laesgonos por unas ecuaciones
paramétricas:

X+y+z-4=0 X+y=4-A | -x-y=-4+/
r= = =1 = :>y:2—/] :
X+2y+2z2-6=0 — X+2y=6-24 X+2y=6-24
X=2
X=4-A-y=4-A-2+A=2=X = r=qy=2-A.
z=A



Los puntos de r son de la formé, 2-4, A).

El punto A de corte de la recta r con el plares:

X=2
rsy=2-4
Y = (2-4)-1+320;5-21=0 ;; 1=> = A{Z, -1 Ej
z=A 2 2 2
m=y-z+3=0

Por condicién del problema @R=2AP:

PR=(1-2) +(-1-2+A) +(2- )2 =V1+9-61 + * +4-41 + * =/20° 101 +14

2ﬁ’=z\/(2—2)2 +(2—A +§j +[A —gj :z\/02 +(g-;|j2 +(/1 _gj _

=2\/275—5/1 + >+ A* -5] +275:2\/2/12 -104 +%) =812 — 401 + 50

PR=2AP = /242 =104 +14=+/812 =401 +50 :: 212> =101 +14=84% — 401 +50 ::

64> =304 +36=0 ;; 34* =151 +18=0.

A

_15+4/225-216 _15++/9 _15+3 5%1
6

A =2 A, =3
6 6 2 A4 2

A=2= P(20 2
P(2, 2-1, 1) =
A,=3= P,(2 -1 3
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GRUPQO 2

OPCION C
2dx dx
1°) Halla las integrales indefinidas, e l,=|——.
) g =] S bwr
dx 1 A B _ Ax+2A+Bx-2B
=2 [—— -dx=2- = = =
f I+ 2) T -(x+2) x-2 x+2  (x-2)(x+2)
_(A+B)+(2A-28)  A*B=0 | A*B20l -, 1., 1. 5.1
(1-x)(@+x) 2A-2B=1] A-B=1 2 4 4

=2 A L B k=2 lj 1 -dx—lj L oax|=im, -Lm, =
X—2 X+2 4° x-2 4° x+2 2 2 2

M, = iz-dx = {X_zzt} = j}-dt:j%-dt:Lt=L|X—2|=Ml

1 X+2=t 1 e —
ol &= (ol | = [} s testxeow,

Sustituyendo los valores obtenidos deyW,, queda:

(=2l x-2f - xe2se= [ x-2| - L x+ 2]+ e= 2L X2 e
=L || X2 +c
X+2

1
1+4/x=t - ——=dx=dt -
e 2% = 1= 2 qe2f(1-1)
Lx Jx=t-1- dx=2(t-1)dt

=2-(t—Lt)+c=2-[1+\/§—L‘1+\/§‘]+c
1, =2 [Wx- L[ 1|+ c
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2°) Dada la funciént(x)= x"*, demuestra que existel(1, e) tal que f(c) = 1. Menciona
los resultados tedricos que utilices.

En este ejercicio tenemos que utilizar el Teoreaia/dlor Medio del calculo di-
ferencial, también conocido como Teorema de Lagragge dice: “si f(x) es una fun-

cion continua en el intervalo [a, b] y derivable (anb), entonces, existe al menos un

puntoc(a, b) que cumple:f '(c):W”.

La funcion f(x)=x"* es continua effl, ¢ y derivable en1, e) por lo cual le es
aplicable en mencionado teorema en este intervalo.

gy fle)-f(@) _ett-1t e -1° e-1_ A
f'(c)= T o T e —6_1—1:> f'(c)=1 cad..
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OPCION D

1°) Demuestra que la derivada de la funcigr =Vx" 2 se anula en algtn punto del
intervalo (1 3). Menciona los resultados teéricos que utilices.

X 1 X
1

f(x) = x T2 —y2 2 = L[f(X)]:E-COS%-LX .

1 X JT JTX
—+COS——— - Lx-sen—| ;;
( 2 2 2)

X

1 Vi JTX X 1 1
== .|-—.sen— - Lx+cos— -— |== -
2 ( 2 2 2 xj 2

, 1 cos> (1 X T TTX
f'(x)==-Vx 2 -|=.cos—-=-Lx-sen—
2 X 2 2 2

La funcion f'(x) es continua en su dominio, que(@s+ «), por estar compuesta

por sumas y productos de funciones continuas doralnio de f'(x), por lo cual les es
aplicable el Teorema de Bolzano, que dice queriai funcion f es continua en un in-
tervalo cerrado [a, b] y en los extremos de éstatealores de distinto signo, entonces

existe al menos un valel(a, b) tal quef(c)=0".

Aplicandolo a la funcién f'(x) en el interval@, 3):

f'(Z):l-«/Z“’S” -(%-cosn—g- L2-sennj=%- 2™ -(—%—7—27- L2-Oj:—%-\/%<0

Lo anterior demuestra que lo pedido.
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2°) Encuentra los tres puntos en que se cortafutasones f(x)=x Y g(x):sen%.

Calcula el area de la region del plano encerratia sas graficas.

Los puntos de corte de las funciones se obtierda @jualdad de ambas funcio-
nes:

f(x)=g(x) = x=sen? = X, =-1;; X=0;; x;=1.

Los puntos de corte son los siguientes: A(-1,010, 0) y B(1, 1).

La representacion grafica de la situacion se eeftaj el grafico, donde puede
apreciarse la simetria que tienen con respectogdrode ambas funciones por cumplir-

se quef(-)=-f(x) y g(-x) =-g(x).

Xy

Observando la figura y teniendo en cuenta la simde las gréaficas, teniendo en
cuenta que:

I=Isenﬂ-dx:> ﬂ:t - I—de:dt - dx=£dt :Ejsent -dt=zcostzgcosﬂ=l,
2 2 2 V4 T V4 V4 2

la superficie pedida es la siguiente:
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